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ALGORITMUSELMELET 9. ELOADAS

Meélyseqi feszit 0erd 0

Legyen T'a G = (V, E) iranyitott graf egy feszito erdeje. Legyen x € V egy
tetszOleges csucs, és jeldlje T, a feszito erdo x-gyoker( részfajanak a
csucshalmazat. Legyen

van olyan G-beli x ~~ y iranyitott at, amelyen
a csucsok melységi szama legalabb mszam|x] '

Tétel. TetszOleges « € V csucs esetén érvényes a T,, = S, egyenloség.
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Tétel. TetszOleges « € V csucs esetén érvényes a T,, = S, egyenloség.

Bizonyitas: T, éppen azokbdl a pontokbdl all, amelyek x-bol faélek mentén
elérhetok. — faélekre mindig ndé a mélységi szam — T, C S,

Forditott irany indirekt:

tegyuk fel indirekt, hogy létezik egy y € S, \ T

Legyen x ~~ y egy az S, meghatarozasaban szerepl0 iranyitott Ut,
feltehetjik, hogy az Gt utolsé elbtti v pontja T,.-ben van.

Az y € S, feltétel szerint mszam|y] >mszam[z] —> y &€ T, miatt azt
jelenti, hogy y-t valamikor a T, pontjai utan latogatjuk meg — (v, y) faél
vagy elore él —ye T, — S, C T,

Kovetkezmény . Tegyik fel, hogy a G = (V, E) graf « csucsabol minden
pont elérhetd iranyitott iton. Tegytk fel tovabbda, hogy a G mélységi bejarasat
x-szel kezdjuk. Ekkor a mélységi feszitd erdd egyetlen fabdl all.

Bizonyitas: mszamjz] =1 —= S, =V —= T, =V
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Iranyitott kormentes grafok

Definicid . Egy G iranyitott graf DAG, ha nem tartalmaz iranyitott kort.
Directed Acyclic Graph

Alkalmazasai peldaul:

e TeendOk Utemezése —> PERT

e Varakozasi grafok — adatbazisok

Fontos, hogy egy iranyitott grafrol el tudjuk dénteni, tartalmaz-e iranyitott kort.
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4 5 10

Bizonyitas: = 4/

faél
eloreél

keresztél

DAG

Ha a graf egy melységi bejarasa soran
talalunk visszaélet akkor a graf nyilvan
tartalmaz iranyitott kort, azaz nem DAG.
Tétel. Legyen G = (V,E) egy
iranyitott graf. Ha G egy DAG, akkor
egyetlen mélysegi bejarasa soran sincs
visszael. Forditva: ha G-nek van olyan
melységi bejarasa, amelyre nézve nincs
visszaél, akkor G egy DAG.

<— tegyulk fel, hogy G nem DAG — van benne iranyitott kor — vegyuk
ennek a legkisebb mélységi szamu v csucsat, a kor el6zo pontja legyen u
—> mszam[v] < mszadm|u] — vissza- vagy keresztél

de u elérhetd v-bol iranyitott Gton ; (részfa lemma) =— u a v leszarmazottja

— visszaél +/
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DAG topologikus rendezése

Definicio . Legyen G = (V, E) (|V| = n) egy iranyitott graf. G egy
topologikus rendezése a csucsoknak egy olyan v, ..., v, sorrendje,
melyben x — y € E esetéen x elobb van, mint y (azaz ha x = v;, y = v;,
akkor z < 3).

Tetel. Egy iranyitott grafnak akkor es csak akkor van topologikus rendezese,
ha DAG.

Bizonyitas: =: Ha G nem DAG, akkor nem lehet topologikus rendezése, mert
egy iranyitott kor csucsainak nyilvan nincs megfelel6 sorrendje.

<: GG-ben van olyan csucs, amibe nem fut be él (forras)

Indukcidé pontszamra —- hagyjunk el eqgy forrast, ez legyen az els6 pont
— a tobbit az indukcié miatt rendezhetd wq, ..., w,_1

——> Ly WiyeeeyWn_1 \/
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Topologikus rendezés mélysegi keresessel

Tetel. Végezzik el a G DAG egy meélységi bejarasat es irjuk ki G csucsait a
befejezési szamaik szerint ndvekvo w, . . ., w, sorrendben. A
Wn, Wn_1, ..., w1 SOrrend a G DAG egy topologikus rendezése.

Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor 7 > j.
Ha volna olyan w; — w;, amire 3 = bszam|w;] > bszam|w;] = %, akkor az
csak visszaél lehetne. 7

Lépésszam: O(n + e)
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Legrovidebb utak DAG-ban

Legrovidebb utak egy forrasbal:

Bellman-Ford —> O(n?)

Ha nincs negativ élsuly:

Dijkstra: = O(n?)

Vegyunk egy topologikus rendezeést: 1, 2, ..., Ty,
Feltehetjik, hogy s = 1 —

d(s,x;) = ( mi?EE{d(s, x;) + c(xj,x;)},
LjyLyg

Ezt sorban elvegezzik minden i-re.

Lépésszam: O(n + e)
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Leghosszabb utak DAG-ban

Leghosszabb Ut — egyszerl at
Altalaban nehéz, nem ismert ra gyors algoritmus.

DAG-ban van:

Tetel. Ha G egy éllistaval adott sulyozott éli DAG, akkor az egy forrasbol
indulo legrovidebb és leghosszabb utak meghatarozasanak feladatai
O(n + e) lépésben megoldhatok.

Bizonyitas: DAG-ban minden ut csak elore megy —

I(s,x;) = ( ma)éE{l(s,wj) + c(xj, ;) }-
LjyLyg

ahol I(s, x;) a leghosszabb s ~» x; Ut hossza

Alkalmazas: PERT
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Erosen Osszefligg 0 (er6s) komponensek

Definicio . EQy G = (V, E) iranyitott graf erO0sen 0sszefliiggo, ha barmely
u, v € V pontparra letezik u ~~ v iranyitott Gt.

Definicio . Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf. Bevezetlink egy relaciot
V-n: u,v € V-re legyen u = v, ha G-ben léteznek u ~» v és v ~» u
iranyitott utak.

Ez ekvivalenciarelaci6 —-
Definicio . A = relacid ekvivalenciaosztalyait a G erosen 6sszefiggo (erds)
komponenseinek nevezzuk.
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Tetel. Eqgy iranyitott graf két eros komponense kdzott az élek csak egy
irAnyba mehetnek.

Bizonyitas: Hamenne éla C; — C5 és Cy — C-be is, akkor C; és Cs
ugyanabban az er6s komponensben volna.
C

&

C, &

C 3 CS

Definicio . Legyen G = (V, E) iranyitott graf. G redukalt grafja egy iranyitott
graf, melynek pontjai a G eroés komponensei; a C, Cy komponensek kHzott

akkor van C; — C, él, ha G-ben a C; komponens valamely pontjabol vezet
él a Cy komponensbe.

A redukalt graf mindig DAG lesz. <—=C; — Cy — --- — C, — C;
iranyitott kor a redukalt grafban azt jelentené, hogyCiuC U ---UCr a G
ugyanazon er0s komponensében van.

10
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Erdsen 0sszefligg 0 komponensek meghatarozasa

(1) Melységi bejarassal veégigmegyunk G-n, k6zben minden pontnak
sorszamot adunk: a befejezési szamat

(2)  Elkeszitjik a Gyrq grafot, melyet ugy kapunk G-bol, hogy minden él
iranyitasat megforditjuk. Pontosabban: G¢,4 := (V, E’), ahol
u — v € E’ akkor és csak akkor, hav — u € E.

(3) Bejarjuk a Gy, grafot melysegi bejarassal, a legnagyobb sorszamu
csticcsal kezdve (az (1)-beli befejezési szamozas szerint). Uj gyokérpont

valasztasakor mindig a legnagyobb sorszamu csucsot vesszuk a
maradekbol.
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Tetel. A (3) pontban kapott fak lesznek G erd0s komponensei, azaz G-ben
x = y pontosan akkor igaz, ha x és y egy faban vannak.

Bizonyitas: =: Azt kell belatni, hogy egy erds komponens pontjai egy faba
kertlnek

Legyen K egy er0s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi szamu
pontja.

— K C S, < részfa-lemma ./

v <=: Tegyuk fel, hogy x és y egy faban vannak a
(3) pont szerinti melységi bejaras utan. Azt kell
belatnunk, hogy ekkor x =~ y a G grafban, azaz x
és y egymasbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Giord Legyen a v csucs a gyokere annak a fanak, mely

x-et es y-t is tartalmazza.

— G'grg 9rafban van v ~ x iranyitott Ut, — G

T grafban van egy L iranyitott ut x ~~ wv-be.
Legyen x’ az L-nek az a pontja, amelynek az elsd bejaras szerinti mélyséqi

szama a legkisebb.
részfa-lemma — L-nek az x’ ~ v darabjaban levo csucsok az (1)
bejarasnal x’ leszarmazottjai lesznek.
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Az x’ gyoker(i részfaban x’ befejezési szama a legnagyobb —> v nem
valaszthattuk v-t gyokérnek — x’ = v.

Az L pontjai kdzul tehat v-t latogattuk meg legel6szér, és v-nek a befejezési
szama volt a legnagyobb. —> Igy G-ben van v ~ «

— xr =~ v, hasonlbany ~v — xrx =y \/

Lépésszam: O(n +e) +O0(e) + O(n+e) = O(n + e)
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Példa

5
6 2
4 1
3
5)
6 2
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Iranyitatlan grafok melysegi bejarasa

Melységi keresés ugyanigy.

Mélységi feszito erddo komponensei — 0sszefiiggd komponensek
faél
visszaél

9 ilyen nincs

faél «— faél
eloreél, visszael <— visszaél
keresztéel — nem létezik

15
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Artikulacios pont keresese

Definicio . Legyen G = (V, E) 0sszefliggo iranyitatlan graf. A v € V csulcs
artikulacios (elvago) pontja G-nek, ha v és a ra illeszkedo élek elhagyasaval a
graf tobb komponensre esik szét.

A fa gyokere pontosan akkor artikulacios
pontja a grafnak, ha egynél tébb fia van

Ha elhagyunk egy v csucsot —> A visszaélek
csak ugy tarthatjak egybe a részfakat, ha a v
alatti nem ures részfak mindegyikébol megy
visszaél a v feletti feszitéfadarabba.
Kiszamitjuk a fel[v] érteket. Ez megadja
a wo csucshoz annak a feszit6éfaban
legmagasabban levo" w csucsnak a mélyséqi
szamat, amelyhez el tudunk jutni v-bdél ugy,
hogy ,lefelé" megylnk faélen, aztan egy
visszaelen ,felmegyunk" w-be.

A v cslcs tehat artikulacios pont <—- van
olyan w fia, melyre fel[w] > mszam|v].
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Algoritmus

1. Végezzik el a graf mélysegi bejarasat, és hatarozzuk meg a csucsok
meélyseégi szamat
2. Szamitsuk ki minden v csucsra a fel[v] értéket — Jarjuk be a feszitofat

a befejezési szamok szerinti sorrendben, és ebben a sorrendben téltsuk ki a
fel[ ] tombot.

mszam|v],
fell[v] = min { min{mszam|z|, ahol v — z visszaél},
min{fel[y]|, ahol y fia v-nek}

3. Artikulacios pontok megkeresése: a feszitofat bejarva a csucsokrol
ellendrizzik, hogy elvagd pontok-e.

(a) a gyoker pontosan akkor artikulacios pont, ha legalabb 2 fia van a faban.
(b) a gyokeértdl kilonb6z0o v csucs akkor és csak akkor artikulacios pont, ha
van v-nek olyan y fia, hogy fel[y] > mszam|v].

Lepésszam: O(n + e)
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fel[v] = min {

Példa

min{mszam|(z], ahol v — z visszaél},
min{fel[y]|, ahol y fia v-nek}

mszam|[v], }
mélysegi szam
befelezes szam
fel[v]

18



