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Univerzalis Turing gép
Turing-gep « program
Univerzalis Turing-gép <« fordito program (interperter)

M TG leirasa és s € I'* bemenete — Univerzalis TG — szimulalja M -et
s bemenettel

Hogyan irjuk le az M TG-et?

Tegyuk fel, hogy k =1, M = (Q,T,1,0,6,q0, F), I = {0,1} és |F| = 1.
Pl.

e I ={0,1}, T ={0,1,...,t}, U=t,

.Q:{0919°°°9q}7 qo = 0, F:{Q}a

e balra = 0, jobbra = 1, helyben = 2
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Ekkor az M Turing-gep leirasa, kodja —-

a#t#QHT G HT FMFH . Fa e Hq o A,

ahol a megfeleld szamokat binarisan irjuk le, tovabba d éertékeit a
kovetkezbképpen soroljuk fel (ahol értelmezett):

ad(qi,z;) = (q,,';, m;, m;) teny kodja Qz#mz#qfi#m;#m:

Minden szoba jovOo M gépet egy w € I'* szoval irunk le.

TetszOleges w € I'* sz6hoz legfeljebb egy gép van, amelynek a kodja
w — M,

Egymasbol kiszamolhato M es M,,.
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Az U az M,, gep egy lepeset tobb Iépésben szimulalja —
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WHSs

M, szalagja az :-edik lépés utan

M., belso allapota az i-edik 1épés utan

U akkor all meg, ha M, megall, pontosan akkor fogadja el a w+#ts

bemenetét, ha a megallas utan az M,, elfogado allapotanak kodja van az
utolsé szalagon. +/
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Alapvet 0 kiszamithatatlansagi tételek

Be fogjuk latni, hogy
R C REC 2.
Definicio . Azon gepek kddjainak Lg nyelve, amik nem fogadjak el sajat

kodjukat a diagonalis nyelv:

Ly ={w e I*; az M, gép letezik, és w & Ly, }.

Tétel. Lg nem rekurzive felsorolhato.

Bizonyitas: Indirekt, tegyuk fel hogy rekurzive felsorolhato — 3 M TG
amire Lg = L s, ennek kddja legyen w

e w € Ly — L, definicidja szerintw &€ Lps, = Lg

e w & Ly = L, definiciéja szerintw € Lg = Ly, 7
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Az univerzalis nyelv

Definicio . Az olyan (TG kod, input széparok L., nyelve, amelyekre a gép
elfogadja az inputot az univerzalis nyelv:

L, = {w#s € I*; az M,, géep létezik, és s € Ly, }.

Tetel. [A. Turing, 1936] L,, egy rekurzive felsorolhato, de nem rekurziv nyelv.

Bizonyitas: L.t éppen az univerzalis Turing-gépek ismerik fel — L,,
rekurzive felsorolhato.

Tegyik fel indirekt, hogy L., rekurziv; legyen M egy mindig megallé TG, ami
felismeri L,-t.

Konstrualjuk meg az M’ TG-et:
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nem

Az M’ gép mindig megall, mert M mindig megall.
M’ pontosan akkor fogadja el w-t, ha M,, létezik és w & Ly, .

— M’ éppen az L4 nyelvet fogadja el /
hiszen L4 nem rekurzive felsorolhaté +/

> gen
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Ha van egy mindig megallé M algoritmusunk L felismerésere, akkor van
algoritmus az I'* \ L nyelv felismeréseére is.

Ha csak olyan ,fél” algoritmusunk van, ami nem mindig all meg, ezt nem lehet
megtenni.

Ha van fél algoritmus L-re és I'* \ L-re is, akkor ebbol 6sszejon egy egész
algoritmus

Definicio . A nyelvekbél all6 halmazokat (21" részhalmazait)
nyelvosztalyoknak nevezzik. (Pl. R, RE, 217)

Legyen X C 21" egy nyelvosztaly. Ekkor a komplementer nyelvosztaly, co X
az X -beli nyelvek komplementereibdl all:

coX ={LCI*: I*"\LeX}.

X CY C2" — coX C coY.
co(coX) = X
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Tétel. R = coR

Bizonyitas: Ha L € R —> 3 M TG, mely minden inputon megall és az L
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Y, 19EN e igen

1
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neme
S
\ — igenl.  nem
2 e igen
M

Az M3 pontosan akkor alljon meg, ha M, és M, valamelyike megall.
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allapotaban tortent.
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Y, 19EN e igen

1
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nempf
S
\ Y IgEN - nem
2 e igen
M

Az M3 pontosan akkor alljon meg, ha M, és M, valamelyike megall.
M3 akkor fogad el, ha a megallas M; elfogado, vagy pedig M- elutasito
allapotaban tortent.
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M3 megvaldsithato parhuzamossag nélkul is — M3 felvaltva lépteti M;-et
és Mo-t. /
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Flggveények és halmazok

Tetel. Az L C I* nyelv akkor és csak akkor rekurzive felsorolhato, ha van
olyan f : I* — I* parcialisan rekurziv figgvény, melynek értekkészlete
éppen az L nyelv (szokasos jeldléssel Im(f) = L).
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Tetel. Az L C I'* nyelv pontosan akkor rekurziv, ha x ., egy rekurziv figgvény.

Bizonyitas: =-: M’ irojon ki a végén 0-t vagy 1-et +/
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Ly CIm(f) +/

Ha s € Im(f) = 33, hogy s = far(w;)

—> ha M a w; bemeneten 2 |épésben kapja meg az s eredményt — M’

az (¢, 7) par feldolgozasakor elfogadja s-et

= Ly D Im(f) +/
Definicio . Egy L C I'* nyelv karakterisztikus fuggvenye, x r a kovetkezo:

(s) = 1eI*, haselL
XL =Y 0erI*, hasglL

Tetel. Az L C I'* nyelv pontosan akkor rekurziv, ha x ., egy rekurziv figgvény.

Bizonyitas: =-: M’ irojon ki a végén 0-t vagy 1-et +/
<=: Ha 1-et ir ki — menjen elfogadoba, ha 0-t — elutasitoba \/
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Eldonthetetlen problémak

Definicio . Az L C I'* nyelvet eldonthetetlen nyelvnek nevezzik, ha L nem
rekurziv.
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L; = {fw#s eI

az M,, gép letezik, és az s bemenettel
elinditva veges sok lépésben megall
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az M,, gép letezik, és az s bemenettel
elinditva veges sok lépésben megall

Tétel. L; € RE \ R.

Bizonyitas: L, € RE: Vegyunk egy univerzalis Turing-géepet, amit kicsit
modositunk: ha megall menjen at elfogadoba

L; & R: Indikekt, tegyik fel, hogy rekurziv — 9dM TG, ami felismeri és
mindig megall.
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Téetel. [A. Church, 1936]Legyen

L.={weI*: M, léetezik és az e (lUres) inputon megall}.

L. € RE\ R.
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A nem A nem

nem

lgen .
wﬁ* M 12 A . U > Igen
WHs

Ez gép L,-t felismeri és mindig megall 7/
Téetel. [A. Church, 1936]Legyen

L.={weI*: M, léetezik és az e (lUres) inputon megall}.
L. e RE\R.

Bizonyitas: L, € RE: Az Ures inputtal futassuk az L, -t felismero gépet \/
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A nem A nem
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igen .
w_ﬁ_’ M J m » U = igen
WHS

Ez gép L,-t felismeri és mindig megall 7/
Téetel. [A. Church, 1936]Legyen

L.={weI*: M, léetezik és az e (lUres) inputon megall}.
L.e RE\R.

Bizonyitas: L, € RE: Az Ures inputtal futassuk az L, -t felismero gépet \/
L. & R: Belatjuk, hogy ha L. rekurziv (M, ami felismeri és mindig megall),
akkor Ly, Is.
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A nem A nem
nem
igen .
w_ﬁ_» M J m » U = igen
WHS

Ez gép L,-t felismeri és mindig megall 7/
Téetel. [A. Church, 1936]Legyen

L.={weI*: M, léetezik és az e (lUres) inputon megall}.
L.e RE\R.

Bizonyitas: L, € RE: Az Ures inputtal futassuk az L, -t felismero gépet \/
L. & R: Belatjuk, hogy ha L. rekurziv (M, ami felismeri és mindig megall),
akkor Ly, Is.

Ha L; bemenete w#s, akkor olyan M’-t konstrualunk, aminek bels6
allapotaiba kddoljuk az s inputot. +/
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Hilbert 10. problémaja

Legyen f(xq,...,xn) €gész egyltthatés m valtozos polinom:

f(x1y..osxm) = Z Z ai,.. 7,mazl B

'I;]_—O 'Lm_o
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Hilbert 10. problemaja

Legyen f(xq,...,xn) €gész egyltthatés m valtozos polinom:

" nNom
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Hilbert 10. problemaja

Legyen f(xq,...,xn) €gész egyltthatés m valtozos polinom:

" 4270}
F(T1,...,2m) = Z ce Z Qigoiigy 1 L e Ty, ™

21=0 2m =0
Az f polinom foka az el0z0 felirdsban elofordulo legnagyobb kitevodsszeg:

deg f = max{i; + ...+ ¢m | asy...i,, 7 0}.

Az
(*) f(wlw"amm)zo
alaku egyenleteket diofantikus egyenleteknek nevezziik.

A (x) diofantikus egyenlet megoldasan egy olyan (uy, ..., u,,) € Z™
egészekbadl allo m-est értink, melyre f(wy,..., %) = 0.
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Van-e megoldasa egy adott diofantoszi egyenletnek?
Tetel. [Matijaszevics, 1970Ez elddnthetetlen problema.
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Forgatni nem szabad!

Dominoprobléma: Adott domind-tipusok egy véges F halmaza; elddntendo,
hogy a sik lefedhet6-e hézagtalanul szabalyosan illeszkedo F-beli tipusu
dominokkal.
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Legyen X egy veges abce. Post megfeleltetési problemajanak egy bemenete
egy (s,t) (s,t € X*) alakt rendezett parokbol all6 véges P halmaz.

A megfeleltetési feladat P bemenetét megoldhatonak nevezziik, ha vannak
olyan (nem feltétlendl kilonb6zo) P-beli (s1,t1), (s2,t2), ... 4 (Sn, ty) parok
tgy, hogy
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Post megfeleltetési problémaja

Emil Post

Legyen X egy veges abce. Post megfeleltetési problemajanak egy bemenete
egy (s,t) (s,t € X*) alakt rendezett parokbol all6 véges P halmaz.
A megfeleltetési feladat P bemenetét megoldhatonak nevezziik, ha vannak
olyan (nem feltétlendl kilonb6zo) P-beli (s1,t1), (s2,t2), ... 4 (Sn, ty) parok
tgy, hogy

S1892°°**8Sp = t1t2'°°tn.
llyenkor az s;ss - - - s,,, Vagy ami ugyanaz, a tts - - - t,, SzO0t a P
megoldasanak nevezzuk.
Példaul a P = {(¢z,rtz), (kar, ka), (ma, ma)} rendszer megoldhato. Egy
lehetséges megoldas a karizma sz0.

Tétel. Ez a problema elddnthetetlen.



