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Kruskal modszere

Mindig a legkisebb sulyu olyan élet szinezzik kékre, ami még nem alkot kort
az eddigi kek élekkel.

— A kék élek végig egy erdot hataroznak meg, akkor van kész, ha feszitofa
lesz.

—> Az Uj kék él az eddigi erdd két komponensét fogja 6sszekotni.
Kezdetben n komponens, egy el szinezésével eggyel csokken a
komponensek szama.

pro cedure Kruskal (G: graf; var F, H: élek halmaza);
begin
F:=0:. H:= FE:;
while H # (@ do begin
Toréljuk a H minimalis sulyu (v, w) élét.
Ha F U {(v, w) }-ben nincs kor
(azaz a v, w pontok kiloénb6z0 kék fakban vannak), akkor
F:=FU{(v,w)}
end

end
— Ha a (v, w) él kort eredmeényez, akkor piros él, ha pedig nem, akkor kék

ele.
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Tetel. A Kruskal-algoritmus eredményeként végul F a G graf egy minimalis
koltségl feszitdfajanak éleit tartalmazza.

Bizonyitas: ez is piros-kék algoritmus
JAVA animécio: Kruskal

Implementacio:

e élekbol kupacot épitiink — O(elog e) lépes

e éleket elore rendezzik — O(elog e) lépés

Hogyan dontjuk el, hogy a kivalasztott el kort alkot-e az eddigi
kivalasztottakkal?

—> Tartsuk nyilvan az aktualisan egy kék faba tartozo csucsokat mint
halmazokat.

Kell: UNIO, HOLVAN


http://students.ceid.upatras.gr/~papagel/project/kruskal.htm
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Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

LY LN 4

—>U1,...,ngs

Adott egy m elemd S halmaz, és ennek bizonyos U;,...,U,,
részhalmazai, melyekre U; "NU; =0 (2 # j) ésU, U ... U U, = S
(vagyis az U; részhalmazok S egy particiojat adjak).

Muveletek:

UN|O(UZ, Uj) = ({Ul, cee Um} U {UZ U UJ}) \ {UZ, Ug} (az U;,, Uj
halmazokat U; U U, helyettesiti).

HOLVAN(v) eredménye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve,
amelynek v eleme.

Kruskalban:

annak megvizsgalasa, hogy milyen szinl legyen az Uj (u, v) €l
—> Ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v), akkor kék, kilonben piros.

Uj él szinezése = UNIO(HOLVAN(u), HOLVAN(v))
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Implementacid fakkal

U,; — gyoOkeres, felfelé iranyitott fa
U, elemeit a fa cslcsaiban taroljuk, egy szulomutatéval.

Egy részhalmaz neve legyen az Ot abrazol6 fa gydkere. A gydkérben
nyilvantartjuk még a fa méretét is.

e UNIO: U; U U; fajat a kovetkezoképpen készitjuk el:

Tegyuk fel, hogy \U;| < |Uj|. Ekkor az U; fa x gyOkeréhez gyermekkent
hozzakapcsoljuk U; gyokerét.

AN D 4

U,; U Uj L0 |

e HOLVAN: A v € S elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a megfeleld
fa gyokerét a szulokhoz meno mutatok végigkovetésével talalhatjuk meg.
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Az UNIO hivasakor az U; és U; halmazok a gyokeriikkel adottak
—> kdltség: O(1)
HA egy v csucs Uj gyokér ala keril, akkor egy szinttel lesz tavolabb a

/////

—> Egy csucs legfeljebb log, n-szer kerulhet Uj gydkeér ala
—> szintszam < log, n

— HOLVAN koltsége O(logn)

Tetel. A Kruskal-algoritmus kéltsége O (e log €).

Bizonyitas: 2e HOLVAN, és n — 1 UNIO miiveletet jelent. Ezek idGigénye
O(elogn + n) = O(elogn), vagy ami ugyanaz: O(eloge).
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A HOLVAN gyorsitasa: utdsszenyomas

Egy pontrol tobbszor is megnézzik HOLVAN, mindig log n lépés
—> Az els6 alkalommal, minden 0sét kossik kdzvetlenil a gyokérbe

gyokér gyoker

Tetel. Legyen | S| = n, és tegyuk fel, hogy kezdetben mindegyik U;
egyelemi. Ha egy olyan utasitassorozatot hajtunk vegre (Utdsszenyomassal),
melyben n — 1 UNIO és m > n — 1 HOLVAN szerepel, akkor ennek az
idoigénye O(ma(m)).
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A korlatban szerepld o : ZT — Z™T fliggvény az inverz Ackermann-fliggveény.

a(m) a végtelenhez tart, ha m — oo, de nagyon lassan, lassabban mint a
logaritmus k-szori 6nmagaba helyettesitésevel adodo log log - - - logm
flggvény (k € ZT tetszbleges).

Pl. a(m) < 4, ham < 26°%36

A normalis méretl feladatoknal tehat a(m) allandénak (< 4) tekintheto.
Tétel. Ha az élek rendezésével kapcsolatos teendok O(e) idoben
megoldhatdk, akkor a Kruskal-algoritmus O(ea(e)) idoben megvalésithato.

Manipulacio a sulyokkal — Yao (1975): O(eloglogmn)
Véletlen modszerek — D. R. Karger, P. N. Klein, R. E. Tarjan, (1994).
varhatoan O(e)

On-line valtozatban is mikodik a piros-kek algoritmus: szinezzik az Uj élet
élet kekre; ha emiatt kialakul egy kek kor, akkor abbal tordljiink egy maximalis
sulyu élet.

JAVA animacio: Kruskal


http://www-b2.is.tokushima-u.ac.jp/~ikeda/suuri/kruskal/KruskalApp.shtml?demo3
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Maximalis parositas paros grafokban

Definicio . A G = (V, E) grafot parosnak nevezzik, ha V' csucshalmaza
feloszthato ket diszjunkt részre — V;-re es Vs-re — ugy, hogy minden él ezen
két halmaz kozott fut, vagyis (z,y) € E eseténx € V; és y € V, vagy
forditva.

Definicio . Legyen G = (V, FE) egy tetszoleges graf. Az E élhalmaz E' C E
részhalmaza G egy parositasa, haa G’ = (V, E’) grafban minden pont foka
legfeljebb egy.

Definicio . A G graf egy E’ parositasa maximalis, ha G minden E”’
parositasara |E”| < |E’|.

A probléma: Adott egy G = (V;, Vo3 E) paros graf. Hatarozzuk meg G egy
maximalis parositasat.

Definicio . Legyen G egy tetszoleges graf, és E’/ a G egy parositasa. Egy
G-beli utat E’-alternalo utnak hivunk, ha felvaltva tartalmaz parositott és nem
parositott éleket.

Definicio . Legyen E’ a G = (V, E) graf egy parositasa. Ekkor egy olyan
FE’-alternalé ut, melynek mindkét végpontja parositatlan, E’-re nézve javito Ut,
vagy réviden E’-javito (t.
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Tétel. Legyen G = (V, E) egy tetszOleges graf és E’ egy parositasa. Ha
E’-re nézve nincs javitd Ut G-ben, akkor E’ a G egy maximalis parositasa.

B B
ey (G

X

g(; @ & 00 O@ g &0 \bv)X\O@

Hogyan keresstink javito utat?
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Javito ut keresese alternalo erd 0 épitésével

0. szint:

2k — 1. szint:

2k. szint:

Vi, azon pontjai, melyeket E’ nem fed le, vagyis a
parositatlan pontok.

Vo, azon még fel nem vett pontjai, melyek egy
parositatlan, azaz egy E \ E’-beli éllel elérhetok egy
2k — 2. szintbeli pontbdl; ezen éllel egyditt.

V1 azon meég fel nem vett pontjai, melyek egy parositott,
azaz egy E’-beli éllel elérhetdk egy 2k — 1. szintbeli
pontbadl; ezen éllel egyditt.

10
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Tétel. AG = (Vi, Vo3 E) péaros grafban akkor és csak akkor van az E’
parositasra nézve javito Ut, ha az E’-hez tartoz6 alternalé erdoben valamelyik
paratlan szinten megjelenik egy parositatlan pont.

Bizonyitas: Ha talaltunk paratlan szinten parositatlan utat, akkor a gyokeér felé
vezet6 Ut javitd Gt/

Forditva:

Megmutatjuk, hogy a V; parositatlan csucsaibol (ezek vannak az erddben a
nulladik szinten) alternélé Gton elérhetd pontok mindegyikét bevalasztjuk
valamikor az alternal6 erdobe.

Tegyuk fel, hogy vg, v1, ..., Vg €gy alternalo ut, eés vg € V; egy parositatlan
csucs; ¢ szerinti indukcioval megmutatjuk, hogy v; bekertl az erdébe.

Hai=0 ./

Az Ut ve; cslcsa Vi-ben van és a (va4, v2541) €l parositatlan. =—> ha vq;-t
bevalasztottuk, akkor vs;1 Is bekertl

Az Ut vg;_1 CcsUcsa Va-ben van €s (vqj—1,v25) € E. gy V21 Utan vg; IS
sorra kertl, ha korabban ez még nem tortént meg.



ALGORITMUSELMELET 11. ELOADAS

Tegyuk fel, hogy G-ben a v és w csucsok egy javito Ut végpontjai.

v € V; parositatlan — w € V,

w elérhetd alternald aton v-bol — valamikor bevalasztjuk

De Vs-beli csucsokat csak paratlan szintekre vesziink fel — w isitt lesz

Lepésszam: Alternalo erdo épitése: O(e), 6ssze lépésszam: O(ne)

Karp (1973): O(ey/n)

12
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Maximalis folyamok halozatokban

JAVA animacio: Ford-Fulkerson algoritmus

Ha minden kapacitas egész es a maximalis folyam erteke f, akkor legfeljebb
f javitassal megkapjuk a maximalis folyamot.

0(10'?) 1(10'%) 1(10'9) 1(10'9)

Ha az élkapacitasok racionalis szamok —- véges lépés

Ha irracionalis kapacitasokat is megengedink —- lehet, hogy nem ér véget
véges sok Iépésben, sot lehet, hogy nem is j6 értékhez konvergal


http://www-b2.is.tokushima-u.ac.jp/~ikeda/suuri/maxflow/MaxflowApp.shtml?demo5
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Edmonds—Karp algoritmus

A folyam novelésére mindig a legrovidebb — vagyis a legkevesebb élbol allé —
novelo utak egyikét valasszuk.

Tekintsuk a G ¢ javitoé grafot; legyen benne 7 egy legrévidebb novelo t.
Ennek hosszat (élszamat) jeldlje 1.
Szélesseégi kereséssel osszuk szintekre — D|v]

(1) Egy él legfeljebb egy réteggel mehet elore.
A G¢ egy x — y €lét nevezzik vastagnak, ha D[y] = D[x] + 1.

(2) Az I hosszusagu s ~~ t utak csupa vastag €élbol allnak, és nincs I-nél
rovidebb s ~ t Ut.
<— Legrovidebb utnak muszaj mindig feljebb menni

Mi torténik, ha javitunk = mentén?

Legalabb egy él telitodik és eltlinik a javitd grafbal.

Legfeljebb I darab U] él jelenik meg a G ¢-ben (7 €élei ellenkez0 iranyitassal,
ha eddig meg 0 folyt at rajtuk).

—> a kdvetkez0 noveld Ut sem lehet rovidebb I-nél.
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Hanyszor adédhat egymas utan I hosszu névelo at?

Minden javitas utan eggyel kevesebb vastag él lesz (legalabb egy kritikus él
torlodik).

Addig lesz 1 élbal allé ndveld at, amig marad vastag élekbol allé s ~~ ¢ ut.

Tétel. Az Edmonds—Karp-heurisztika szerinti ndvelésnél a ndvel6 utak
hosszai nem cstkkeno sorozatot alkotnak. Ebben a sorozatban egy adott
uthosszusag legfeljebb e-szer fordulhat el6. Kévetkezésképpen legfeljebb
e(n — 1) novelés lehetséges. A heurisztika alkalmazasaval O(e?n) elemi
lepésben kapunk maximalis folyamot.

Bonyolultabb algoritmusok
Dinic: O(en?)
Goldberg, Tarjan: O(en log(n?/e))

15
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Halb6zatok alsé korlatokkal

Tegyuk fel, hogy a c(u, v) kapacitasok mellett (felso korlat) also korlatok is
vannak az f(wu,v) mennyiségekre. —> k(u,v) < f(u,v) is teljestljon a G
minden u — v élére.

— (G, s, t,c, k)

Van-e egyatalan ilyen folyam?

LS R R

Belatjuk, hogy ez a hagyomanyos folyamproblémara visszavezetheto.

16
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H=(G,s,t,c, k) — H’
e Ujforras: S, Gj nyel6: T
e Reégi éleken 0 kapacitas: ¢/(u,v) := c(u,v) — k(u,v)

e 2 Ujélmindenpontra: S - vésv — T
c'(S,v) 1= (ywyer k(u,v) €sc(v,T) := ), w)er k(v W)

e UjT — S él co kapacitassal

1,3 2,3

17
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Tétel. A'H = (G, s, t, c, k) halozatban akkor és csak akkor létezik folyam, ha
a H’ halézat (S-bdl T-be mend) maximalis folyamanak az értéke

Z(u,v)eE k(u,v).

Haa T — S el kapacitast d-nek valasztjuk — ugyanigy megkaphatjuk,
hogy van-e legfeljebb d értéki folyam
—> algoritmus also korlatos folyamokra

18
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Egy Utemezési feladat

TegyUk fel, hogy egy légitarsasag a J,, Js, . . ., J,, jaratokat szeretne
tzemeltetni, és d darab azonos tipusu reptlogépe van erre a célra.

Minden J;, J; jaratparra ismert, hogy van-e elég ido arra, hogy a J; teljesitése
utan egy gep felkeszljon a J; repulésere.

Ha J;, J;-re a valasz igenl0o, akkor azt mondjuk, hogy J; kovetheti J;-t.

Graf:

Eqy J; |égijaratnak — két cslcs, ¢ és ¢’ és egy i — 1’ él

Ha J; kovetheti J;-t, akkor vezessink iranyitott elet 2’-bol j-be.

Vegyunk még fel egy s forrast és egy t nyelot, és adjuk a hal6zathoz az s — 1
ési’ — téleket (1 <1 < m).

Az Osszes él kapacitasa legyen 1. Az 1 — 1’ alaku élek alsé korlatja legyen 1,
a tobbi ele pedig 0.

Tétel. A Jq, Ja, . .., Jy, jaratok akkor és csak akkor teljesithetok legfeljebb d
géppel, ha a hal6zathoz van olyan g folyam, amelyre |g| < d.
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Hirdetmények

Aprilis 1. == Hasvét hétf6 — elmarad az el6adas

Aprilis 8. = El6adas helyett konzultacié

ZH Aprilis 8. 16:15

A—He
Hi—Ka
Ke-—M
N-Se
Si-Z

CH. max.
1.B. 27
|.B. 28
E.I.B.

St. nagy
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