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ALGORITMUSELMELET 10. ELOADAS

Szélesseqi bejaras
BFS: Breadth First Search
Meglatogatjuk az elso csucsot, majd ennek a csucsnak az 6sszes
szomszeédjat. Aztan ezen szomszedok 6sszes olyan szomszedjat, hol még
nem jartunk, és igy tovabb.
megvalositas — sor (FIFO-lista)
Berakjuk be az épp meglatogatott csucsot, hogy majd a megfelel6 idoben a
szomszedaira is sort kerithesstink.
Altalanos |épés — vessziik a sor elején levd x cslicsot, toroljik a sorbdl,

meglatogatjuk azokat az y szomszedait, amelyeket eddig még nem lattunk,
majd ezeket az y csucsokat a sor végere tesszik.

proc edure bejar (x elvégzi a GG iranyitott graf szélessegi bejarasat )
begin
for v:= 110 ndo
bejarva[v] := hamis;
for v:=1to ndo
If bejarvalv] = hamis then
szb(v)
end
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proc edure szb (v: csucs)
var
QQ: csucsokbal allo sor;
x, Y. CSUCSOK;

begin
bejarvalv] := igaz;
sorba(v, Q);
whil e Q nem ures do begin
x := elso(Q);
for minden x — y € FE élre do
If bejarvaly] = hamis then begin
bejarvaly] := igaz;
(%) sorba(y, Q)
end
end
end

JAVA animacio: BFS


http://www.cs.duke.edu/csed/jawaa/BFSanim.html
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Fael:
megvizsgalasukkor
meg be nem jart
pontba mutatnak

Iranyitatlan esetben
csak faél és keresztél
lehet.

Lépésszam: O(n +

e)
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Legrovidebb utak sulyozatlan grafokban

Ha minden él hossza egy — Ut hossza = élek szama
Szélességi kereséssel — Jelentse D|v] a v csucsnak az s-tol valo
tavolsagat az s-gyodkeri szélességi faban.

Legyen kezdetben DJ[s] := 0
az szb eljarasba tegyik be a D[y| := DJx] 4 1; utasitast, miutan elértik y-t.

Lépésszam: O(n + e)

Tétel. Az elozbek szerint médositott szélességi bejaras végeztével teljesiulnek
a kovetkezok:

1. Legyen s = x1,x2,...,x, acsucsoknak a szelességi bejaras szerinti
sorrendje. Ekkor D[x1] < Dlz2] < ... < D[x,].

2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < Dlx] + 1.

3. D[v] = d(s, v) teljestl minden v € V csucsra.
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Tétel. 1. D[xq] < D[x3] < ... < Dlx,].

Bizonyitas: A csucsok az s = x4, 2, ..., x, Sorrendben keriilnek bele a Q
sorba — ebben a sorrendben is kerilnek ki a sorbdl

ha x # s csucs elobb van mint y = apa(x) nem lehet késobb, mint
apa(y), hiszen ha elobb lenne, y-hoz elobb eljutottunk volna

Indukcié = Gyokérre D[s] = 0, fiaira mind nagyobb +/

D[x;] = D[apa(xz;)] + 1 €S D[x;y1] = D[apa(x;y+1)] +1 —

Ha a két apa kiloénb6z6

— Dlapa(z;)] < Dlapa(z;+1)] = D|z;] < D|wit]

Ha pedig az apak megegyeznek —> D[x;] = D|x;41]

Tétel. 2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D[x| + 1

Bizonyitas: Nézzuk, hogy mi torténik, amikor a kikeril a @@ sorbdl, és éppen
az (x,y) élet vizsgaljuk.

Ha bejarvaly] = hamis — y apja x, vagyis D[y] = D[z] + 1
Kilénben y-t mar korabban lattuk = y apja elébb van mint x

—> Dlapa(y)] < D[z] = D[y] = Dlapa(y)] +1 < D[z] +1
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Tétel. 3. D[v] = d(s, v) teljestl minden v € V csucsra.

Bizonyitas: d(s,v) < D[v] +/

Legyen s = yo, Y1, - - - Y = v €gy minimalis hosszusagu G-beli iranyitott Ut
s-bol v-be.

—> az Ut éleire: D[y;] < D[s] +1 =1, majd

Dly;) < D[y)] +1<2 ... D] =Dly] <k=d(s,v) = /

JAVA animacio: Legrovidebb ut


http://www.cise.ufl.edu/~sahni/dsaaj/JavaVersions/applications/wire_routing/wire_routing.htm
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Minimalis koltségu feszit 0fak

Most iranyitatlan grafokkal foglalkozunk

koOr és Ut — valOban egyszerl

Definicio . (minimalis koltsegl feszitofdegyen G = (V, E) egy 0sszefiiggo
graf. A G graf egy kbérmentes 6sszefliggd F = (V, E’) részgréafja a graf egy
feszitofaja. Legyen tovabba az éleken értelmezve egyc: E — R
sulyfiggvény. Ekkor a G graf egy F feszitofaja minimalis koltség, ha
koltsége (a benne szereplo élek sulyainak 6sszege) minimalis G 6sszes
feszit6faja kozul.

Problema:

Adott egy G = (V, FE) 0sszefiiggo iranyitatlan graf, és az élein ertelmezett
c : E — R sulyfiggvény. Hatarozzuk meg a G egy minimalis kdltségu
feszitofajat.

Peéeldaul: Villamosvezetékek kiépitése
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Fak tulajdonséagai

Tetel.

1. Minden legalabb kétpontu faban van olyan csucs, amibdl csak egy él megy
ki (els6foku csucs).

2. Barmely 6sszefliggd graf tartalmaz feszitofat.

3. Egy n-pontl 6sszefliggo graf akkor és csak akkor fa, ha n — 1 éle van.

4. Egy fa barmely keét pontja k6z6tt pontosan egy ut vezet.

5. Legyen G egy sulyozott éll dsszefuggb graf, F' egy minimalis koltségl
feszitofaja. Legyen g = (u,v) a G-nek egy olyan éle, ami nem éle F-nek, és
tegyuk fel, hogy az F-beli u-bol v-be vezetd Gton van olyan g’ él, amelyre
c(g) < c(g’). Ekkor az F-bol a g hozzavételével és a g’ elhagyasaval adodé
F’ gréaf is egy minimalis koltségu feszitofa G-ben.

Bizonyitas: 1-4 volt mar BSZ-ben +/
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Bizonyitas: 5.

u

F U {g} grafban van olyan kor, amelynek g’ éle — A g’ tbrlésével kapott F”’
graf 6sszefliggd marad
F’ koltsége nem nagyobb F' koltségénél
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A piros-kék algoritmus

Sorra nézziuk G éleit: bizonyosakat bevesziink a minimalis feszitofaba,
masokat pedig eldobunk.

—> szinezzlik a G éleit:

a kék élek belekertulnek a végeredményt jelentd minimalis feszit6faba,

a pirosak pedig nem

— Ugy szineziink, hogy az eddig kialakult (részleges) szinezés mindig
takaros legyen.

Definicio . (takaros szinezéJgkintstik a sulyozott eli G graf éleinek egy
részleges szinezéseét, melynél barmely él piros, kék vagy szintelen lehet. Ez a
szinezeés takaros, ha van G-nek olyan minimalis koltségi feszitofaja, ami az
dsszes kek élet tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.
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KEK SZABALY: Valasszunk ki egy olyan @ # X C V csucshalmazt,
amibol nem vezet ki kék él. Ezutan egy legkisebb sulyu
X -bol kimeno szinezetlen élet fesstink kékre.

PIROS szABALY: Valasszunk G-ben egy olyan egyszerl kort, amiben
nincs piros él. A kor egyik legnagyobb sulyu szintelen
élét fesslk pirosra.

Kezdetben G-nek nincs szines éle. —> a két szabalyt tetszOleges
sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetséges.

— piros-kék algoritmus

Tetel. A piros-kek eljaras mikodése soran mindig takaros szinezéstink van.
Ezen felll a szinezéssel sosem akadunk el: vegll G minden éle szines lesz.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy a szinezés mindig takaros. — kezdetben \/
TegyUk fel, hogy egy takaros szinezéstink van. Legyen F' a G egy olyan
minimalis koltségi feszitofaja, amely minden kék élet tartalmaz, és egyetlen
pirosat sem. Tegyuk fel tovabba, hogy ebben a helyzetben a graf f élét festjuk
be.

11
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Két eset van aszerint, hogy melyik szabalyt hasznaljuk:

A kék szabalyt hasznaljuk: — f kék lesz.

Ha f éle F-nek ./

Ha f nem éle F-nek — nézzik azt az
X C V csucshalmazt, amire a kék szabalyt
alkalmaztuk.

Az F-ben van olyan ut (mert feszitofa), ami
az f két vegpontjat 6sszekoti. —> Ezen az
uton pedig van olyan f’ él, ami kimegy X-
bol, ugyanis f kilép X -bol.

Az F valasztasa miatt f/ nem lehet piros.
A kék szabaly szerint kék sem lehet,
tovabba c(f’) > c(f) is teljesdl.

Legyen F/ az F-bol az f’ torlésével és az
f hozzaadasaval kapott graf.

— Eszerint F’ egy minimalis feszitofa,
tartalmaz minden kék élet és nem tartalmaz

piros élet. 4/

12
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A piros szabalyt hasznaljuk: Ekkor f piros lesz. —-

Ha f nem éle F-nek +/
Ha f € F', akkor az f torlésével az F' két

komponensre esik.

—> A kornek, amelyre a piros szabalyt
alkalmaztuk. van olyan f’ #£ f éle, ami a
ket komponens kozo6tt fut.

A regi szinezés takarossaga €s a piros
szabaly miatt az f’ szintelen és c(f’) <
c(f).

az F-be f helyett f’-t véve a kapott F’ egy
minimalis koltség( feszitéfa lesz 4/

Miért nem akadunk el soha?

Tegyik fel, hogy van még egy f szintelen él.

A szinezés takaros — a kék élek egy erdo6t alkotnak.

—> Ha f vegpontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros szabaly
alkalmazhat6 arra korre, aminek az élei f és az f végpontjait 6sszekdtd
(egyetlen) keék ut élei.

— Ha f kilonb6z06 kék fakat kot 6ssze, akkor pedig a kék szabaly mkodik;
X legyen az egyik olyan fa csucshalmaza, amihez f csatlakozik. (Ez utobbi
esetben nem biztos, hogy f fog szint kapni a kbvetkez06 Iépésben.)
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Tétel. Ha a piros-kék algoritmussal befestjik az 6sszefliggd G = (V, E) graf
minden élét, akkor a kék élek egy minimalis koéltség( feszitofa élei. So6t, ez
mar akkor is igaz, amikor van |V | — 1 kek élunk (és esetleg van még
szinezetlen él).

Bizonyitas: Az elso allitas <— a végso szinezes is takaros.

A masodik: végul 6sszesen |V| — 1 kék él lesz. Ha mar van ennyi, akkor tobb
nem keletkezhet.
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Prim, Kruskal és Boruvka modszerei

A recept helyessége szempontjabol tehat koz6mbds a sorrend, hatekonysag
szempontjabdl viszont nem.

PRIM MODSZERE: Legyen s a G egy rbgzitett csucsa. Minden egyes szinez0
lépéssel az s-et tartalmazd F' kék fat bovitjuk. Kezdetben az F' csucshalmaza
{s}, veqgul pedig az egész V. A kovetkez0 kék élnek az egyik legkisebb sulyu
élet valasztjuk azok kozul, amelyek F-beli pontbdl F-en kivili pontba mennek.

KRUSKAL MODSZERE: A kbvetkez0 befestendd f él legyen mindig a legkisebb
sulyu szintelen él. Ha az f két végpontja ugyanazon kék faban van, akkor az
él legyen piros, kulénben pedig kék.

BORUVKA MODSZERE: Minden egyes kék fahoz valasszuk ki a legkisebb stlyu
belble kimeno (szintelen) élet. Szinezziik kékre a kivalasztott éleket.

15
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Prim modszere

Mindig a kék szabalyt alkalmazzuk: Valasszuk X -nek a meglévo fa
ponthalmazat. A kék élek végig fat alkotnak.
procedure Prim (G: graf, var F': élek halmaza);
var
U csucsok halmaza;
u, v. CSUCSOK;
begin
F := 0;
U := {1},
while U # V do begin
(x) legyen (u, v) egy legkisebb sulyu olyan él,
melyreuw € U ésv € V \ U,
F :=FU{(u,v)};
U:=UU{v}
end
end

Jol makodik, mert piros-kék algoritmus.
JAVA animacio: Prim mddszere

16


http://www-b2.is.tokushima-u.ac.jp/~ikeda/suuri/dijkstra/PrimApp.shtml?demo7
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Naiv implementacio

A graf az élsulyokat tartalmazo C adjacencia-matrixaval adott.

Az épp aktualis U és V' \ U halmazok kozt futo legkisebb sulyu élek
kivalasztasa — O(n?) Iépés

— Minden V' \ U-beli csucshoz taroljuk, hogy milyen messze van az U
halmaztdl

) . . ha:s € U

KOZEL[i] = { egy az i-hez legkozelebbi U-belicsucs ha: e V \U
, . * ha:s € U

MINSULY:] = { C[i,j] haKOZEL[i] = j # =

A kovetkezd kék él az (i, KOZEL[:]) élek kozul kertl majd ki = kékes élek
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. , * haz=1

KOZEL][z] := { 1 hai#1
. , * ha:z =1
MINSULY [z] := { Cli,1] hai# 1

e A kovetkezd kék él kivalasztasa: megkeressik a MINSULY[ ] tdmb
minimumat, —- legrévidebb kékes él hossza — k-ba mutato
A minimumkeresés koltsege: O(n) lépés
a (KOZEL[K], k) élet fogjuk F-be tenni, k-t pedig U-ba.
— MINSULY[k] := KOZEL[K] := x.
o A kéttomb felfrissitése: A C[k, 1] és a MINSULY 3] értékeket (i € V' \ U)
kell 0sszevetni. —>
if KOZEL[#] # = and Clk, ] < MINSULY[z] then begin
KOZEL[7] := k;
MINSULY[i] := ClJk, i]
end

Lépésszam: Egy él szinezés O(n) — O(n?)
JAVA animacio: Prim modszere


http://www-b2.is.tokushima-u.ac.jp/~ikeda/suuri/dijkstra/PrimApp.shtml?demo7
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Kupacos-éllistas implementacio

Epitsunk kupacot az aktudlis U és V \ U kozotti élekbdl.

(néhany) MINTOR-rel O(log(e)) lépéssel kivalaszthatjuk a minimalisat, amit
kékre szinezlunk

Megvaltozott U — BESZUR-ral beszurjuk az Gj éleket

Nem torodink azokkal az élekkel, amik igy U-n belll mennek

— ezért lehet, hogy MINTOR-nél ilyet kapunk elsére.

Lépésszam: A kupac mérete sosem haladja meg e-t.

A kezdeti kupacépités legfeljebb O(e), az egyes miveletek végrehajtasa
pedig O(log e) idOt vesz igénybe.

Osszesen kevesebb, mint e darab BESZUR és legfeliebb e darab MINTOR
mUveletet végzink = O(eloge)

Johnson: Kombinaljuk a két dtletet, nyilvantartjuk a kézeli csucsokat, és
d-kupacban taroljuk a kékes éleket
—> han'® <e — O(e)



