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Karp-redukcio

Mikor nem lényegesen nehezebb egy X probléma egy Y problémanal?
Ha Y felhasznalasaval meg lehet oldani X-et is.

— X visszavezethetd a Y problémara.

Definicié

Legyen X és Y két elddntési probléma. Az X Karp-redukcidja

(polinomidlis visszavezetése) az Y probléemara egy olyan polinom

idében szamolhatd f fliiggvény, amely X minden lehetséges

bemenetéhez hozzarendeli Y egy lehetséges bemenetét ugy, hogy
xeXsflx)eV.

Jelblés: X < Y, ha X-nek van Karp-redukcioja Y -re.

Ha tehat van algoritmusunk Y elddntésére — x € X-re kiszamitjuk
f(x)-et, eldontjik f(x) € Y? = tudjuk, hogy x € X igaz-e. +/

Ha tudnank, hogy X nehéz, és tudjuk, hogy X < Y

— Y is nehéz lenne.

Ha Y kdénnyd, és X nem |lényegesen nehezebb néla, akkor X is

konnya.
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Iranyitott Hamilton-kor probléma (IH)

IH=< H

Bizonyitas.
G = (V, E) egy iranyitott graf — G' = (V', E') iranyitatlan graf
hogy G' gyorsan megépithetd és
G-ben 3 iranyitott Hamilton-kér <+ G'-ben 3 iranyitatlan Hamilton-kér.
V/ — {Vb67 V*7 Vk/ | Ve V}7
E' = {(Vbe, Vi), (Vs, Vi) | v € V} U {(Uki, Vbe) | U — v € E}.

y K Upe Usx  Ukj Upe Ux Uki

v(G)=n,e(G)=e = v(G)=3ne(G)=2n+e = O(n+ e)
/epesben megkaphato.
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Bizonyitas.
G-beli F iranyitott Hamilton-kérének megfelel G’ egy F’ Hamilton-kére.

>/ -
U v Upe Ux  Uk; Upe Ux Ukj

Az Fegy u— v éle — az F'-ben az u, — ugj — Vpe — Vi UL.
EzértGelH — G € H

Ha G’-ben van egy F’ C E’ Hamilton-kér — egy u.-bdél indulva egy
uy; felé lépjunk elészor

— csak U, — Uk — Vpe — Vi alakl lehet utana — ez az ut megfelel
G-ben egy u -> v élnek. Ezt tovabb folytatva Hamilton-kért kapunk
G-ben.

Ezért G e H — G € IH. O]
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A Karp-redukcié tulajdonsagai

1. HaX <Y ésY e P, akkor X € P.

Ha X <Y és Y € NP akkor X € NP.

Ha X <Y, akkor X <Y

Ha X <Y és Y € coNP, akkor X € coNP.

Ha X <Y és Y € NP N coNP, akkor X € NP N coNP.
HaX <YeésY <Z, akkor X < Z.

o 0k WD

Bizonyitas.

Legyen f az X Karp-redukcidja Y -re, ahol f ¢1n* idében széamolhata.
x egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x € X teljeslil-e,
n az x hossza.
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Bizonyitas.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et — iddigénye < cin* = |f(x)| < ¢yn.

Y felismeré algoritmusédval c,|f(x)|" idében eldéntjiik, hogy f(x) € Y
igaz-e.

— idBigénye < cx(cyn)!

x € X e f(x)eY = ésszid6 O(n) /

2.: Az f(x) € Y tény egy t tanuja jo x € X tanujanak is, és az Y-hoz
tartozd T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is.

T' az (x,t) bemenetre el6sz6r kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény |GEN, akkor legyen T’ eredménye is IGEN, kilénben
pedig NEM.

| = O(If(x)|°) = [t| = O(n*°)

T' lépésszama, ha T lépésszama O((|y| + |t])):

O(nk) + O((If(x)| + [t])/) = O(n¥) + O(If(x)|') = O(n*),
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Bizonyitas.

3.: X-nek egy Karp-redukcidja Y-ra egyben egy Karp-redukcié X-rol
Y-re, hiszen x € X <= f(x) € Y ugyanaz, mint x ¢ X <= f(x)¢ Y
4.. — 2.,8.

S.. «—2.4.

6.: Legyen faz X < Y fliggvénye, ami O(n*) idében szamolhatd

és g az Y < Z flggvénye, ami O(n') idében szamolhato.

Az X < Z fiiggvénye g(f(x)) lesz, ami O((n*)") = O(n"') idében
szamolhato. ]
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NP-teljes problémak

Definicio

Az X eldéntési probléma NP-nehéz, ha tetszéleges (azaz minden)
X' € NP probléma esetén létezik X' < X Karp-redukcio.
Az X eldbntési probléema NP-teljes, ha X € NP és X NP-nehéz.

Egy NP-teljes probléma tehat legalabb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli probléma.

Ha egy ilyen problémardl kidertine, hogy P-beli (coNP-beli), akkor
ugyanez igaz lenne minden NP-beli problémara.

Van-e NP-teljes probléma?
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Boole-formulak

Definicio

Az f:.{0,1}" — {0,1} fuggvényeket n-valtozés Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

Minden Boole-fliiggvény felirhato az x4, . .., X, Boole-valtozok, az
N, V, = logikai miiveletek és zarojelek segitsegevel.

Pl. Boole-formula:
= (x1 VX2V x5) A((—X3 VX2 V (X6 A X1)) A (X5 V Xg))
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Boole-formulak

Definicio

Egy Boole-formula kielégithet6, ha lehet ugy értékeket adni a
valtozoinak, hogy a fliggvény értéke 1 legyen.

Pl. ®(x1,Xx2) = (X1 V X2) A (X1 V —x2) kielégithetd, mert ha x; = 1 és
x> = 0, akkor ®(xq,x2) =1
De pl. (x4 A =xq) nyilvdn nem kielégithetd.
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Cook—Levin-tétel

Van-e NP-teljes probléma?

Definicio

SAT probléma:
Bemenet: ® Boole-fomula
Kerdeés: Kielégithet6-e ¢ ?

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A SAT probléma NP-teljes.

Bizonyitas elég bonyolult.
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az X problema NP-teljes, Y € NP és X < Y, akkor Y is NP-teljes.

Bizonyitas.

Lattuk, hogy a Karp-redukcidé tranzitiv.

— Ha X < Y és Z < X teljestl VZ € NP problémara.

— Z < Y teljesll VZ € NP problémara.

— Y € NP-nehéz.

Mivel Y € NPis = Y € NP-teljes. ]

Nem kell mar minden NP-beli problémat az Y-ra redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes X problémaval.
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A 3-SZIN probléma

A 3SZiN probléma NP-teljes. l

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy € NP, belathato, hogy SAT < 3SziN.
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Maximalis méretl fuggetlen pontrendszer grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: G gréf, k € ZT.
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csucshalmaza®?

A MAXFTLN nyelv NP-teljes. \

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(Q) fuggetlen
csucshalmaz. ./
Megadunk egy 3SziN < MAXFTLEN Karp-redukciét: G — (G, k')

G € 3sZiIN & (G, k') € MAXFTLEN
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Bizonyitas.

G’ megadasa: Vegyiik G harom masolatat (G("), G(®, G(®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekotjik.

[V(G)| =3|V(G)| és
[E(G)| = 3|V(G)| + 3|E(G)],
legyen k' = |V(G)|.

leley el GG
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G is —
a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van beldlik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G’-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G(V)-ben /
G(®)-ben/ G®)-ban van. —> ez j6 szinezés G-ben. ./ O

o
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK
Bemenet: G graf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf (k-klikk)?

A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

MAXKLIKK € NP: tant egy k-elem( S C V(G) teljes részgraf. ./
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:
f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes

graf). / O

v
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Részgraf izomorfia problema

RESZGAFIZO
Bemenet: G, H grafok.
Kérdés: Van-e G-ben H-val izomorf részgaf?

A RESZGAFIZO nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

RESZGAFIZO € NP: tanl egy részgaf és annak izomorfidja H-val. /
Megadunk egy MAXKLIKK < RESZGAFIZO Karp-redukciot:
f(G, k)= (G,Kk)- / O

Ha X NP-nehéz és Y altalanositasa X-nek, akkor Y is NP-nehéz.
— RESZGAFIZO specidlis esete a MAXKLIKK-nek — NP-nehéz.
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Hamilton-kor probléma

A H nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

Mar lattuk, hogy H € NP. ./
Belathato, hogy SAT < H. (bonyolult)
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Hamilton-ut probléma

Az H-UT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-Gt tand. /
Belatjuk, hogy H < H-UT.

G

=

—
: ;C)

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-koér, ha f(G)-ben van

Hamilton-ut. O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:

Adottak targyak sq,...,sm > 0 sulyai, ezek vyq,..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.

Tegyuk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.

A feladat az, hogy talaljunk egy olyan I C {1, .., m} részhalmazt,
melyre ) ,.,s; < b, és ugyanakkor > _,;_, v; a lehetd legnagyobb.
—

HAT

Bemenet: s1,...,8m; V4 ..., Vm; b; K.

Kérdés: Van-eolyan/C {1,...,m} melyre } ,.;s; < b
HAT € NP

VegyUk azt a specialis esetet, amikor s = v;és b= k. —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH
Bemenet: (sy,...,Sm: b).
Kérdés: Van-e olyan / C {1,...,m} melyre } ;. s; = b?

Az RH nyelv NP-teljes. \

Bizonyitas.

RH € NP. ./
Belathatd, hogy SAT < RH.

Specidlis eset: Particio feladat: ahol b= 13" s;.

PARTICIO
Bemenet: (s1,...,Sm).
Kérdés: Van-e olyan I C {1,..., m} melyre
_1xm a
D ic1Si =3 i=1Si?
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A Particio probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Particio € NP. ./

Belatjuk, hogy RH < Particio, pedig RH altalanosabb!

Vegylk az RH egy x = (s1, ..., Sm; b) inputjat.

— Feltehetd, hogy b<s=>".s;.
f(x)=(s1,...,Sm,s+1—b,b+1).

A szamok 0sszege 2s + 2, az utolsd két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s+ 2 > %(23 +2).

RH-nak megoldasa az R C {sy, ..., Sm} szamhalmaz< a megoldashoz
vegyuk hozza (s + 1 — b)-t < PARTICIO-nak megoldasa az
RuU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O

v
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A haromdimenzidés hazasitas

Parositasi feladat altalanositasa: Legyenek Uy, Us, U3 azonos méreti
véges halmazok = |U;| = t.

Adott még U; x U, x Uz valamely S részhalmaza = (uy, Us, U3)
alaku harmasok.

Kivalaszthat6-e S-bdl egy haromdimenzios hazasitas?

— olyan t-elem(l &’ C S részhalmaz, mely minden U;-beli pontot
lefed. (Mivel t-elem(, mindent csak egyszer fedhet le.)

3-DH: olyan U1, U2, U3;

S C Ui x U x Us rendszerek, me-
lyeknél S-bdl kivalaszthaté egy harom-
dimenzids hazasitas.
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A haromdimenzidés hazasitas

_

Bizonyitas.

A 3-DH feladat NP-teljes.

3-DH e NP ./
3 3-SAT < 3-DH O]
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X3C

Pontos fedés harmasokkal: adott egy U véges halmaz, és U
haromelem( részhalmazainak egy 7 = {Xi, X, ..., Xk} csaladja.
Eldéntendd, hogy az F-bdl kivalaszthatdk-e paronként diszjunkt
halmazok, melyek egyuttesen lefedik U-t.

Jelblje X3C azokat az (U, F) parokat, melyekre igen.

Az X3C nyelv NP-teljes. \

X3C € NP teljesul: tanu egy pontos fedés.

Megmutatjuk, hogy 3-DH < X3C.

X3C &ltalanosabb probléma, mint 3-DH. Ha van algoritmus az
altalanosra, akkor azzal a specidlis is megoldhat6. +/ O

Ha L NP-nehéz és L’ altalanositasa L-nek, akkor L’ is NP-nehéz.
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