Algel 2025 Piros-fekete fa és 2-3 fa 8. gyakorlat

(a) Szurja be a jobboldali piros-fekete faba a 90-et.

(b) Szurja be a jobboldali piros-fekete faba (amiben
nincs még benne a 90) az 50-et.

Megoldds: (a)

atszinezés (2.1)

forgatas 15-30 ¢l koriil (2.2.2)
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atszinezés (2.2.2)

2. Adjon egy 2-3-fat amely az 5, 8, 21, 63 elemeket tartalmazza, majd sorban szurja be a 69, 32,7, 23, 25
elemeket!

Megoldds:

3. Az A keres6faban n egész szamot, a B-ben pedig m-et tarolunk. Rendezziik az n+m elemet O(n+m)
lépésben!

Megoldas: Tudjuk, hogy az inorder bejaras novekvd sorrendben adja meg a tarolt elemeket. Olvassuk
igy ki mindkét fabol a téarolt szamokat, és a két novekvd listat fésiiljitk ossze. A kiolvasas (bejaras)
lépésszama aranyos a fa méretével, az Osszefésiilés n + m — 1 Gsszehasonlitast és n + m mozgatéast
igényel, Osszesen tehat a lépésszam O(n + m).

4. Egy piros-fekete faban valamelyik, a gyokértsl egy levélig vezetd iton sorban az alabbi szint cstcsok
vannak: fekete, piros, fekete, fekete. Mennyi a faban térolt elemek szamanak a minimuma?
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Megoldas: A gyokérnek két gyereke van, és a masik gyereknek is van még gyereke, ezért nem lehet
levél. Hasonléan, a piros méasik gyerekének is van még gyereke, ezért az sem levél. A felsorolt cstcsok
koziil csak az utolso lehet levél. Ezen kiviil tehat van még két nem-levél. Ezért legaldbb 5 elem van
a faban.

5. Lehetséges-e hogy az alabbi dbrakon egy-egy piros-fekete fa cstcsait abrazoltuk? (A levelek nincsenek
feltiintetve, a fekete kor fekete csuicsot, a fehér négyzet piros cstcsot jeldl.)

Megoldds: Az els6 esetben nem, mert a jobb oldali piros csticsnal egyik iranyban (a levéllel egytitt)
2, a masik irdnyban csak 1 fekete csiics van.

A masodik lehetséges, minden tulajdonséag teljesiil.

6. Mennyi a tarolhaté elemek szdmanak minimuma, illetve maximuma egy olyan piros-fekete faban,
aminek a fekete magassaga 37

Megoldds: Tudjuk, hogy a nem levél csticsok szama legaldbb 23 — 1 = 7, legalabb ennyi elemet térol
a fa. Ha a faban csak fekete csticsok vannak, akkor épp 7 elemet tud tarol, tehét 7 a minimum.

Azt is tudjuk,hogy a magassaga legfeljebb 2 -3 = 6, egy 6 magas faban pedig legfeljebb 26 — 1 = 63
elem tarolhat6. Ezt el is lehet érni, ha valtakozva a szintek feketék és pirosak.

7. Egy 2-3-fa gyokerének harom fia van, a benne szerepl§ két érték 40 és 50. Mennyi lehet a tarolt
elemek minimalis, illetve maximélis szama, ha tudjuk, hogy csak pozitiv egész szamokat tarol a fa?

Megoldas: A feltételekbsl kovetkezik, hogy a gyokérnek 3 fia van, a balban 1 és 39 kozott, kozépen
40 és 49 kozott, a jobb oldalon 50-t6l tarolunk elemeket.

A minimaélis elemszdmot nyilvan ugy kapjuk, ha a gyokér gyerekei levelek, az x, 40, 50 elemeket
tarolja a fa, ahol 1 < x < 39 tetsz6leges egész.

A maximalis elemszamhoz nézziik, mit tudunk mondani a fa magassagarol! Mivel jelen esetben a
harom részfa koziil a kozépsé tarolhatja a legkevesebb elemet, ez fogja a korlatot adni. Ennek a
magassaga legfeljebb 4, és a lehetséges maximélis 10 elem taroldsahoz kell is ennyi. Tehéat a masik
két részfa magassaga is 4 lesz. Ezekben akkor kapjuk a lehetd legtobb levelet (tarolt elemet), ha
mindig 3 felé dgaznak, azaz 27 — 27 elemet tarolnak. Ennyi megengedett elem van is mindkét oldalon,
tehat a maximalis elemszam 10 + 2 - 27 = 64.

8. Egy piros-fekete faban jelolje = és y a gyokér két fiat. Tudjuk, hogy fm(z) = fm(y), de az = cstcs
két gyerekének kiilonbozik a fekete magassaga. Milyen szind az y cstucs?

Megoldds: Mivel a (fekete) magassagba a cstics maga nem szamit bele, ezért = és y szine azonos,
de x két gyerekének szine kiilonboz6. Ez utobbi viszont csak akkor lehet, ha x fekete (piros cstcs
gyerekei mindig feketék), tehat y is fekete.

9. Lehetséges-e, hogy egy piros-fekete fabol a preorder bejaras 6,1,5,3,2,4 sorrendben olvassa ki az
elemeket?

Megoldds: Ha ez lehetséges, akkor a preorder bejaras alapjan a fa gyokerében van a 6, és mivel ez a
legnagyobb elem, minden mas belsé cstucs a gyokér bal részfajaban taldlhaté. Ez viszont azt jelenti,
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10.

11.

12.

hogy a gyokér jobb gyereke levél, vagyis a gyokér fekete-magassaga 1. Ezért ha a gyokér bal gyereke
fekete, akkor levél kell hogy legyen, vagyis a faban csak egyetlen elemet tarolunk, ami ellentmondas.
Ha ez a gyerek piros, akkor viszont mindkét gyereke levél kell hogy legyen, mert piros cstcs mindkét
gyereke fekete, és lattuk, hogy a gyokér fekete-magassaga 1. Ezért a faban legfeljebb két elemet
tarolunk, ami mindenképpen ellentmondas, igy a valasz nem.

Adott egy n cstcst binaris kereséfa, melyben csupa kiilonbozé elemeket téarolunk. Ennek minden
v csicsara meg akarjuk hatérozni, hogy a v gyokeri részfaban hany darab v-nél kisebb elem van
tarolva. Adjon algoritmust, ami ezt a feladatot O(n) lépésben megoldja!

Megolddas: Egy keres6fa v gyokert részfajaban v-nél kisebb elemek csak a v bal részfajaban lehetnek,
a feladatunk minden cstcsra a bal részfa méretének meghatarozasa. Helyette dinamikus programo-
zéssal hatarozzuk meg minden v cstcsra a bal részfa B[v] és a jobb részfa J[v] méretét is! Posztorder
sorrendben menjiink végig a csucsokon. Ha v levél, akkor Blv] = J[v] = 0. Ha v nem levél és x a
bal, y a jobb gyereke, akkor B[v] = Blz] + J[z| + 1 és J[v] = Bly| + J]y] + 1. Amennyiben z vagy y
nem létezik, akkor Blv] vagy J[v] értéke 0.

Végiil a Blv] értékekre van sziikségiink.

A lépésszam: a bejaras linearis, minden cstcsnal konstans sok tovabbi mitveletet végziink, ezért
osszesen O(n).

Az [1,178] intervallumba esG Osszes egész szamot egy 2-3-faban taroljuk. Tudjuk, hogy a gyokérben
két utjelz6 van, és az els6 ezekbdl a 17. Mi lehet a masodik?

Megoldas: A masodik utjelzd a jobb oldali részfaban téarolt legkisebb szam, tehat ezt kell meghata-
roznunk.

Az elsé utjelz6 miatt a bal részfa 1-t6] 16-ig tarolja a szamokat. Ezért ennek a részfanak a magassaga
legalabb 4 és legfeljebb 5. Mivel két tutjelzénk van, a gyokérnek 3 gyereke van. Tudjuk, hogy
mindharom részfa magassédga ugyanaz. Ha ez a kozos magassag 4, akkor a kozépsé és jobb részfaban
is legfeljebb 3*~1 = 3% = 27 levél van, tehat legfeljebb ennyi értéket tarolhat, igy nem fér a faba mind
a 178 elem. Tehat a bal részfa, és igy a masik ketté magassaga is 5 kell legyen. Ekkor a masik két
részfa mindegyike legfeljebb 351 = 3* = 81 értéket tarolhat. Mivel 16 + 2 - 81 = 178, ezért csak az
lehet, hogy a kozépss és jobb részfaban minden nem levél cstcsnak 3 gyereke van (a bal részfaban
meg mindenhol 2), a kézépsd és jobb részfa is 81 elemet tarol.

A gyokérben levé mésodik ttjelzé a jobb részfa legkisebb eleme, ami ezek szerint 16 + 81 + 1 = 98.

Egy 2-3-faban 4 elem van. Egyértelmi-e a 2-3-fa?

Megoldds: A szintek szdma logs4 + 1 = 2,2618... és logy,4 + 1 = 3 kozott van, tehat pont 3. A
harom szintt fanak pont 4 levele van, ha minden cstcsnak pont 2 gyereke van. Ha barmelyiknek 3
gyereke lenne, mar legalabb 5 levél lenne. Tehat a fa egy teljes binaris fa, ami egyértelmi. Mivel azt
is tudjuk, hogy az elemek a levelekben balrél jobbra névekednek, valamint a belsé cstcsok cimkéi is
egyértelmien meghatarozhatoak a levelekbdl, ezért a 2-3-fa egyértelmi.



