Algel 2025 Ladarendezés és radix rendezés, grafok megadasa, DFS 3. gyakorlat

1. Rendezze a kovetkez6 szavakat a radix rendezés segitségével: abe, acb, bca, bbe, acc, bac, baa.

Megoldds:

bca, baa, ach, abc, bbc, acc, bac
baa, bac, abc, bbc, bca, acb, acc
abc, ach, acc, baa, bac, bbc, bca

2. Honnan latszik A szomszédossagi matrixbol, hogy
hany csticsa és hany éle van az iranyitatlan graf-
nak? Honnan latszanak a fokszamok?

Megoldds: Annyi csiics van, ahany sor, azaz 5.

d(v;) az i-edik sorban 1év6 1-esek szama. d(vy) = 0100l 01100
/ 1 0111 00010
2,d(vy) = 4,d(vs3) = 2,d(vs) = d(vs) = 3. Az élek
. s : ) . . A=]101010 B=101011
szama a fokszamtétel szerint a fokszamok Gsszegé-
nek fele, tehat 7 01 10l 00001
’ 11010 00 00O

3. (a) Honnan latjuk, hogy a B szomszédossagi méat-
rix irdnyitott grathoz tartozik?
(b) Honnan latszik, hogy mennyi az egyes csicsok
ki- és be-foka?
Megoldds: (a) Az iranyitatlan grafok szomszédossagi matrixa szimmetrikus, ez nem az. (b) dy;(v;) az
i-edik sorban 1év6 1-esek szama. dy;(v1) = 2, dgi(ve) = 1, dki(vs) = 3, dyi(vs) = 1, dg;i(vs) = 0. dpe(v;)
az i-edik oszlopban 16v6 1-esek szama. dpe(v1) = 0, dpe(v2) = 2, dpe(v3) = 1, dpe(v4) = dpe(v5) = 2.

4. Mennyi az egyes cstcsok ki-foka az a: b,c; b:e,d; c: d; d: f; e: f; f: — szomszédossagi lista altal
adott iranyitott gratban? Mennyi az f csics be-foka?

Megoldas: A kifokok rendre: 2,2,1,1,1,0. Az f befoka: 2.

5. Futtassa le a DFS-MAIN(G)-t az alabbi (szomszédosségi listaval adott) iranyitott grafban tgy, hogy
a csucsok és a szomszédok vizsgélatakor az éllistaban adott sorrendet kéveti! Adja meg a csicsok
mélységi és befejezési szamat is! 1: 3,4,5; 2:1,5,7,6; 3:2,4,6; 4:5 5:3,1; 6:—; 7:5

Megoldds:

mszam|v|, bszam|v|

faél el6reél visszaél keresztél ilyen nincs

6. Adjon egy O(n) id6igényt algoritmust n olyan egész szambol allo sorozat rendezésére, melynek elemei
az

(a) {1,...,3n} halmazbol vannak!
(b) {1,...,n% — 1} halmazbol vannak!

Megoldas: (a) Hasznaljunk ladarendezést 3n ladavall Ekkor a lépésszam O(n + 3n) = O(n).
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(b) Az egyszerii ladarendezés itt nem elég, hasznaljuk a radix rendezést! Képzeljiik el a szamokat
az n alapu szamrendszerben felirva. Ekkor mindegyik (legfeljebb) 3 jegytd. Ha ebben az alakban
hasznaljuk a radix rendezést, akkor 3 ladarendezés kell, mindegyiknél n lada, tehat az egész valoban
O(n) lépést hasznal.

Megjegyzés: Az n alapu szamrendszerbe valo atiras is megoldhato O(n) aritmetikai mivelettel, hiszen
minden szdmot maradékosan el kell osztani n-nel, a maradék adja az utolso jegyet, a hanyadost tjra
elosztjuk n-nel, az itteni maradék adja a kovetkezs szamjegyet, a hanyados meg az elsét.

7. Egy graf forditott éllistajaban (szomszédosségi listajaban) minden csicsnal a csticsba bejove élek
vannak felsorolva. Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust, ami az éllistabol elkésziti a forditott
éllistat.

Megoldas: A forditott éllistahoz elGszor leméasoljuk a cstcsok tombjét és mindegyikhez egy iires listat
rendeliink. Ez eddig O(n) lépés. Ez most azt a grafot irja le, amiben ugyanazok a pontok vannak,
de még egyetlen él sincs benne. Ezutan végigmegyiink az eredeti éllistan. Amikor egy 0j (z,y) élet
talalunk, akkor a forditott éllistdhoz hozzéadjuk az (y,z) élet, azaz az y csucs listajanak elejére
illesztjiik az x cstcsot. Egy ilyen beszturas O(1) 1épést igényel (a lancolt lista elejére tessziik). Mivel
eredetileg m ¢l van, ez Gsszesen O(m) lépés, vagyis a teljes lépésszam O(n + m).

8. Egy szomszédosségi listaval adott iranyitott G grafban mindegyik cstics szines, vagy piros vagy zold
(ez az informéci6 egy, a cstucsokkal indexelt C' tombben adott) és adott a grafban egy piros s és egy
piros t csics.  (a) Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy van-e az s-bél t-be
olyan 1t, ami csak piros csticsokon megy at.  (b) Adjon O(n(n + m)) lépésszamu algoritmust, ami
eldonti, hogy van-e s-bdél t-be olyan 1t, ami legfeljebb egy zold csticson megy at.

Megoldds: (a) Elészor atalakitjuk a grafot ugy, hogy a zold cstcsok ne legyenek elérhetsk, aztéan a
kapott j G grafban futtatjuk a DFS(Gy, s) mélységi bejarast az s csiicsbol és ha ekdzben elérjiik
t-t, akkor van ilyen 1t, kiilonben pedig nincsen.

Lépésszam: A graf atalakitdsa tgy torténik, hogy végigmegyek az éllistan és minden olyan élet
listajabol egy él torlése konstans 1épés, azaz ez 6sszesen O(n + m), az ezutani DFS-ben pedig egy n
csucs, legfeljebb m élid graffal dolgozok, azaz ezen rész lépésszama is O(n + m).

Az algoritmus helyessége: Az 10j grafban pontosan akkor van ut s és ¢ kozott, ha az eredetiben van
csupa piros ilyen tut, azt pedig a DFS jol eldonti, hogy G1-ben t elérhets-e s-bél.

(b) A graf minden zold z cstucsara megesinaljuk a kovetkezot: pirossa nyilvanitjuk a z cstcsot és
futtatjuk az (a) pont algoritmusat. Ezzel kideritjiik azt, hogy van-e olyan ut s-bél ¢-be, amin csak
eredetileg is piros csucsok, illetve esetleg még z szerepel. Ez az eljaras minden zold csticsra O(n+m)
lépés, legfeljebb n-szer csinaljuk meg, azaz Gsszesen O(n(n + m)) 1épés.

Megoldds részletesebben:

Jotanacs: Mindig probaljuk meg elGszor az input moédositasaval elérni a kivant eredményt. Ha az
algoritmust modositjuk, akkor az algoritmus helyességét és futasi idejét tjra bizonyitani kell. Ezért,
ha van egy algoritmikus 6tletiink, amit latszolag az algoritmus modositasaval érhetnénk el, probaljuk
meg az input modositdsdval megoldani a problémaét.

(a)
Az algoritmus leirasa

1. Modositsuk a grafot ugy, hogy végigmegyiink a szomszédosségi éllistan, és toroljik az Osszes
nem piros csicsot, valamint az ezekhez tartozo éleket.
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2. Futtassunk meélységi bejarast (DFS) az igy kapott G’ grafon, kiindulva az s cstcsbol, és haté-
rozzuk meg, hogy létezik-e iranyitott ut s-bél t-be G'-ben. Ha igen, akkor G-ben is van olyan
ut, amely kizarolag piros cstucsokat tartalmaz; ha nem, akkor nincs ilyen tt.

Helyesség

e Ha G-ben létezik olyan ut, amely csak piros cstucsokat tartalmaz, akkor ez az Gt megmarad
G'-ben, igy a DFS hatasara az algoritmus talal egy csak piros iranyitott utat s-bél t-be.

e Forditva, ha a DFS megtaldl egy csak piros iranyitott utat s-bdl t-be G’-ben, akkor az ut
eredetileg G-ben is 1étezett.

Futasidé
1. Az éllistan valo végigmenetel, mely soran minden cstcsot és az ezekhez tartozo éleket egyszer

ellenérziink, O(n + m) id6t vesz igénybe.

2. A DFS futtatasa G’-n, amely legfeljebb n cstcsbol és m élbsl allo grafon torténik, szintén
O(n+m).

3. Igy Osszességében az algoritmus futasi ideje: O(n + m).

(b)

Az algoritmus leirasa

ElGszor végigmegyiink a graf szomszédosséagi éllistajan, és Osszegytjtjilk az Osszes zold csicsot. Ezt
kovetGen a kovetkezd stratégiat alkalmazzuk: minden egyes zold z cstcsra megvizsgaljuk, hogy
létezik-e olyan s-bdl t-be vezetd irdnyitott ut, amelyben z az egyetlen zold cstics, vagy akar egy-
altalan nem fordulnak el6 z6ld csicsok.

A konkrét megvalositas 1épései:

1. Vizsgaljuk azokat az utakat, amelyek tartalmazhatnak zold cstcsot:

a) Minden zold z cstics esetén hozzunk létre egy G, grafot, amelyben z kivételével toroljiik
G-bol az Osszes z6ld csicsot az (a) részben ismertetett modon.

b) Minden G,-ben futtassunk két DFS-t: az egyik s-bdl z-be, a masik z-bdl t-be. Amennyiben
mindkét irdnyban létezik ut, tgy a feladat megoldasa IGEN.

2. Az (a) részben ismertetett modszerrel hatéarozzuk meg, hogy létezik-e olyan t s-bél t-be G-ben,
amely kizarolag piros csicsokat tartalmaz. Ha igen, a valasz szintén IGEN.

Amennyiben barmelyik el6z6 lépésben IGEN a vélasz, a feladat eredménye IGEN, kiilonben NEM.

Helyesség

e Ha létezik egy s-bdl z-be vezets ut, majd egy z-bdl t-be vezets 1t, ezek egymés utan "rakaséaval"
egy s-bdl t-be vezets ut allithato el6. Bar az utak esetleg dtmetszhetnek, az igy keletkezd

c stz

s-bél t-be, amely legfeljebb egy z6ld pontot (z-t) tartalmaz.
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9.

e Ezutan az érvelés analog az (a) rész helyességi bizonyitasaval: ha G-ben létezik olyan s-bdl t-be
vezetG ut, amely legfeljebb egy zold cstucsot tartalmaz, ezt GG.-nél algoritmusunk megtalalja.

e Forditva, ha az algoritmus talél két megfelels utat G,-ben utat, akkor a fenti megjegyzés értel-
mében szerepelni fog egy, a feladat alta kivant ut G-ben.

Futasido

1. Az éllistan végighaladva és az Gsszes G, és G’ grafok eldallitasa legfeljebb O((n —1)(m +n)) =
O(n(m 4+ n)), hiszen a zold pontos szamossaga legfeljebb n — 2.

2. Minden G, grafokon 2db DF'S futtatasa és G'-n egy darab DFS futtatasa. Mind a G-k, mind G’
legfeljebb n csticsbol és m élbdl all, igy az 6sszes DFS futasi ideje legfeljebb (2n+1)-O(m+n).

3. Osszességében az algoritmus futasi ideje: O((3n + 1)(m +n)) = O(n(m + n)).

Egy szomszédossagi matrixaval adott iranyitott G grafban szeretnénk meghatarozni az 6sszes olyan
csticsot, ahonnan egy adott ¢ cstics irdnyitott tton elérhets. Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszamu
algoritmust.

Megoldds: Ha t elérhets iranyitott Gton s-bél, akkor ha minden él iranyat megforditjuk, akkor s
elérhet§ lesz irdnyitott ton ¢-bél. Ennek a grafnak a szomszédossagi matrixat konnyen elGéallithatjuk
az eredeti szomszédossagi matrixbol, vegyiik a transzponaltjat. Az Gj grafban futtassuk a DFS(G, t)
eljarast. A transzponalt elGallitasa és a DFS lépésszama is O(n?), ezért az 6ssz lépésszam is O(n?).
Ha a graf éllistaval lenne megadva, akkor az 5. feladat megoldasat felhasznalva hasonl6an belathato,
hogy O(n + m) lépésben megkaphatjuk a keresett cstucsokat.

10.

11.

Egy kezdd autovezetd a varosban valo kozlekedése soran szeretne gyakorlatdnak megfelel§ atvonalat
valasztani. Az uthalozat egy iranyitatlan grafként van megadva, a cstucsok a keresztez6dések, az
élek az utak, a csucsoknél adott, hogy nehéz-e szamara az a keresztez6dés. (Az hogy nehéz, a
keresztez6dés tulajdonsaga, nem azon mulik, merrsl érkezik oda és merre akar rajta athaladni.)

Adjon algoritmust, amivel meg lehet hatarozni, hogy az autés az egyik adott csticsnal levs otthonabol
mely csticsokba tud autdéval ugy eljutni, hogy utja sordn két nehéz csiics soha nem jon kozvetleniil
egymas utan. Az algoritmus lépésszama szomszédossagi listas megadas esetén legyen O(n + m).

Megoldds: Toroljik ki az éllistabol azokat az éleket, amelyek nehéz csomépontbél nehéz csomopont-
léepésszammal, tehat O(n + m) lépésben megtehets. Ezutan az igy kapott éllistaju uj G’ grafban
futtassuk le a DFS(G’,v) algoritmust, ahol v a kezdd vezetd otthondnak megfelel§ cstiics. G’-nek
n' = n cstcsa és m’ < m éle van, tehat a DFS O(n' +m') = O(n + m) lépést vesz igénybe. Az algo-
ritmus altal elért csicsok éppen azok, amelyekbe v-bél vezet at G’-ben, vagyis pont azok, amelyekbe
az eredeti G grafnak megfelel§ eredeti tthalozatban v-bél el lehet jutni ugy, hogy ne kovetkezzen
egymas utan két nehéz keresztezddés.

Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust a [§b) feladatra.

Megoldas: El6szor lefuttatjuk a (a) feladat algoritmusat, hogy eldontsiik, hogy van-e csupa piros
ut. Ha van, akkor készen vagyunk.

Ezutan, az algoritmus masodik részében eldontjiik, hogy van-e pontosan egy zold csticsot tartalmazo
ut ugy, hogy meghatarozzuk azokat a zold cstucsokat, akik s-bél elérhetk és akikbdl t is elérhetd.
Ehhez el6szor toroljiik a zold cstcsokbol kimend éleket, ez O(n 4+ m) lépésben megtehets. Az igy
kapott G grafban lefuttatjuk a DFS(G1,s) algoritmust és az s-bdl elérhetd zold cstucsokat feljegyezziik
egy 1) tombben (77 = 1, ha a cstcs elérhetd volt és zold, kiilonben meg 77 = 0), ennek lépésszama
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O(n+m'), ahol m' az 4j graf élszama, de m’ < m, ezért ez O(n+m). Mivel a kimend éleket toroltik
a G gratbol, igy pontosan azokat a zold cstucsokat fedezi fel a DFS, amik piros csiicsokon keresztiil
elérhetGek.

A kovetkezd 1épésben megforditjuk G éleinek iranyat és az 4j graftban tordljiikk a zold cstcsokbol
kimeng éleket. Legyen az igy kapott graf Gs. Most a DFS(Gy,t) algoritmust futtatva megkapjuk
azon zOld cstucsokat, amik t-bél elérhetGek iranyitott Gton, ezeket feljegyezziik egy T, tombben. Az
élek megforditasa miatt minden T5-ben 1-re allitott zold csticsbol van az eredeti grafban iranyitott
ut t-be, tovabbé a kimend élek torlésével ez az ut csak piros csticsokon megy keresztiil.

Ezutan végigmegyiink a T; és T, tombokon, és ha talalunk olyan v csiicsot, amire T;[v] = Th[v] = 1,
akkor s-bdl el tudunk jutni irdnyitott tton csak piros cstcsokat érintve ebbe a zold v csticsba, majd
onnan t-be piros csticsokon keresztiil. Ha nincs ilyen metszet, akkor nincs ilyen irdnyitott ut pontosan
egy z0ld cstcesal. Mivel a grafok modositasa (O(n + m)) és DFS kétszeri futtatdsa (mindegyik
O(n 4+ m)) utan csak a két tombon kell végighaladni és ez O(n), igy a lépésszam O(m + n).

2. Megoldds: Vegyiink még egy példanyat a G grafnak, legyen ez G'. Minden G-beli v csticsnak lesz
megfelelGje G'-ben, jelolje ezt v'. Ezutan G-ben minden zold csicsbol kimend (v, w) élét toroljiink
ki, viszont adjuk hozza helyette a (v, w’) élet, majd G’-ben t6roljik a zold cstcsokbol kimend Gsszes
¢élet. Az igy kapott graf legyen H. Futtassuk a DFS(H, s) algoritmust. Ha ez talal iranyitott utat
t-be, vagy t'-be, akkor az egy megfelels ut lesz.

Lépésszam: H pontszama 2n, élszama legfeljebb 2m, ugyanis el6szor minden élet megkettdziink,
majd néhanyat athelyeziink, végiil G’-bdl esetleg toriink is éleket. Ezen a mélységi keresés futtatasa
O(2n + 2m) = O(n + m) lépés.

Helyesség: Ha van iranyitott ut s-bdl t-be, akkor az végig a modositott G-ben haladt, mivel G'-bél
G-be nem lehet visszatérni. Mivel G-n beliil z6ld cstcsbol nincs kimend él, ezért az ilyen Gt nem
tartalmaz zold cstcsot. Ha van irdanyitott ut s-bél t'-be, akkor az egyszer kénytelen atlépni G-bdl
G-be és ilyenkor egy z6ld ponton halad at. Mivel visszalépni mar nem lehet G-be, és G’-ben nincs
z0ld cstcsbol induld él, ezért az ilyen at pontosan egy zold csticsot tartalmaz. Konnyen lathato a
forditott irany is, azaz ha van megfelel§ Ut az eredeti G grafban, akkor lesz egy megfelel§ ut H-ban
is.

Megjegyzés: Ennek a modszernek az alapotlete alkalmazhato akkor is, ha olyan utat keresiink, ame-
lyik legfeljebb 2,3, ... zold csticsot tartalmaz. (Ilyenkor tobb példany kell a grafbol.) So6t kis mo-

dositassal akkor is, ha olyan utakat kereslink, ami pontosan 1,2,3,... zold csicsot tartalmaz. A
lépésszam mindig O(n + m) marad, feltéve, hogy az elsirt zold csticsok szama konstans, nem fiigg
n-tol.

Megoldas részletesebben: Algoritmus leirasa

Az els6 fazisban lefuttatjuk a 7(a) feladat algoritmusat, hogy eldéntsiik, van-e csupa piros ut. Ha ez
a feltétel teljesiil, akkor a probléma meg van oldva, a véalasz: IGEN.

Ezutén az algoritmus masodik fazisban eldontjiik, hogy létezik-e olyan ut, amely pontosan egy zold
csucsot tartalmaz. Ehhez meg kell hataroznunk azokat a zold cstucsokat, akik:

(i) s-bdl elérhetdk csak piros uton, és (ii) t-be vezet beldliik iranyitott, csak piros ut.

A részletes 1épések a kovetkezdk:

(a) (i) rész: Az s-bdl piros csiicsokon elérhetd zold csticsok meghatarozasa

i. Toroljiik a zold cstcsokbol kimend éleket az eredeti G grafbol, igy kapjuk G, gréfot.
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12.

ii. Az igy kapott G grafban futtassuk le a DFS(G, s) algoritmust. A bejaras sordn minden
elérhetd csiics esetében, ha az cstucs zold, akkor azt feljegyezziik egy T} témbbe tgy, hogy

a0 1, ha v elérhetd és zold,
vl =
' 0, kiilénben.

(b) (ii) rész: A t-bdl elérhets zold cstcsok meghatarozasa

i. Forditsuk meg az eredeti G graf éleinek iranyat, azaz gyartsuk le a forditott éllistat, mint
azt lattuk [7] megoldasaban.

ii. Az 4j, megforditott grafban ismét toroljiik a zold cstcsokbodl kimend éleket, igy kapva a Gy
grafot.

iii. Futtassuk le a DFS(Go,t) algoritmust, hogy meghatéarozzuk azon zold csicsokat, amelyeket
elérhetiink ¢-bsl Go-ben csak piros csiicsokon keresztiil, azaz azon zo6ld pontok halmaza,
melyekbdl ¢ elérhetd iranyitott piros titon. Ezeket jegyezziik fel egy 15 tombben, azaz

T[] 1, ha v elérheté és zold,
vl =
? 0, kiilsnben.

(c) (iii) rész: Végso ellendrzés
e Végigmegyiink a T} és T, tombokon. Ha talalunk olyan v csticsot, amelyre:
Tifv] = o] = 1,
akkor algoritmusunk outputja IGEN.

Ha sem az elsG, sem a masodik fazis sordn nem kaptunk IGEN-t, akkor algoritmusunk outputja:

NEM.

Helyesség
A 8. feladatra vonatkozo helyességi gondolatmenet adaptalhato itt is.
Futasidé
e Elsg fazis: 8. feladatnal latottak alapjan: O(m + n)
e Masodik fazis:
— (1)/(a) O(m +n)
— (1)/(b) O(m' +n), ahol m’ < m, igy O(m + n)
— (ii)/(a) O(m + n), ahogy lattuk a[7] feladatban
= (ii)/(b) O(m +n)
— (ii)/(c) O(m' +n), ahol m’ < m, igy O(m + n)
— (iii) O(n)
Igy dsszesen O(m +n).

Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott iranyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy
igazolja a graf kormentességét O(n) idében (fiiggetlentil attol, hogy m akar sokkal nagyobb is lehet,
mint n)!

Megolddas: Modositsuk a mélységi bejard algoritmust gy, hogy alljunk meg, ha a soron kévetkezé
¢l mentén mar bejart csticsba jutunk. Ha ez nem kovetkezik be, akkor a graf kormentes. Ha igen,
akkor az él visszaél és a meglevs feszité erdében a végpontjai kozott mend uttal egyiitt kort alkot.
Barmely eset is kovetkezik be, a bejaras legfeljebb n él megtekintése utan véget ér, hiszen egy erdénk
és esetleg még egy éliink van. A szélességi bejaras hasonléan médosithato.
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13. A szomszédosségi listaval adott egy Osszefliggs, irdnyitott G graf, melynek minden éle az 1,2,... )k
egész szamok valamelyikével van silyozva. Egy 1t értéke legyen az tuton taldlhato élek sulyainak
mazimuma. Adott a graf két cstucsa, = és y. Adjon O(mlogk) lépésszamu algoritmust annak
meghatarozasara, hogy mennyi a lehetd legkisebb értékd z-bél y-ba vezets ut értéke.

Megoldas: Egy binéris kereséshez hasonl6 algoritmust fogunk hasznélni. El@szor vizsgaljuk meg,
hogy a g—nél nagyobb sulyu élek eltavolitasakor keletkezg grafban van-e iranyitott ut xz-bdél y-ba.
Ha van ut az 4j moédositott grafban x-bél y-ba, akkor megvizsgaljuk, hogy kisebb élstulyok esetén
is lehet-e Ut x és y kozott, igy a folyamatot megismételjiik %—re. Ha a %—nél nagyobb sulyu élek
torlésével méar nem lesz ut x és y kozott, akkor noveljiik a keresendd stulyokat. Ebben az esetben a
%—nél nagyobb silyu éleket toroljiik és folytatjuk az algoritmust. Az eljaras biztosan megtalalja a
minimalis [ stlyt utat x és y kozott, mivel ha létezne egy legfeljebb (I — 1) salyu ut, akkor az (I —1)
salya éleknél nagyobb stlyok torlésével kapott grafban x-bdél y elérhetd lenne, igy az algoritmus
nem az [ sulyu uttal térne vissza. A lépésszama O(m log k), mivel minden felezésnél legfeljebb m él

torlését végezziik el, majd DFS-t futtatunk O(n +m) lépés alatt, ezt pedig log k-szor hajtjuk végre.



