Algel 2024 Grafok megadasa, DFS 3. gyakorlat

1. Honnan latszik A szomszédossagi méatrixbol, hogy
hény csticsa és hény éle van az iranyitatlan graf-
nak? Honnan latszanak a fokszamok?

Megoldds: Annyi csiics van, ahany sor, azaz 5.

d(v;) az i-edik sorban 1év§ 1-esek szama. d(vy) = 01001 01100
/ 1 0111 00010
2,d(vy) = 4,d(vs) = 2,d(vys) = d(vs) = 3. Az élek
) >0 . ) ) . A=[01 010 B=101011
szama a fokszamtétel szerint a fokszamok Gsszegé-
nek fele, tehat 7 01101 00001
’ 11010 00 00O

2. (a) Honnan latjuk, hogy a B szomszédossagi méat-
rix iranyitott grathoz tartozik?
(b) Honnan latszik, hogy mennyi az egyes cstucsok
ki- és be-foka?
Megoldas: (a) Az iranyitatlan grafok szomszédossagi matrixa szimmetrikus, ez nem az. (b) dy;(v;) az
i-edik sorban 16v6 1-esek szama. di;(v1) = 2, dgi(v2) = 1, dgi(v3) = 3, dgi(v4) = 1, dii(vs) = 0. dpe(v;) az
i-edik oszlopban 16v6 1-esek szama. dye(v1) = 0, dpe(v2) = 2, dpe(v3) = 1, dpe(v4) = dpe(v5) = 2.

3. Mennyi az egyes csucsok ki-foka az a: b,c; b:e,d; c: d; d: f; e: f; f: — szomszédossagi lista altal
adott iranyitott grafban? Mennyi az f csics be-foka?

Megoldas: A kifokok rendre: 2,2,1,1,1,0. Az f befoka: 2.

4. Futtassa le a DFS-MAIN(G)-t az alabbi (szomszédosséagi listaval adott) irdnyitott grafban gy, hogy a
csuesok és a szomszédok vizsgalatakor az éllistaban adott sorrendet kveti! Adja meg a cstcsok mélységi
és befejezési szamat is! 1: 3,4,5; 2:1,5,7,6; 3:246; 4:5 5:3]1;, 6:—; T7:5

Mely élek lesznek faélek? Mely élek lesznek el6reélek, visszaélek és keresztélek?

Megoldas:

mszam|v|, bszam|v]|

faél el6reél visszaél keresztél ilyen nincs

5. Egy graf forditott éllistajaban (szomszédossagi listdjaban) minden csiicsnél a cstucsba bejovs élek vannak
felsorolva. Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust, ami az éllistabol elkésziti a forditott éllistat.

Megoldas: A forditott éllistdhoz elGszor lemésoljuk a csticsok tombjét és mindegyikhez egy iires listat
rendeliink. Ez eddig O(n) 1épés. Ez most azt a grafot irja le, amiben ugyanazok a pontok vannak, de
még egyetlen él sincs benne. Ezutan végigmegyiink az eredeti éllistan. Amikor egy 1j (z,y) élet talalunk,
akkor a forditott éllistahoz hozzdadjuk az (y,z) élet, azaz az y cstcs listajanak elejére illesztjik az x
cstcsot. Egy ilyen beszuras O(1) lépést igényel (a lancolt lista elejére tessziik). Mivel eredetileg m él
van, ez Osszesen O(m) lépés, vagyis a teljes 1épésszam O(n + m).

6. Egy hat pontu irdnyitott graf csicsait egy mélységi bejaras a, ¢, f, e, d, b sorrendben jarja be, a befejezési
szamok pedig ezek: a: 6; b: 5; c: 4;d: 3;e: 2; f: 1.
Lehetséges-e, hogy a grafban van ¢l (a) f-bdl e-be? (b) d-bél e-be?
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Megoldds: (a) Mivel mszam|[f] = 3 < mszam[e] = 4, ezért biztos, hogy amikor f-et bejarjuk, akkor
e-t még nem latogattuk meg. Ha lenne él f-bél e-be, akkor f-bél még tudnank tovabb lépni (példaul
e-be), igy nem lehetne f az elsének befejezett csucs.

(b) Ez lehetséges. Pl. ha a graf éllistaja a: ¢,b; b: —; c: fied; d:e; e: —; f: —, akkor a DFS
éppen a megadott mélységi és befejezési szamokat adjak. A (d,e) él ekkor keresztél lesz.

7. Egy szomszédossagi listaval adott iranyitott G grafban mindegyik cstics szines, vagy piros vagy zold (ez
az informacio egy, a csticsokkal indexelt C' tombben adott) és adott a grafban egy piros s és egy piros
t csics.  (a) Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy van-e az s-bél t-be olyan tt,
ami csak piros csticsokon megy at.  (b) Adjon O(n(n+m)) lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy
van-e s-bdl t-be olyan 1t, ami legfeljebb egy zold csticson megy at.

Megoldds: (a) El6szor atalakitjuk a grafot ugy, hogy a zold csucsok ne legyenek elérhetdk, aztan a
kapott 0j G grafban futtatjuk a DFS(G1,s) mélységi bejarast az s csicsbol és ha ekozben elérjiik t-t,
akkor van ilyen tt, kiilonben pedig nincsen.

Lépésszam: A graf atalakitasa agy torténik, hogy végigmegyek az éllistan és minden olyan élet torlok,
egy €l torlése konstans lépés, azaz ez Osszesen O(n + m), az ezutani DFS-ben pedig egy n csucs,
legfeljebb m élii graffal dolgozok, azaz ezen rész lépésszama is O(n + m).

Az algoritmus helyessége: Az 0j grafban pontosan akkor van tut s és ¢t kozott, ha az eredetiben van
csupa piros ilyen 1t, azt pedig a DFS jol eldonti, hogy G1-ben t elérhets-e s-bol.

(b) A graf minden zold z csucsara megesinaljuk a kovetkezot: pirossa nyilvanitjuk a z cstcsot és
futtatjuk az (a) pont algoritmusat. Ezzel kideritjiik azt, hogy van-e olyan ut s-bdl ¢t-be, amin csak
eredetileg is piros csucsok, illetve esetleg még z szerepel. Ez az eljaras minden zold cstucsra O(n + m)
lépés, legfeljebb n-szer csinaljuk meg, azaz dsszesen O(n(n +m)) lépés.

8. Egy szomszédossagi matrixaval adott irdanyitott G grafban szeretnénk meghatarozni az Osszes olyan
csticsot, ahonnan egy adott ¢ cstcs irdnyitott ton elérhets. Adjon erre a feladatra O(n?) lépésszamu
algoritmust.

Megoldds: Ha t elérhets iranyitott tton s-bdl, akkor ha minden él irdnyat megforditjuk, akkor s elérhetd
lesz irdnyitott tton t-bél. Ennek a grafnak a szomszédossagi matrixat konnyen elGallithatjuk az eredeti
szomszédossagi matrixbol, vegyiik a transzponaltjat. Az aj grafban futtassuk a DFS(G t) eljarast. A
transzponalt elGallitasa és a DFS lépésszama is O(n?), ezért az 6ssz lépésszam is O(n?).

Ha a graf éllistaval lenne megadva, akkor az 5. feladat megoldasat felhasznalva hasonléan belathato,
hogy O(n + m) lépésben megkaphatjuk a keresett cstucsokat.

9. Egy kezd6 autovezetd a varosban valo kozlekedése soréan szeretne gyakorlatanak megfelels ttvonalat
valasztani. Az uthalozat egy irdnyitatlan grafként van megadva, a csticsok a keresztez6dések, az élek
az utak, a csticsoknal adott, hogy nehéz-e szamara az a keresztez6dés. (Az hogy nehéz, a keresztezédés
tulajdonséga, nem azon mulik, merrdl érkezik oda és merre akar rajta athaladni.)

Adjon algoritmust, amivel meg lehet hatarozni, hogy az autés az egyik adott cstcsnal levs otthonabol
mely cstcsokba tud autéval gy eljutni, hogy utja soran két nehéz csiics soha nem jon kozvetleniil
egymas utan. Az algoritmus lépésszama szomszédossagi listas megadas esetén legyen O(n + m).

Megoldas: Toroljiik ki az éllistabol azokat az éleket, amelyek nehéz csomépontbél nehéz csomopontba

//////

,,,,,

le a DFS(G',v) algoritmust, ahol v a kezdd vezets otthonanak megfelels csics. G'-nek n' = n csicsa
és m' < m éle van, tehat a DFS O(n’ + m’) = O(n + m) lépést vesz igénybe. Az algoritmus altal
elért csicsok éppen azok, amelyekbe v-bdl vezet ut G’-ben, vagyis pont azok, amelyekbe az eredeti G
grafnak megfelel6 eredeti uthaldzatban v-bdl el lehet jutni tgy, hogy ne kiévetkezzen egyméas utan két
nehéz keresztezddés.
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10.

11.

12.

Adjon O(n + m) lépésszamu algoritmust a 7(b) feladatra.

Megoldds: FElsszor lefuttatjuk a 7(a) feladat algoritmusat, hogy eldontsiik, hogy van-e csupa piros tt.
Ha van, akkor készen vagyunk.

Ezutéan, az algoritmus masodik részében eldontjiik, hogy van-e pontosan egy zold cstcsot tartalmazo ut
ugy, hogy meghatarozzuk azokat a zold csticsokat, akik s-bdl elérhetsk és akikbdl ¢ is elérhets. Ehhez
elgszor toroljik a zold cstcsokbol kimend éleket, ez O(n + m) 1épésben megtehets. Az igy kapott Gy
grafban lefuttatjuk a DFS(Gq,s) algoritmust és az s-bdl elérhetd zold cstuicsokat feljegyezziik egy Th
témbben (77 = 1, ha a cstcs elérhetd volt és z6ld, kiillonben meg 77 = 0), ennek lépésszama O(n+m'),
ahol m' az 1j graf élszama, de m’ < m, ezért ez O(n + m). Mivel a kimend éleket toroltitk a G grafbol,
igy pontosan azokat a zold csiicsokat fedezi fel a DFS, amik piros csticsokon keresztiil elérhetGek.

A kovetkezs 1épésben megforditjuk G éleinek iranyat és az uj grafban toroljik a zold csticsokbodl kimend
éleket. Legyen az igy kapott graf G,. Most a DFS(Gy,t) algoritmust futtatva megkapjuk azon zold
csucsokat, amik ¢-bdl elérhetéek irdnyitott tton, ezeket feljegyezziik egy T5 tombben. Az élek megfor-
ditasa miatt minden T5-ben 1-re allitott zold cstcsbol van az eredeti grafban irdnyitott 0t t-be, tovabba
a kimeng élek torlésével ez az Gt csak piros csticsokon megy keresztiil.

Ezutan végigmegyiink a T} és Ty tombokon, és ha taldlunk olyan v cstucsot, amire Ti[v] = Th[v] = 1,
akkor s-bdl el tudunk jutni irdnyitott titon csak piros csiicsokat érintve ebbe a zold v cstcsba, majd
onnan t-be piros csiicsokon keresztiil. Ha nincs ilyen metszet, akkor nincs ilyen irdnyitott at pontosan
egy z0ld cstcesal. Mivel a grafok modositasa (O(n+m)) és DFS kétszeri futtatasa (mindegyik O(n+m))
utan csak a két tombon kell végighaladni és ez O(n), igy a lépésszam O(m + n).

2. Megoldds: Vegyiink még egy példanyat a G grafnak, legyen ez G'. Minden G-beli v cstcsnak lesz
megfelelGje G'-ben, jeldlje ezt v'. Ezutdn G-ben minden zold csticsbol kimend (v,w) élét toroljiink ki,
viszont adjuk hozza helyette a (v,w’) élet, majd G’-ben toroljik a zold csticsokbdl kimend Gsszes élet.
Az igy kapott graf legyen H. Futtassuk a DFS(H,s) algoritmust. Ha ez talal irdnyitott utat t-be, vagy
t'-be, akkor az egy megfelels ut lesz.

Lépésszam: H pontszama 2n, élszama legfeljebb 2m, ugyanis elGszér minden élet megkettziink, majd
néhanyat athelyeziink, végiil G’-bdl esetleg toriink is éleket. Ezen a mélységi keresés futtatasa O(2n +
2m) = O(n + m) lépés.

Helyesség: Ha van iranyitott at s-bdl t-be, akkor az végig a modositott G-ben haladt, mivel G’-b&l G-be
nem lehet visszatérni. Mivel G-n beliil z6ld csticsbdl nincs kimeng él, ezért az ilyen Gt nem tartalmaz
z0ld cstuiesot. Ha van iranyitott ut s-bél ¢'-be, akkor az egyszer kénytelen atlépni G-bdl G-be és ilyenkor
egy zold ponton halad at. Mivel visszalépni mar nem lehet G-be, és G'-ben nincs zold cstucsbol indulo
él, ezért az ilyen 1t pontosan egy zold cstucsot tartalmaz. Kénnyen lathaté a forditott irdny is, azaz ha
van megfelel§ ut az eredeti G grafban, akkor lesz egy megfelel§ ut H-ban is.

Megjegyzés: Ennek a modszernek az alapotlete alkalmazhato akkor is, ha olyan utat keresiink, amelyik
legfeljebb 2.3, ... z6ld csticsot tartalmaz. (Ilyenkor tobb példany kell a grafbol.) Sét kis modositassal
akkor is, ha olyan utakat keresiink, ami pontosan 1,2,3, ... z0ld cstiicsot tartalmaz. A lépésszam mindig
O(n + m) marad, feltéve, hogy az eldirt zold csicsok szama konstans, nem fligg n-tél.

Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott irdnyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy igazolja
a graf kormentességét O(n) id6ben (fliggetleniil attol, hogy m akéar sokkal nagyobb is lehet, mint n)!

Megoldas: Modositsuk a mélységi bejaré algoritmust tgy, hogy alljunk meg, ha a soron kovetkezd él
mentén méar bejart csiicsba jutunk. Ha ez nem kovetkezik be, akkor a graf kormentes. Ha igen, akkor
az ¢l visszaél és a meglevs feszité erdében a végpontjai kozott mend uttal egyiitt kort alkot. Barmely
eset is kovetkezik be, a bejaras legfeljebb n él megtekintése utdn véget ér, hiszen egy erdénk és esetleg
még egy éliink van. A szélességi bejaras hasonléan médosithato.

A szomszédossagi listaval adott egy Osszefliggs, irdnyitott G graf, melynek minden éle az 1,2, ... k egész
szamok valamelyikével van stulyozva. Egy 1t értéke legyen az tton talalhato élek sulyainak mazimuma.
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13.

Adott a graf két csucsa, z és y. Adjon O(mlog k) lépésszamu algoritmust annak meghatarozéaséara, hogy
mennyi a lehetd legkisebb értéki x-bdl y-ba vezets ut értéke.

Megoldds: FEgy binaris kereséshez hasonl6 algoritmust fogunk hasznalni. ElGszor vizsgaljuk meg, hogy
a %—nél nagyobb sulyu élek eltavolitasakor keletkez§ grafban van-e iranyitott ut z-bél y-ba. Ha van ut
az 1j modositott grafban x-bdl y-ba, akkor megvizsgaljuk, hogy kisebb élsiilyok esetén is lehet-e at x
és y kozott, igy a folyamatot megismételjiik %—re. Ha a %—nél nagyobb silyu élek toérlésével mar nem
lesz Ut x és y kozott, akkor noveljiik a keresend§ silyokat. Ebben az esetben a %—nél nagyobb silyt
éleket toroljiik és folytatjuk az algoritmust. Az eljaras biztosan megtaldlja a minimalis [ silya utat x
és y kozott, mivel ha létezne egy legfeljebb (I — 1) sulyu ut, akkor az (I — 1) salya éleknél nagyobb
silyok torlésével kapott graftban z-bdl y elérhets lenne, igy az algoritmus nem az [ silyua dttal térne
vissza. A lépésszama O(mlogk), mivel minden felezésnél legfeljebb m él torlését végezziik el, majd
DFS-t futtatunk O(n + m) lépés alatt, ezt pedig log k-szor hajtjuk végre.

Ellistaval adott egy iranyitott G graf. A graf minden cstcsahoz hozza van rendelve egy 1 és 100 kozotti
egész szam (cimke), tobb csticsnak is lehet ugyanaz a cimkéje. Talaljunk (ha létezik) olyan tarka utat
a grafban, amelyben minden 1 < ¢ < 100 cimke pontosan egyszer fordul el6. Az algoritmus lépésszama
legyen O(m + n).

Megoldds: Vegyiik észre el6szor is, hogy egy pontosan 100 hosszu utat kell taldlnunk, amin a cimkék

az 1,2,3,...,99, 100 szamok egy permutéaciojat alkotjak. Ilyen permutaciobol 100! van, ez konstans.
Minden lehetséges i1, is, ..., 1190 permutéciora csindljuk a kévetkezdt:

Atalakitjuk a grafot ugy, hogy csak olyan iranyitott élek maradjanak benne, amik a permutacioban
egymast kdvetd cimkeparokhoz taroznak, azaz pontosan akkor marad meg egy x-bél y-ba vezetd €1, ha
x cimkéje éppen y el6tt all a permutacioban.

Az 4j G grafban kell eldontentink, hogy van-e it valamelyik 7; cimkéji csticsbol valamelyik i1 cimkéji
csucsba, ezt pedig a kovetkezGképpen tessziik meg: felvesziink egy 1j s csticsot, amit 0sszekotiink minden
i1 cimkéjd csticesal és ebben a Go grafban futtatjuk DFS(Gs, s)-t. Ha van olyam i1 cimkéji csics,
akit ekozben elériink, akkor létezik a keresett 1t, kiillonben nem.

Ez az eljaras azért helyes, mert az élek torlése, majd az s cstcs beillesztése utan keletkezé Go grafban
éppen akkor érhetd el egy 7109 cimkéji cstics, ha az eredeti G-ben van iy, 1, ..., %100 cimkéjd tarka tt.

G éllsitaja elkészithetd O(n + m)-ben, a kapott grafnak n + 1 cstcsa van és legfeljebb m + n éle, azaz
a DFS lépésszama O(n + 1 +n+m), ami O(n + m).

Mivel egy permutéacio ellenérzése O(n + m) és konstans sok permutacié van, ezért az egész eljaras
lépésszama O(n + m).



