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1. Az alabbi fiiggvények koziil melyikre igaz, hogy O(n?)?
fi(n) = 11n? + 100000 f2(n) = 8n?logyn f3(n) = 1,5n+ 3v/n
Megoldds:  fi(n) < 12n?, ha n > 1000, ezért f; € O(n?) (c = 12, ng = 1000)
Megj: Igazabol az ng = 100000 ~ 316,24 is j6 valasztas, de nem feltétlenil célunk a legkisebb ng

kivalasztésa.
(méasik indoklas pl. f1(n) < 100011n% ha n > 1 és ezért ¢ = 100011, ng = 1)

f2(n) € O(n?), mert ha fy(n) < cn? valamely ¢ konstansra, akkor 8logn < ¢, ami csak n < 2% esetén
teljesiil, nem minden nagy n-re.

f3(n) < 1,5n + 3n = 4,5n mindig teljesiil ha n > 1, ezért ez O(n) C O(n?).

2. Az aladbbi pszeudokdédban egy * kifrasa szamit 1é- for i = 0 to n-1:
pésnek. Mutassa meg, hogy a kod lépésszama for j = i+l to n:
O(n?). print j darab *

Megoldas: A belsé ciklus ciklusmagja legfeljebb n 1épés és ez a ciklusmag legfeljebb n-szer fut le, ezért
a belsd ciklus lépésszama O(n?). A kiilss ciklus, ami maga a kod, n-szer fut le, ennek magja O(n?)-es
(az el6bb vizsgalt belss ciklus), igy a kod lépésszama n - O(n?) = O(n?).

3. (a) Lassa be, hogy a buborékrendezés lépésszama O(n?) (ezt a  ciklus i = n-tél 2-ig:

rendezd algoritmust Progl-bél mar tanultak, de itt lathatjak a ciklus j = 1-t6l (i-1)-ig:
pszeudokodjat ismét). Relevans lépésnek az dsszehasonlitas és ha A[j] > A[j+1]:

a csere szamit. Igaz-e, hogy az algoritmus lépésszama O(n?)? csere A[j] és A[j+1]
(b) Lassa be, hogy a buborékrendezés 1épésszama Q(n?). ciklus vége

(c) Igaz-e, hogy a buborékrendezés lépésszama ©(n?)? ciklus vége

Megoldds:  (a) A bels6 ciklus magja konstans lépés és a belss ciklus legfeljebb n-szer fut le, mert
i—1 < mn—1, ezért a belsd ciklus lépésszama O(n). A kiilsé ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek a
magja az O(n) lépésszamu belss ciklus, igy a kiils ciklus (és igy a teljes kod) O(n?).

Ha egy fiiggvény O(n?) nagysagrendt, akkor O(n?) is igaz a definicié alapjan.

(b) Ha azt az inputot tekintjiik, amiben a szdmok csokkenden vannak, akkor a futas soran n — 1+ n —

1
2+...+2+1:”(”T)

Osszehasonlitas van és ugyanennyi csere, azaz a teljes 1épésszam n(n — 1) >
n :
neg = 0.5n?, amennyiben n > 2.)

(c) Mivel O(n?) és Q(n?) is igaz, ezért O(n?) is igaz.

4. Az alabbi fliiggvényeket rendezze nagysagrend szerint nem csokkend sorozatba: ha f; utan kozvetleniil
f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) € O(f;(n)) teljesiiljon!
fi(n) = 8n? f2(n) = 5y/n+ 1000n f3(n) = 2(oz2n)? f1(n) = 1514n2logy n

Megoldas: Megadunk egy sorrendet és megindokoljuk, hogy jo: fo, f4, f1, f3

f2(n) < 10051 < 1005n%logn < fi(n), ¢ = 1,n9 = 2 j6.

fa(n) < 151403 = 1514/8f,(n), ¢ = 1514/8,n9 = 1 jo.

Vegyiik észre, hogy f3(n) = (2leen)loen = ploen > p3 ha logn > 3, igy ¢ = 8, ng = 23 = 8 jo.

5. Az A[l : n] tomb (binaris keresést hasznald) beszurasos rendezése n — 1 korbdl &ll: az i. korben
(1 <i<n-—1)amar rendezett A[l : ] tombben megkeressiik az A[i + 1] elem helyét binéris kereséssel,
majd az Afi+1] elemet szomszédos elemek cseréjével balra mozgatjuk addig, amig a megtalélt pozicioba
nem érkezik.  (a) Lassa be, hogy az algoritmus lépésszama O(n?), relevans lépésnek az dsszehasonlitas
és a csere szamit.  (b) Léssa be, hogy az algoritmus lépésszama (n?) és ©(n?) is.

Megoldads:  (a) Legfeljebb n kér van, mindegyik korben egy legfeljebb n méretii téombben csinalunk
binéris keresést és a keresés utan legfeljebb n cserével az aktuélis elem a helyére keriil. Ez azt jelenti,
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hogy egy kor lépésszama O(log n+n) = O(n) és mivel legfeljebb n kor van, ezért a teljes futas lépésszama
n-O0(n) = O(n?).

-1
(b) Ha a tomb csokkenGen rendezett, akkor a cserék szama 14+2+...+n—24+n—1= % >
n- % = 0.25n2, ha n > 2 = ny. Mivel O(n?) és Q(n?) is igaz, azért 0(n?) is igaz, definici6 szerint.

Tekintsiik az fi(n) = 1,5n! és fa(n) = 200(n — 1)! figgvényeket. Melyik igaz és melyik nem az
alabbiak koziil?
f1 € O(f2) f2 € O(f1) f1 € Q(f) f2 € Q(f1) f1 € ©(f2) f2 € O(f1)

1
Megoldds: ~ Vegyiik észre, hogy fi(n) = Q’Tg)gfg(n) = cn - fo(n). Ebbdl latszik, hogy fi & O(fa),

f2 € O(f1), fr € Qfa), fo & Qf1), tehat f1 € O(f2) és fo & O(f1).

Adjon O becslést a kovetkezd fiiggvényekre:
(n? 4+ 8)(n+ 1) (nlogn + n?)(n? + 2) (n! 4+ 2")(n® + log(n? + 1)) (2" + n?)(n® + 3")

Megoldas:  Sokféle j6 megoldas van, altalaban az O-ba valami egyszert, de minél kisebb fiiggvényt
akarunk tenni, most gy csinaljuk, hogy szamolni se nagyon kelljen. Ehhez az el6forduld 6sszegek
nagysagrendjére adunk becslést, és ezeket szorozzuk Ossze.

(n? 4+ 8)(n+1) < 2n%-2n € O(n?) (a becslés minden n > 3 esetén igaz).

(nlogn + n?)(n® +2) < 2n?-2n* € O(n®) (a becslés minden n > 1 esetén igaz).

(n! +2")(n® + log(n? + 1)) < 2n! - 2n® € O(n3n!) (a becslés minden n > 4 esetén igaz, amikort6l mar
n! > 2m).

(2" +n?)(n® +3") < 2-2".2.3" (a becslés minden n > 4 esetén igaz, mert innen 2" > n?, és mar
3" > n3 is teljesiil).

10.

Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk A és B. A maximalis lépésszamot leird fiiggvényeket
jelolje fa és fp. Tudjuk, hogy fa(n) € O(fp(n)). Kovetkezik-e ebbdl, hogy

a) A minden bemeneten gyorsabb, mint B?  b) A véges sok bemenet kivételével gyorsabb, mint B?
c) A megfelel6en nagy bemenetekre gyorsabb, mint B?

Megoldds: Mindegyikre nem a vélasz, pl. fa(n) = 2n és fg(n) = n esetén igaz, hogy fa(n) € O(fs(n)),
de fa(n) > fp(n) minden n-re.

Bizonyitsa be, hogy ha fi, fo, g1, g2 pozitiv értékkészletd fiiggvények és fi(n) € O(gi(n)) és fo(n) €
O(g2(n)), akkor
(a) fi(n) + f2(n) € O(max(gi(n), g2(n)) ~ (b) fi(n)- f2(n) € O(g1(n) - g2(n)).

Megoldds: dcy,ny, hogy fi(n) < cig1(n), han > ny,
Elc?vn% hOgy f2(n) S CQQQ(” ) ha n Z na,

ekkor

fi(n) + fa(n) <max(cy,c2)(g1(n) + g2(n)) < 2max(eq,c9) max(gi(n),g2(n)), ha n > max(ny,ng),
és

fi(n) fa(n) < c1e291(n)ge(n), ha n > max(nq,ns).

Mely a,b > 1 egész szamokra teljesiilnek az alabbiak?
n* € O(n®) 20 € O(2) log, n € O(log, n)

Megoldds: Az els6 esetben az kell, hogy n® < cnb, azaz n®? < c¢ teljesiiljon valamilyen ¢ > 0

konstanssal, ha n > ng. Az a = b esetben ez nyilvan teljesiil, n* € O(n*) (c=1, ng =1).

Az a < b esetben a kitevs negativ, ezért n®=° < 1, tehat ng = 1 valasztéssal méar ¢ = 1 esetén is teljesiil.
Ha viszont a > b, akkor a kitevs pozitiv, a fiiggvény monoton ng, végtelenhez tart, tehat nem létezhet
ilyen ¢ konstans.

A masodiknal, az el6z6hoz hasonléan 2977 < ¢ kell, ami a < b esetén teljesiil példaul ¢ = 1, ng = 1
valasztassal, de ha a > b, akkor nincs ilyen ¢ konstans.
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11.

12.

13.

log, n

, tehat ¢ =

A harmadik esetben hasznaljuk fel, hogy log, n =
0gy, @ 0g, @

(no =1)

Tegyiik fel, hogy n 2-hatvany. Bizonyitsuk be, hogy ahhoz, hogy n kiilonb6z6 szambol a két legnagyobb
elemet kivalasszuk, n + log, n — 2 Gsszehasonlitas elégséges.

> 0 jo, akdrmi is a és b.

Megoldds: Kieséses versennyel (n — 1 dsszehasonlitas) hatarozzuk meg a legnagyobb elemet. Uténa a
masodik azon log, n koziil keriil ki, akik csak a gy6ztestsl kaptak ki. Ez tovabbi log, n — 1 0sszehason-
litassal megkereshetd.

Az A[l : n] t6mb piros és z0ld elemeket tartalmaz. Szeretnénk atrendezni gy, hogy az egyszini elemek
folytonosan helyezkedjenek el (el6l az Gsszes piros, utdna a zoldek vagy forditva). Egy megengedett
lépés két szomszédos tombelem cseréje. Javasoljunk konstans szorzo erejéig optimaélis 1épésszamiu algo-
ritmust.

Megoldds:  Vilagos, hogy csak kiilonboz6 szint elemeket érdemes cserélni. Ha a kezdetben az elsd
és az utols6 n/4 elem piros, akkor akarmelyik végére is akarjuk rendezni a pirosakat, valamelyik n/4
elem helyet kell cseréljen az osszes zolddel, tehat sziikséges lehet n?/8 lépés. O(n?) lépéssel meg meg
is lehet csinalni, hisz tetszéleges sorrendet el lehet érni n2-nél kevesebb szomszéd cseréjével példaul
buborékrendezéssel (piros < zold, ha a pirosakat akarjuk a témb elejére tenni).

Adott n chip, melyek képesek egymés tesztelésére a kovetkez6 modon: ha Osszekapcesolunk két chipet,
mindkét chip nyilatkozik a mésikrél, hogy hibasnak talalta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri,
hogy a mésik hibas-e, mig egy hibéas chip akarmilyen valaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek t6bb,
mint a fele korrekt. Adjunk algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznalva kikeres egy jo
chipet.

Megoldds:
’ 1. chip \ 2. chip H 1. kimenet \ 2. kimenet ‘
io io io io
jo roSsz oSSz jo/rossz
oSSz jo jo/rossz rossz
roSsz rossz jo/rossz jo/rossz

Készitstink el§ 3 dobozt: T'=tesztelt, N=nem tesztelt, S=szemét. Kezdetben minden chip az N do-
bozban van. Vegyiink ki kett6t belSle. Ha egy par jo-jot mond, akkor egyformak, vagy jo-jo, vagy
rossz-rossz. Ha a par jo-jot mond, akkor tegyiik mindkettst a T dobozba. Ha nem j6-jot mondanak,
akkor legalabb az egyik rossz, ilyenkor dobjuk ki mindkett6t az S dobozba. Ha az N és T' doboz sem
iires még, akkor mindig a 7" dobozbdl egyet parositunk egy N dobozban levével. Ha jo-jo, akkor a T'
dobozba tessziik mindkettst, kiilonben az S dobozba. Ha kitiriill a T" doboz, akkor két N dobozbelit
vesziink megint, ha van benne még kettd.

A tesztek el6tt is és minden teszt utan is fennall a kévetkezs két tulajdonsag (tn. invarians tulajdon-
sagok ezek):

(1) T'U N-ben tobben vannak a jo chipek, mint a rosszak.

(2) A T-ben mindig ugyanolyan chipek vannak (vagy csak jok, vagy csak rosszak, de lehet iires is).

Az (1) miatt tesztek utan 77U N nem lehet tires.

Addig teszteliink, ameddig van elvégezhets teszt. Mi lehet a végén, amikor méar nem tudunk tovabbi
tesztet elvégezni? Ekkor N-ben 0 vagy 1 elem van. Ha 0, akkor (1) és (2) miatt 7" nem iires és csupa
jo chipbdl all.

Ha N-ben csak egy elem van, akkor T iires és (1) miatt N-ben csak jo chip lehet. Mindkét esetben
igaz, hogy a végén T'U N-ben csupa j6 chip van.



