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Minimalis kéltségl feszitdofak
Most egyszer(, iranyitatlan grafokkal foglalkozunk.

Definicié (minimalis kéltségl feszitofa)

Legyen G = (V, E) egy 6sszefiliggb graf. A G graf egy kérmentes
Osszefliggb F = (V, E') részgrafja a graf egy feszitéfaja. Legyen
fovabba az éleken értelmezve egy c : E — R sulyfliggvény. Ekkor a G
graf egy F feszitéfaja minimalis koltségll, ha kéltsége (a benne
szereplb élek sulyainak 6sszege) minimalis G dsszes feszitbfajat
tekintve.

Probléma

Adott egy G = (V, E) dsszefiiggé iranyitatlan graf, és az élein
értelmezett c : E — R sulyfliggvény. Hatarozzuk meg a G egy
minimalis kéltségl feszitbfajat.

Példaul: villamosvezetékek kiépitése.
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Kruskal algoritmusa
A V(G) csucshalmazon egy F kdérmentes részgrafot épitlink élek
hozzavételével:

@ Kezdetben E(F) = 0.

@ A még nem vizsgalt élek kdzll kivalasztjuk a legkisebb sulyut
(pontosabban az egyik ilyet).

@ Ha ez nem alkot kért a mar F-beli élekkel, akkor hozzavesszik
F-hez. (Ha kort alkot nem vesszik hozz4, eldobjuk.)

@ Ha F-nek mar n — 1 éle van, akkor véget ér az algoritmus, F egy
minimalis sulyu feszitéfa.
F mindvégig egy erdét fog alkotni, azaz minden ésszefliggd

komponense egy fa. Amikor Uj élet veszlnk hozza, az két komponenst
kot 6ssze.

A Kruskal-algoritmus eredményeként végil F a G graf egy minimalis
koltségli feszitbéfajanak éleit tartalmazza.
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Jobban jarunk, ha a graf éllistaval van megadva, csak ezt az esetet
vizsgaljuk.
Minden kérben kétféle feladat van:

@ Melyik a legkisebb sulyi még nem vizsgalt é1?

© Ez kort alkot-e F eddigi éleivel?
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Megjegyzés
Egyszer( graf esetén O(log m) C O(log n).

Bizonyitas.

mg@énz- igy log m < log i? = 2log n. u
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A Kruskal algoritmus implementacioi

A legkisebb sulyu, még nem vizsgalt él kivalasztasa:

@ 1. modszer: El6szér rendezzik az éleket pl. 6sszeféslléses
rendezéssel O(mlog m) lIépésben, igy a kdvetkezd legkisebb
kivalasztéasa O(1) lépés. Ezt legfeljebb m alkalommal kell
megtenni. Lépésszam:

O(mlog m) + O(m) C O(mlog m) C O(mlog n).

@ 2. médszer: Epitsiink kupacot az élekbdl O(m) 1épésben, igy a
kdvetkezd kivalasztasa O(log m). Ezt legfeljebb m alkalommal kell
megtenni. Lépésszam: O(m) + O(mlog m) C O(mlog n).

Megjegyzés: Igaz, hogy a minimalis feszit6faba végul n — 1 él fog
bekerilni, de egy él vizsgalata utan nem ker(l be, ha kért alkot az
eddigiekkel. Ezért lehet, hogy majdnem minden élet meg kell vizsgalni.
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A Kruskal algoritmus implementacioi

Kort alkot-e a kdvetkez6 él F eddigi éleivel?

Otlet: Tartsuk nyilvan F komponenseit, azaz minden v csicsra
jegyezziik fel, hogy melyik komponensben van. A komponens ,neve”
legyen a ,legkisebb sorszdmu” csucsa. (Az éllistas megadasban a
csucsok fel vannak sorolva egy tdbmbben, e szerint kapnak sorszamot.)
Ezt a KOMPONENS|v] tdmbben taroljuk.

© Kort alkot az (u, v) él F éleivel?
Ha KOMPONENS[u] # KOMPONENS]v], akkor nem,
kalénben igen.

@ Ha nem alkot kort, akkor hozzavesszik F-hez. Ezzel viszont
médosulnak a komponensek.

© Ha KOMPONENSJu] = x sorszama kisebb, mint
KOMPONENS]|v] = y sorszama, akkor végigmegyek a
KOMPONENS témbdn és minden y-t x-re cserélek.

© Az algoritmus végén a KOMPONENS témb minden eleme a
legkisebb sorszamu csucs lesz.
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Példa

A pontok sorrendje legyen a, b, ¢, d, e, f.

VOO |OIQ Q|

VDIO|O|D|D|D|| D
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A Kruskal lépésszama

@ KOMPONENS|u] # KOMPONENS]|v] igaz-e? Lépésszam: O(1)
@ Ha nem alkot kort, akkor hozzavesszik F-hez. Lépésszam: O(1).
© KOMPONENS tomb frissitése. Lépésszam: O(n).

Az ellendrzést m-szer kell elvégezni, de mivel csak n — 1 élet vesziink

hozza F-hez, igy a frissitést csak n — 1-szer:
Lépésszam: O(m + n?) C O(r?).

A teljes algoritmus Iépésszama a kezdeti rendezéssel egyditt:
O(mlog n) + O(n?).

Ha m < n?/ log n, akkor a legtdbb id6 a KOMPONENS témb frissitése.
Ezt egy alkalmas, Uj adatstukaturaval felgyorsithatjuk.
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Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

Legyen adott egy véges S halmaz. (Mi a ponthalmazra alkalmazzuk.)

Ennek egy particiojat szeretnénk tarolni — Uy, ..., Ux C S.
(A komponensek ponthalmazai.)
@ Adott egy nelemi S halmaz, és ennek bizonyos Uy, ..., Uy

részhalmazai, melyekre UinU; =0 (i #j)és Uy U...UUn=S
® Miiveletek:
UNIO(U,, Uy) = ({Us, ..., Um} U{U; U U\ {U;, U}
(az U;, U; halmazokat U; U U; helyettesiti).
HOLVAN(v) eredménye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve,
amelynek v eleme.
Kruskalban:
Annak megvizsgalasa, hogy bevegyik-e az (u, v) élet:
Ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v), akkor bevesszik, kulénben nem.
Ha bevesszilk => UNIO(HOLVAN(u), HOLVAN(v))
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Implementacio fakkal

U; — gyOkeres, felfelé iranyitott fa

U; elemeit a fa csucsaiban taroljuk, egy szilémutatoval.

Egy részhalmaz neve legyen az 6t dbrazol6 fa gydkere. A gydkérben

nyilvantartjuk még a fa méretét (azaz a csucsok szamat) is.

@ UNIO: U; U U fajat a kovetkezdképpen készitjtik el:

Tegytk fel, hogy |U;| < |U;|. Ekkor az U; fa x gyokeréhez
gyermekként hozzakapcsoljuk U; gybkerét.

Mﬂﬁ

Uuy
@ HOLVAN: A v € S elemet tartalmazo részhalmaz nevét, azaz a
megfelel6 fa gydkerét a szil6khdz mend mutatdk
végigkdveteseével taldlhatjuk meg.
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Az UNIO hivasakor az U, és U; halmazok a gyOkerikkel adottak

= koltség: O(1)

Ha egy v csucs Uj gyokér ala kerl, akkor egy szinttel lesz tavolabb a
gyokértol, mig az Uj fajanak a mérete legalabb az eredeti duplajara
valtozik.

— Egy csucs legfeljebb log, n-szer kerilhet Uj gyokér ala (kulonben
a fa csucsszama nagyobb lenne, mint n).

— szintszdm < log, n.

= HOLVAN kéltsége O(log n).

A Kruskal-algoritmus kéltsége O(mlog n).

Bizonyitas.

El6sz6r az élek rendezése O(mlog n) lépés. Utana 2m HOLVAN, és
n — 1 UNIO mliveletet jelent. Ezek id6igénye
O(mlog n) + O(mlog n) + O(n) C O(mlog n). O
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A HOLVAN gyorsitasa: utésszenyomas

Egy pontrél tébbszdr is megnézzik HOLVAN, mindig log n 1épés.
— Az els6 alkalommal minden 6sét kdssik kdzvetlenil a gydkérbe.

gyokér gyokér

X1 Xo X} X4

Animacié: Unié-Holvan utésszenyomassal
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https://visualgo.net/en/ufds

Legyen |S| = n, és tegylik fel, hogy kezdetben mindegyik Uj
egyelemi. Ha egy olyan utasitassorozatot hajtunk végre
utésszenyomassal, melyben n — 1 UNIO és m > n — 1 HOLVAN
szerepel, akkor ennek az idéigénye O(ma(m)).

A korlatban szerepld o : ZT — Z* flggvény az inverz
Ackermann-fliggveény.

Ackermann-figgveény (kb.):

A0]=1+1+1=3-1, All]=2.2.2=28=213
A2l =21(212)=22 =213 =16

A3l =211 (211 2) =22 = 24113 = 65536

Al =2t (2112 =2114= 2 =213

65536 db kitevd
An=21"3
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Legyen |S| = n, és tegylik fel, hogy kezdetben mindegyik U;
egyelemil. Ha eqy olyan utasitassorozatot hajtunk végre
utésszenyomassal, melyben n — 1 UNIO és m > n— 1 HOLVAN
szerepel, akkor ennek az idbigénye O(ma(m)).

a(m) ennek az inverz fuggvénye.

a(m) a végtelenhez tart, ha m — oo, de nagyon lassan, sokkal
lassabban mint a logaritmus k-szori 5hmagaba helyettesitésével
adodo log log - - - log m fliggvény (k € Z™ tetszbleges).

Pl. a(m) < 4, ha m < 265536

A normalis méretl feladatoknal tehat «(m) allandénak (< 4) tekintheto.
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Ha az élek rendezésével kapcsolatos teendbk O(e) idbben
megoldhatok, akkor a Kruskal-algoritmus O(e«(e)) idbében
megvaldsithato.

Manipulécié a sulyokkal = Yao (1975): O(elog log n)
Véletlen médszerek = D. R. Karger, P. N. Klein, R. E. Tarjan, (1994):
varhatéan O(e)

Online algoritmus: VegylUk hozz4 az eddigi erddhéz a kdvetkezd élet.
Ha kor keletkezik, akkor hagyjuk el a kér legnagyobb sulyt élét. igy a
kivalasztott élek minden Uj él hozzavétele utan az eddigi legkisebb
sulyd kérmentes részgréafot alkotjak.

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet Kruskal, Floyd 16/23



Floyd modszere

Feladat

Miként lehet eqgy iranyitott grafban az 6sszes pontpar tavolsagat
meghatarozni?

> 0 élsulyok — ha a Dijkstra-algoritmust minden csucsra mint
forrasra lefuttatiuk = nO(n?) = O(n®)

Negativ sulyokkal —> Bellman-Ford-algoritmus minden csucsra mint
forrasra = nO(n®) = O(n*)

Van olyan, ami nem lassabb és mikddik negativ élsulyokra is, ha nincs
negativ ésszsulyu kor.

Feladat

Adott egy G = (V, E) iranyitott graf, és egy c : E — R sulyfliiggvény
ugy, hogy a grafban nincs negativ ésszsulyu iranyitott kbr. Hatarozzuk
meg az 6sszes v,w € V rendezett pontpdrra a d(v, w) tavolsagot.
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Floyd modszere

A G graf a C adjacencia-matrixaval adott.

Egy szintén n x n-es F matrixot fogunk hasznalni a szamitashoz.
Kezdetben Fyli, ] := CJi,]].

= ciklus = k-adik lefutdsa utan F[i, ] azon i ~ j utak
legrovidebbjeinek a hosszat tartalmazza, amelyek kézbUilsé pontjai
k-nal nem nagyobb sorszamuak

Az 0j Fgli,]] értékeket kiszamithatjuk ha ismerjik Fx_1[i,]-t Vi, j-re
Egy legrévidebb i ~ j (t, melyen a kdzblilsd pontok sorszama
legfeljebb k, vagy tartalmazza a k csucsot vagy nem.

—igen = Fy[i,j] :== Fx1[i, k] + Fx_1[k, j]

1

—nem = Fg[i,j] = Fx_1[/,]]
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Floyd algoritmusa

(1) fori:=1tondo
forj:=1tondo
Fli.j) == Cli. j]
(2) for k :=1to ndo
for /.= 1tondo
forj:=1tondo
Fli,j] := min{F[i,j], F[i, kK] + F[k,j]}

Fli,j] a (2)-beli iteracio k-adik menete utan azon legrévidebb i ~ j utak
hosszat tartalmazza, amelyek belsé csucsai 1,2, ..., k kézil valok.

k=n = Fl[i,j] = d(i,))

Lépésszam: n-szer megylnk végig a tdblazaton, minden helyen O(1)
lépés = O(n®)

Animacié: Floyd algoritmus
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https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Floyd.html

A legrévidebb utak nyomon-kdvetése
Menet kdzben karbantartunk egy n x n-esP témbdt.
Kezdetben P[i,j] := 0.
Ha egy Fi, ] értéket megvaltoztatunk, mert talaltunk egy k-n atmend
rovidebb utat, akkor P[i, j] := k.
= Véqil PJi,j] egy legrévidebb i ~ j Ut ,kbzéps6" csucsat fogja
tartalmazni.
i ~ j Ut 6sszedllitasa rekurziv —-

procedure legrévidebb Gt(/, j:csucs);
var k:csucs;
begin
k == PYi. jl;
if kK = 0 then return;
legrévidebb at(/, k);
Kiir(k);
legrévidebb ut(k, j)
end;
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Tranzitiv lezaras

Bemenet: G = (V, E) irdnyitott graf.

Csak arra vagyunk kivancsiak, hogy mely pontok kdzott vezet iranyitott
ut. Floyd = ha a végén Fi, j] # oo, akkor van ut, kilénben nincs.
Kicsit egyszerlibb korabbi algoritmus: S. Warshall

Definicié (tranzitiv lezért)

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf, A az adjacencia-matrixa.
Legyen tovabba T a kbvetkezd n x n-es matrix:

Tli.j] = 1 hai-bllj elérheté iranyitott dttal,
=0 kalénben.

Ekkor a T matrixot — illetve az altala meghatarozott grafot — az A matrix
— illetve az altala meghatarozott G graf — tranzitiv lezartjanak hivjuk.

o

Feladat

Adoft a (Boole-matrixként értelmezett) A adjacencia-matrixaval a
G = (V, E) iranyitott graf. Adjuk meg a G tranzitiv lezartjat.
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Warhall algoritmus

(1) ciklusban a kezdbdértékek beallitasa helyett

.. [ 1 hai=jvagyAli,j]=1,
Tl '—{ 0 kildnben,

A (2) ciklusban F értékeinek valtoztatasa helyett (ugyanazt
megfogalmazva logikai miveletekkel)

(+) Tl = TV (T KA TTK 1)

Bizonyitas ugyanugy.
Lépésszam: O(n®)
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Alkalmazas Floyd mddszerére

A sulyozott éli G iranyitott graf v csucsara legyen
e(v) = max{d(w,v): we V}

A v csucs centruma G-nek, ha e(v) minimalis az 6ésszes v € V kdz6tt.

Feladat
Keresslik meg a G graf centrumat.

Algoritmus centrum keresésére:

(1) Elészor Floyd modszerével kiszamitjuk a G-beli pontparok kdzotti
tavolsagokat. = O(n®) mivelet

(2) Az elbzb lépésben kapott F matrix minden oszlopaban
meghatdrozzuk a maximélis értéket (= e(v)). = n-szer keresilink
maximumot n elem kozil = 6sszesen O(n?).

(8) Végul megkeressik az ndarab e(v) érték minimuméat. — O(n).
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