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2-3-fak

Ez is fa, de a binarisnal bonyolultabb: egy nem-levél csicsnak 2 vagy
3 gyereke lehet.

A 2-3-fa egy (lefelé) iranyitott gydkeres fa, melyre:

@ A rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint
balrél jobbra névekvd sorrendben. Egy levél egy rekordot
tartalmaz.

@ A falevelei a gyokértol egyforma tavolsagra vannak.

@ Minden belsé (azaz nem levél) csucsbdl 2 vagy 3 él megy lefelé;
a belsd csucsok egy vagy két s € U Utjelzot tartalmaznak, ami a
tarolt elemek egyike.

» [ [ s [ me 5 [ mo |
Itt my, m>, m3 mutatdék a csucs részfaira, sq, sy pedig U-beli kulcsok,
melyekre s; < s,. Az my altal mutatott részfa minden kulcsa kisebb,
mint s1, az m» részfajaban s; a legkisebb kulcs, és minden kulcs
kisebb, mint s,. Végil ms részfajaban s, a legkisebb kulcs.

» A masik tipusu csucsoknal az utolsé két mezd hianyzik:
[ [ s ] ms |
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Példa 2-3-fara
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2-3-fa tulajdonsagai

Tétel

Ha a fanak ¢ szintje van, akkor a levelek szama legalabb 2°~1.
Megforditva, ha |S| = n (itt S C U a faban tarolt kulcsok halmaza; | S|
megegyezik a tarolt rekordok szamaval), akkor ¢ < logo n+ 1.

Bizonyitéas.

Minden belso cslcsnak legalabb 2 gyereke van =

az i-edik szinten legaldbb 2/~' cstics van (1 < i < ¢). =
2-'<n=/¢—-1<logon. \/ m
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2-3-fa tulajdonsagai

Ha a fanak ¢ szintje van, akkor a levelek szama legfeljebb 3°~1.
Megforditva, ¢ > loggn+ 1.

Bizonyités.

Minden belsd csucsnak legfeljebb 3 gyereke van —
az i-edik szinten legfeljebb 3"~ ¢cslics van (1 < i < (). =
n<3="=/(¢-1>loggn. / O
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Keresés 2-3-faban

Hasonl6, mint a binaris kereséfaban.
Lépésszam: O(¥), ahol logs(n) + 1 < ¢ < logy(n) + 1, vagyis a
|épésszam O(log n)
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BESZUR 2-3-faba

Ha a gyokeret is ,vagni” kell — Uj gybkér, n6 a fa magassaga.
Lépésszam: O(¢), minden szinten legfeljebb 1 ,vagas”.
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TOROL 2-3-fabdl

Legyen x a legalso belsd cslics a keresd Ut mentén.
@ Ha x-nek harom gyereke van — ./

@ Ha x-nek csak ket gyereke van:

» ha x (valamelyik) szomszédos testvérének 3 gyereke van
= egyet attesziink x ala;

» ha x egyik szomszédos testvérének sincs harom gyereke
= ,0sszevonunk” két kettes csucsot.

Ez is felgylrizhet”. —

Lépésszam: O(¥)
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B-fak

R. Bayer, E. McCreight, 1972
A 2-3-fa altalanositasa.

Nagy méret(i adatbazisok, kiils6 taron levd adatok feldolgozasara
hasznaljak. Tébb szabvany tartalmazza valamilyen valtozatat.

Probléma

Nem az ésszhasonlitas idéigényes, hanem az adatok kiolvasasa, de
Sokszor egy adat kiolvasasahoz amugy is kiolvasunk tébb mas adatot,

egy lapot.

— A fa csucsai legyenek lapok, a kéltség a lapelérések szama.
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B-fa definicioja
Egy m-edrend(i B-fa, réviden B,,-fa egy gyokeres, (lefelé) iranyitott fa,
melyre érvényesek az aldbbiaknak:

a) A gyo6kér foka legaldbb 2, kivéve esetleg, ha a fa legfeljebb
kétszintes.

b) Minden més bels6 csucsnak legaldbb [ 7] gyereke van.

c) A levelek a gyokértdl egyforma messze vannak.

d) Egy csucsnak legfeljebb m gyereke lehet.

d) A tarolni kivant rekordok itt is a fa leveleiben vannak; egy levélben
a lapmérettdl és a rekordhossztol fliggden tébb rekord is lehet.
(Egy lapon beliil a lapoknak nem kell rendezettnek lennie, de a
balra levd lapon minden elem legyen kisebb a jobbra levdknél.)

A belsd cstcsok hasonlitanak a 2-3-fak belsd cslcsaira. Egy belsd
cstcs igy nézki:| mo [ si [ m [ so [mo| ... [ s | m]
A 2-3 fa ennek specidlis esete, egy B; fa.
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A B-fa szintszdma

TegyUk fel, hogy egy B-fanak nlevele és /¢ szintje van, és keressiink
Osszefliggést e két paraméter kdzott.

A kicsi faktél eltekintve a gydkérnek legalabb két gyereke van, a tébbi
belsd cslcsnak pedig legaldbb [7].

= n>2[F17? = logm 5 +22>/(

logo n — 1

! <
= logy[ ]

+ 2.

Minden miivelet |épésszama: ~ If;ggiE =0 (I';’gg,’z,), azaz a konstans
szorz6 kicsi, ha m nagy.

m viszont nem lehet tdl nagy, hiszen a bels6 cstucsoknak egy lapon el
kell férnidk.

Példaul: Ha m = 1MB ~ 222bit, 100 TB ~ 2%bit adat, n = 228 az als6
szint lapjainak szama, akkor ¢ < % + 2 < 4. Egy rekord keresése
tehat legfeljebb 4 lap elérését igényli.

2-3 fdban 50 1épés is lehet.
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A piros-fekete fa és a B-fa kapcsolata

A piros-fekete fa olyan B,-fa, aminek a bels6 csucsaiban taroljuk az
elemeket.

A piros csucsokat 6sszevonjuk apjukkal, az igy 6sszevont csucsoknak
2, 3 vagy 4 gyereke van.

Ezért a mélység csak a fekete csucsokkal n6. = Mivel a fekete
magassag allandd, minden levél azonos szinten lesz.

Animéacié: B, fa
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https://kubokovac.eu/gnarley-trees/Redblack.html

Hashelés

Nem tételezzik fel a lehetséges kulcsok 6sszességenek (az U
univerzumnak) a rendezettségét.

Olyan médszercsalad, amely a keresés, beszUras, torlés és modositas
gyors és egyszer(i megvalositasat teszi lehetdvé.

Nincs rendezés = nincs MIN, MAX, ...

Cél: S C U kulcshalmazzal azonositott allomany megszervezése ugy,
hogy a fenti miveletek atlagos értelemben hatékonyak legyenek.

Példa: Magyar allampolgarok személyi nyilvantartasa

= kulcs= 11 jegyl személyi szam

Lehetséges személyi szamok: 4 - 102 - 12 - 31 - 102 ~ 148 milli6 darab.
Elég lefoglalni 11 millié rekordnak helyet.

Olyan h fuggvény kell, ami minden személyi szamhoz rendel egy
egészeta [0,11 - 10% — 1] intervallumbol.

Jo lenne ha, K # K’ esetén h(K) # h(K’) teljesiiine, de ez nem
lehetséges. = Utkdzések elkertlhetetlenek
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Hashelés alapvetd Otelete

Veszlnk egy alkalmas h hash-fliggvényt, elsének a K kulcsu elemet a
h(K) cellaba prébaljuk illeszteni.

Ha késobb érkezik egy K’ elem, amire h(K) = h(K’), akkor itkbzés
van.

Az Utkozések feloldasara tbb mddszer is van, prébalunk mas helyet
talalni K’-nek.

Fontos kérdés a megfeleld hash fliggvény kivalasztasa is, pl.

h(K) = konst. nyilvdn nem praktikus.

h(K) = K pedig a ladarendezésnek felel meg, de akkor tul sok lada
kell.
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Vodrés hashelés

Foleg kilso taron tarolt, nagy allomanyok kezelésére.

Minden elemet, amelyre h(K) = i beteszliink V/(i)-be, ha tébb ilyen is
van, lancolt listaként.

V[0 : M — 1] véddrkatalogus, V[i] mutaté egy vodérbe, amiben az
elemek listéi (laplancai) vannak. A vodrok mérete altalaban kicsi.

o
Y

\ egy vodor lapjai

K]

>
—

=X
~

Y
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Kulcsok a vodorben

Hogyan helyezzik az 0] kulcsot a vodorbe? Kétféle modszer is
lehetséges:

@ Az elsd szabad helyre tessziik, ha kell, Uj lappal bovitink (az
elején), vagy

@ Kulcs szerint rendezve vannak, beszuraskor a helyére tesszik.
Keresés a hash-tablaban

@ Kiszamitjuk h(K)-t.

@ A V[h(K)] véddrben kereslink szekvencidlisan, addig megyunk,
amig megtaléljuk, vagy véget ér.

Torlés ugyanigy, a lancolt listabdl a térlés konstans 1épésben
végrehajthatd.
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Hashelés kéltsége

Kilso taras szerkezet —> lapelérések szama.
M vddoér van, és (-lapnyi rekordot tarolunk

— egy vodorbe atlagosan ~ ¢/M lap keril
— atlagos lanchossz: ¢/M

— Keresés atlagos lépésszama: 1+ ¢/M

Hogyan véalasszuk meg M-et?
¢/M legyen kb. 1, de hagyjunk ra 20%-ot.

Példa: 1 000 000 rekordbdl all6 allomanyt szeretnénk lancolasos
modszerrel kezelni, egy lapon 5 rekord fér el.

Ekkor ¢ =1 000 000/5 = 200 000 — M ~ 220 000 — 240 000
— keresés atlagos koltsége valamivel 2 lapelérés alatt marad.
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Hashelés nyitott cimzéssel
Csak belsd memorias moédszerként hasznosak.

F6 6tlet: ha h(K) mar foglalt, keresiink egy Ureset valamilyen
modszerrel.

Legyen 0, hi(K), ho(K), ..., hy_1(K)a0,1,...,M — 1 szamok egy
permutacioja.
— Végigprébalgatjuk a h(K) + h;j(K) (mod M) sorszamu celldkat

(i=0,1,...,M—1) az elsb Ures helyig, ahol a rekordot elhelyezziik.
= Ha nincs Ures, a tabla betelt.

Y YN
L >l D] X [ ]

||
0 h(K)  h(K) + hi(K) h(K) + ho(K) h(K) + hs(K) M—1

Torlésnél egy = jelet teszlink a cellaba. A késbbbi beszurasoknal ez
Uresnek szamit, viszont keresésnél foglaltnak.
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Linearis prébalas
hi(K) == —i

Visszafelé |épkediink egyesével h(K)-tél indulva az elsd Ures helyig.
Sikeres keresés atlagos koltsége:

1 1
CN:§<1+1—04>

Sikertelen keresés atlagos koéltsége:

CN:%<1+(1IQ)2)

ahol a = N/M — a telitettségi (betdltdttségi) tényezd, N — a tablaban
levo rekordok szama, M — a tabla cellainak szama.

a |2/3[0,8] 0,9

Cv| 2 | 3 |55
| 5 | 13 | 50,5
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Linearis prébalas
Példa: M =7, h(K) := K (mod 7), lineéris préba,
beillesztendd: 3,11,9,4,10.

(0 [1[2]3][4[5]6]
[10]4f9[3[11] [ |

Ha most téréljik a 9-et, akkor késébb nem talalnank meg a 4-et.

— 9 helyére egy specialis TOROLT jelet pl. x-ot tesziink. =

(0 [1[2]3][4[5]6]
[foJ4f«[3[11] [ |

Linearis préba hatranya: Ha mar sok cella tele van, kialakulnak
egybefliggd csomok, megnd a keresési, beillesztési Ut.

— elsbdleges csomosodas

Animécié: Hashelés
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https://visualgo.net/en/hashtable

Hashelés alvéletlen prébaval

A0, hi(K), ho(K), ..., hy_1(K) probasorozata 0,1,... .M —1
szamoknak egy a K kulcstdl fliggetlen alvéletlen permutaciéja.

A sorozatnak gyorsan és hatékonyan reprodukalhaténak kell lennie,

ezért nem lehet ,valddi” véletlent haszndlni.
Ha h(K) = h(L), akkor a K és L kulcsok teljes prébasorozata is
megegyezik. —> masodlagos csomosodas

Kvadratikus maradék préba

Legyen M egy 4k + 3 alaku primszam, ahol k egy egész.
Ekkor a prébasorozat legyen

M—1)\?2 M—1)2
2 (42 2 (02 w0 N A
0,1, —(19),2, (2),...,< 5 ), ( 5 >
Belathato, hogy ez tényleg permutacio.

A lépésszamok itt is a telitettségtdl fliggenek, de kedvezdbbek a
linearis proba Iépésszamainal.
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Kettds hashelés

G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 korul.

Lényeg: h mellett egy masik A" hash-fliggvényt is hasznalunk de azt
csak a probasorozat eléallitdsahoz.

A H(K) értékek relativ primek legyenek az M tdblamérethez.

A K kulcs probasorozata: hi(K) := —i - W'(K).

Ha M és W (K) relativ primek

= 0,—-H(K),-2H(K),...,—(M —1)W(K) sorozat elemei mind
kalénbdz6k modulo M.

Fontos sajatossaga: kilénbdzd K és K’ kulcsok prébasorozatai jo
eséllyel akkor is kildbnb6z6k lesznek, ha h(K) = h(K’).
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Kettds hashelés

A legjobb ismert implementaciok iddigénye (empirikus adatok alapjan)

Cn ~ élogui—cy) és Cy=~ 1
@ A kettds hashelés kikiisz6boéli mindkétféle csomosodast.
@ Sikertelen keresés esetén minden érdekes a-ra gyorsabb, mint a
linearis prébalas.
@ Sikeres kereséskor csak az o > 0, 8 tartomanyban lesz gyorsabb
a lineéris prébalasnal.

1—a’
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Hash-flggvenyek

@ Legyen kdnnyen (gyorsan) szamithato,
@ és minél kevesebb Utk6zést okozzon.
A mésodik kdvetelmény elég nehezen megfoghato, mert a

gyakorlatban eléforduld kulcshalmazok egyaltalan nem
véletlenszeriiek.

Hasznos tanacsok: h(K) értéke lehetdleg a K kulcs minden bitjétol
flggjon és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtartomany legyen.

Két gyakran hasznalt modszer hash-fliggvény eldallitasara az oszto-
és a szorzbmodszer.

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet 2-3 fak, B-fa, hash 24/28



Osztdémodszer

Legyen h(K) := K (mod M),
ahol M a tabla vagy a védérkataldgus mérete.
Feltessziik, hogy a kulcsok egész szamok.
A h(K) szamitasa gyors és egyszerU.
A tabla mérete sem teljesen k6z6mbds.
Példaul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K) csak a kulcs utolso
néhany bitjétdl figg.
A j6 M értékeket illetden van egy széles kdrben elfogadott recept:
D. E. Knuth javaslata: M-et primnek valasztjuk, ugy, hogy M nem
osztja rk+-a-t, ahol r a karakterkészlet elemszama (pl. 128, vagy 256)
és a, k kicsi" egészek.
M prim:
@ Lényeges feltétel a kvadratikus maradék probanal.
@ Kettds hashelésnél kénnyl hozzajuk relativ prim szamot talaini .
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Szorzémébdszer
B egy rogzitett paraméter.

h(K) := |M - {BK}].

{x} jeldli az x val6és szam tortrészét.

Szemléletesen: {SK} kiszamitasaval a K kulcsot ,véletlenszeriien"
beldjik a [0, 1) intervallumba, majd az eredményt felskalazzuk a
cimtartomanyba.

Hatékonyan szamithaté specialis eset:

M = 2!, w = 232 és legyen A egy a w-hez relativ prim egész.
Ekkor 3 = 4 valasztas mellett h(K) igen jol szamolhato.

A szamok binaris abrazolasaval dolgozva Iényegében egy szorzast és
egy eltolast kell elvégezni.

A szorzémbddszer jél viselkedik szamtani sorozatokon.

pl. termék1, termék2, terméka, ... esetében.

Megmutathatd, hogy a h(K), h(K + d), h(K + 2d) ... sorozat
kodzelitdleg szamtani sorozat lesz, azaz h jol ,szétdobja" a kulcsok

szamtani sorozatait.
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SzorzOmodszer

Tétel (T. Sés Vera, 1957)

Legyen 3 irraciondlis szam, és nézziik a0, {5}, {25} ,..., {nG}
pontok altal meghatarozott n+ 1 részintervallumot [0, 1)-ben. Ezek

hosszai legfeljebb 3 kiilénbdz6 értéket vehetnek fel, és {(n+ 1)5} a
leghosszabbak egyikét fogja két részre vagni.

Kovetkezmeény: A szorzémaodszer esetén mindig elég egyenletesen
lesznek szétszérva a hashértékek (ha a bemenet egy szamtani
sorozat).

A [0, 1)-beli szamok k&zil a legegyenletesebb eloszlast a

B=¢" = f 1 -0.618033988...ésa=¢ 2 =1—¢ ! értékek
adjak

— Erdemes a szorzémédszernél az A-t igy valasztani, hogy ¢, A kozel
legyen ¢~ '-hez. — Fibonacci-hashelés

Animacié
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https://www.geogebra.org/calculator/knyacam5

A kettds hashelés masodik fliggvénye

Olyan H faggvény kell, melynek értékei a [0, M — 1] intervallumba
esnek, és relativ primek az M-hez.
Ha M prim —

H(K) = K (mod M — 1) + 1.

— H'(K) és M relativ primek.

Mivel H'(K) minden értéket felvesz 1 és M — 1 kdzbtt, ezért elég sok
klénb6z6 prébasorozatot ad.

Java animacio6: Hashelés
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http://www.engin.umd.umich.edu/CIS/course.des/cis350/hashing/WEB/HashApplet.htm

