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Algoritmus fogalma

@ Egyel6re nem definialjuk rendesen az algoritmus fogalmat.
@ Eljaras, recept, mddszer.

@ Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég
pontosan, egyértelmliien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen
végrehajthatok legyenek.
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A sz6 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Mdsza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban kdnyvet irt az egészekkel val6 alapmiiveletek végzésérol.

algoritmus < szamitdégép program

valés probléma — absztrakt modell —> algoritmus = program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
Hatékony = gyors, kevés memoéria, kevés tarhely
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma | 2 [ modell | -2 [ program

A: pontositas, egyszerlsités, absztrakcid, |ényegtelen

elemek kiszlrése, a lényeg kihdmozasa
Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszerl, formalizalt,

pontos

B: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény,
érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzésével,
értékelésével, megvizsgalva, hogy a modszer mennyire
hatékony
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Egy egyszeri algoritmus

Feladat

Input: Csupa kiilénbdz6 egész szamokbdl allé A[1 : n] témb
Output: A témb legkisebb elemének indexe és értéke.

@ Egy Iépés most a tdmb két elemének 6sszehasonlitasa.
@ Hany 6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
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Minimumkeresés Volt Prog1-en

Szbveges leiras:

@ Végigmegyek a tdmbdn és kbzben megjegyzem,
hogy mi volt az eddigi legkisebb érték.
@ Minden Iépésben az aktudlis minimumot és az
aktudlis elemet hasonlitom dssze.
Pszeudokdd:
min = A[1];ind := 1
fori=2,...,ndo
if A[i] < minthen
- min:= A[fi];ind :=i
end if
end for
return min, ind
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Minimumkeresés

Az algoritmus helyes kimenetet ad.

Bizonyitéas.
Amint elér a minimumhoz, min értéke ez lesz. A tovabbi
0sszehasonlitasokkor ez mar nem tud valtozni. O

Az algoritmus lépésszama n — 1.

Bizonyitéas.

A for ciklus n — 1-szer fut le, minden alkalommal 1 6sszehasonlitast
végez. Ez barmilyen inputra igy lesz. Ol
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Minimumkeresés

n elem kézul a minimalis kivalasztasahoz legrosszabb esetben n — 1
O6sszehasonlitas kell.

Bizonyitas.
n — 1 6sszehasonlitas mindig elég: Az elébb mutattunk ilyen

algoritmust.
n — 1 6sszehasonlitasnal kevesebb nem mindig elég:

@ Kezdetben az n elem barmelyike széba jén, mint minimum.

@ Egy 6sszehasonlitds garantalja, hogy a nagyobbik mar nem j6n
sz6ba. (De a kisebbikrdl nem ad Uj informaciot.)

@ Csak akkor talaltuk meg a minimumot, ha mar csak 1 elem j6n
szo6ba.

@ Ezért mindenképpen kell legaldbb n — 1 ésszehasonlitas.
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Kivalasztasos rendezés Volt Prog1-en

Feladat
Input: Csupa kilénbdz6 egész szamokbdl allé A[1 : n] témb
Output: A nagysag szerint rendezett témb.

@ Egy lépés most a tdmb két elemének 6sszehasonlitasa vagy
felcserélése.
@ Hany lépés kell a legrosszabb esetben?
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Kivalasztasos rendezés

Szbveges leiras:
@ Az j-edik kérben megkeressik az A[i : n] ttmb
minimumat
@ A minimumot megcseréljuk A[/]-vel.
Pszeudokdd:
fori=1,...,n—1do
(min, ind) :=MIN(A[i : n])
CSERE(A[ind], A[i])
end for
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Kivalasztasos rendezés

Az algoritmus helyes kimenetet ad.

Bizonyités.

Indukcioval: TegyUk fel, hogy az i-edik kér elétt az A[1 : i — 1] a
legkisebb i — 1 elemet tartalmazza. Ekkor az i-edik Iépésben
megkeressiik az i-edik legkisebbet és az kerll A[/]-be. Tehat igaz lesz,
hogy az A[1 : i] a legkisebb i elemet tartalmazza. Ol
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Allitas

Az algoritmus /epesszama legfeljebb % + 5 — 1, legalabb § -3,
legrosszabb esetben = — o= L
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Bizonyitas.

A for ciklus n — 1-szer fut le, az i-edik kérben n — i 6sszehasonlitast és
legfeljebb 1 cserét végez. Az inputtdl fligg, hogy lesz-e csere.

o Osszehasonlitasok szama: n—1+n—2+... +2+1 =201
@ Cserék szama: < n—1
@ Lepések szama, ha soha nincs csere: M = %2

@ Lépések szama, ha mindig kell csere: (” Din-1= ”72 + 5 —

NS

Hogyan tudjuk j6l 6sszehasonlitani a minimumkeresés és a
kivalasztasos rendezés lépésszamat?
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtbbbszdr csak a lépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a l1épésszam az input méretétdl?
@ Az input méretét legtdbbszér n-nel jeldljik.

@ Alépésszam ennek egy f fliggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) |épést végez.

@ lgazabol az f figgvény az érdekes.

@ 100n vagy 101n, altalaban mindegy

@ n? vagy n® mar sokszor nagy kiildnbség, de néha mindegy
@ n? vagy 2" mar mindig nagy kilénbség
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Példaul

Egy 10'° miivelet/mp sebességii szamitégép mennyi ideig dolgozik,
ha f(n) miveletet kell végrehajtani n méretd bemenetre?

f(n) =
n n n? log{g N 2" n!
10 1079 1078 1010 1,02-1077 36-107%
102 | 1078 | 1076 | 2.10°10 4.10'2 gv 2,9-10'40 gv
108 | 1074 | 100 |6-10710 | 3,1.10%1012 ¢y | 261055656916y
10° || 01 |31év| 9-10°° sok év sok év
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevé fiiggvények, akkor f € O(9g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 allanddk, hogy |f(n)| < c|g(n)| teljesdl, ha n > ng.

Mostantol feltessziik, hogy a fliggvények (legaldabb nagy n-re)
pozitivak.

Masik szokasos jeldlés: f(n) = O(g).
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Példak

e n—1¢€0(n)
Bizzn—1<c¢-nhan>1,¢c=1
Vagyis a minimumkereseés lépésszama O(n).
@ 100n+ 300 € O(n)
Biz: 100n+ 300 <100n+n<101n<c¢cn,han > 300, ¢ = 101
@ 5n +3n e O(n?)
Biz: 5n® +3n < 5m +3n? <8n? < cn?,han> 100, c=8
2
o L +3 2 —1€0(n) 2
Bizz 240 -1<Z 0<% _n2_c.n’, han>1,c=1
Vagyis a klvalasztasos rendezés lépésszama O(n?).
e n*+5n°c O(n°)
Bizzn*+5m <6n*<n®<cn’, han>6, c=1
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Példak

@ n1000 c O(2n)
Biz. érdekldddknek: Teljes indukcidval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 106 akkor '
("°%) <1000 = 1000 - 1000°~" < 1000"~" - 1000~ =

(106)i 1 < ki 1

(k+ 1)1000 _ k1ooo NI (1000)k1ooo I < k1000 4y
ki—1§1000— I+ k1000 + 1000k999 <2. k1000 <2. ok _ 2k+1
ha k > 108,

@ 1ogl?%(n) € O(n)
Biz: Tudjuk, hogy m'%% ¢ O(2™), legyen m = logy(n).
— log3%%(n) € O(2'°e=(M) = O(n)

@ 2" O(n')

@ nl e O(n")

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 17/22



Példak

lgaz-e, hogy n? € O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik olyan c, ng, hogy n? < cn teljesiil
minden n > ng esetén.

Ekkor n < c teljestl minden n > ny esetén, ami nyilvan nem igaz, ha
n>c.
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevé fliggvények, akkor f € Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ng > 0 allanddk, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljestl, han > ny.

Példaul:
@ 100n — 300 € Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljeslinek a
feltételek

@ 5n% —3ne€ Q(n?)
e n* —5n cQ(n*)
@ 27 ¢ Q(n!0)
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FOggvények nagysagrendje

Definicio

Hafe O(g) ésf e Qg) is teljesll, akkorf € ©(g).

Példaul: Volt Prog1-en
@ 100n— 300 € ©(n)

@ 5n° —3n <€ O(n?)
e n*—5n%co(nt)
@ 1000-2" € ©(2")
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Altalanos tételek

Tétel

Ha fi(n) € O(g1(n)) és fx(n) € O(gz2(n)), akkor
) f1(n) + f2(n) € O(max(g1(n), g2(n))),

i) fi(n)f2(n) € O(g1(n)gz(n)).

Bizonyités.

deq, nq, hogy f1(n) < ¢1g1(n), ha n> ny,

3¢z, Mo, hogy f(n) < c2g2(n), ha n > ny,

ekkor

fi(n) + f2(n) < max(cy, €2) max(g4(n), g2(n)) <

2 max(cy, ¢2)(g1(n) + g2(n)), ha n > max(ny, n2),
és

fi(n)f(n) < c1c291(N)g2(n), ha n > max(ny, no). O
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Osszefoglalas

O(log n) € O(log? n)  O(log'® n) ¢ O(n) € O(r?) € O(n®) € O(2") C

O(3") c O(n!) c O(n") c O(2%")

Q(log n) > Q(n) > Q(n?) > Q(n®) > Q2"
> Q8" > Q(n!) > Q(n") > Q22"
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