Algoritmuselmélet
Dijkstra algoritmusa

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informéaciéelméleti Tanszék
Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet Dijkstra algoritmusa 1/18



Legrévidebb utak élsulyozott grafban

Volt méar korabban:
Legrévidebb élsorozatok egy adott pontbdl, ha nincs negativ kér:
Input: G=(V,E,c), (sulyozott graf), se V
(iranyitott vagy iranyitatlan graf is lehet)
Output: A legrévidebb (legkisebb sulyu) élsorozat és annak
hossza s-bdl a graf minden mas pontjaba.
@ Ha minden suly 1 = BFS
Lépésszam: O(n?) matrixszal, O(n + m) métrixszal
@ Ha a graf DAG — Dinamikus programozas
Lépésszam: O(n?) matrixszal, O(n + m) métrixszal
@ Sulyozott graf, ha lehet negativ él is —> Bellman-Ford algoritmus

lesz BSZ2-n
Lépésszam: O(n®) matrixszal, O(n(n + m)) matrixszal
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A legrévidebb utak problémaja

Most legyen minden suly nemnegativ, azaz ¢(e) > 0 minden e € E
esetén. Igy nem lehetnek negativ korok.

Erre a specidlis esetre Dijkstra algoritmusa az altalanos esetnél
hatékonyabban megoldja a feladatot.

Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002)
holland matematikus, informatikus.
Nevének kiejtése: Dajksztra
1959-ben publikalta algoritmusat.

Mi most az iranyitott esetet targyaljuk, az iranyitatlan eset Iényegében
ugyanugy mikodik.
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A legrévidebb utak iranyitott grafban

Legrévidebb u ~~ v Ut: egy olyan u ~ v Ut, melynek a hossza
minimalis a G-beli u ~ v utak k6z6tt.

u és v csucsok (G-beli) d(u, v) tavolsaga:

—0,hau=yv;

— 00, ha nincs u ~» v Ut

— egyébként pedig a legrévidebb u ~~ v Ut hossza.

Vigyazat, iranyitott grafban u és v nem felcserélhetd: ha az egyik
csucs valamilyen tavol van a mésiktol, akkor nem biztos, hogy a masik
is ugyanolyan tavol van az egyiktol!
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Dijkstra mddszere

A legrévidebb utak problémaja (egy forrasbol):

Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, a c : E — Rt nemnegativ értéki
sulyfliggveény és egy s € V csucs (a forras). Hatarozzuk meg minden
v € V-re ad(s,v) tavolsagot.
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Dijkstra médszere o
AZ algoritmus futtatasa soran két dolgot tartunk nyilvan:

@ D[1:nj:
» Egy, a G csucsaival indexelt tomb
» az eljaras soran addig megismert legrévidebb s ~~ v utak hossza
» Dlv] végig felsd kozelitése a keresett d(s, v) tavolsagnak, az addig
megtalalt legrévidebb Ut hossza. Lehet, hogy D[v] > d(s, V), ha az
eddig megtalalt legrévidebb Ut nem a legrévidebb ut.
> A kozelitést Iépésrdl 1épésre finomitjuk, végul elérjik d(s, v)-t
@ KESZ:
» G cslcsainak egy részhalmaza
» Azok a csucsok, amikre mar biztosan tudjuk, hogy megtalaltuk a
legrévidebb utat, ezekre D[v] = d(s, v)
» Kezdetben KESZ = {s}, hiszen ekkor még csak azt tudjuk, hogy
d(s,s) =0
» Amikor egy Ujabb csucsba megtalaljuk a legrévidebb utat és mar
tudjuk, hogy ez a legrévidebb, akkor hozzavessziik a KESZ
halmazhoz.
» A KESZ halmaz folyamatosan névekszik.
» Az algoritmus akkor fog véget érni, ha minden olyan csucs

belekeriilt a KESZ halmazba, ahova vezet irdnyitott Ut s-bdl
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Dijkstra mddszere

Tegyuk fel, hogy a G graf az alabbi alaki C szomszédossagi
matrixaval adott:

0 hav=w,

Clv,w]=1<¢ c(v,w) hav#weés/(v,w)éle G-nek,
00 kdldnben.

Kezdeti beallitasok:

@ D[v] := CJ[s, v] minden v € V csucsra
@ KESZ := {s}
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Dijkstra modszere, az elsd |épések

Kezdetben D[x] csak akkor nem 0 és nem oo, ha van él s-bdl x-be.
llyenkor D[x] az oda mutaté él sulya.

Valasszuk ki az s csucs szomszédai koézil a hozza legkdzelebbit,
vagyis egy olyan x € V'\ {s} csucsot, melyre D[x] minimalis.

Biztos, hogy igy az egyetlen (s, x) élbdl allé ut egy legrévidebb s ~ x
t, hiszen ha masik élen indulna az x-be vezeté Ut, (az élsulyok
nemnegativak!) akkor az nem lehet révidebb.

— x-et betehetjiik (s mellé¢) a KESZ halmazba.
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Dijkstra mddszere
Ezek utan médositsuk a tébbi csucs D[w] értékét, ha az eddig

ismertnél rovidebb Uton el lehet érni oda x-en keresztil, azaz ha
D[x] + C[x, w] < D[w].

X
Clx, w]

w

Ujra valasszunk ki a v € V \ KESZ csticsok kdzill egy olyat, amelyre
D[v] minimalis.

Ezen csucs D[ |-értéke mar az s-tol val6 tavolsagat tartalmazza.
Majd megint a most bevalasztott v cslics szomszédainal a

D[ ]-értékeket médositjuk, és igy tovabb, mig minden elérhet6 csucs
be nem keriil a KESZ halmazba.
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Dijkstra algoritmusa szomszédossagi matrixszal

1: procedure DIJKSTRA(G = (V,E,c),s)

2. KESZ:={s}

3 for all v € V csucsra do

4: Dlv] := C[s, V] (a d(s, v) tavolsag elsé kézelitése)
5 end for

6:  while van olyan x € V \ KESZ, amire D[x] # oo do

7 Valasszunk olyan x € V \ KESZ cslcsot,

melyre D[x] minimélis.

: KESZ = KESZ U {x} Tegyiik x-et a KESZ-be.
9: for x minden V \ KESZ-ben 1évd w szomszédjara do
10: D[w] := min{D[w], D[x] + C[x, w]}

(d(s, w) uj kézelitése)
11: end for
12: end while
13: end procedure
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Dijkstra algoritmusanak lépésszama
Lépésszdm szomszédossagi matrixszal:
® (2-5): O(n) (a méatrix egy sorénak kiolvasasa)
@ (6-12:)
» (6): a ciklus O(n)-szer fut le
» A cikluson belil elészdr egy minimum keresés (7:) O(n), (8:) O(1)
majd a (9:) ciklus O(n)-szer
» A (9:) cikluson belll (10:) konstans sok lépés
@ (6-12:) O(r?)
@ Osszesen: O(n) + O(n?) = O(n?)
Lépésszam szomszédossagi listaval (éllistaval):
@ (2-5): O(n) (s listajanak végigolvasasa)
@ (6-12:)
» (6): a ciklus O(n)-szer fut le
» A cikluson belll el6szdr egy minimum keresés (7:) O(n), (8:) O(1),
majd a (9:) ciklus O(dki(x))-szer
» A (9:) cikluson belll (10:) konstans sok lépés
@ (6-12:) >,y [O(n) + O(1) + O(dki(x))] = O(r? + n+ m) = O(n?)
@ Osszesen: O(n) + O(n?) = O(n?)
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Dijkstra algoritmusanak lépésszama
Lehet-e gyorsabban?

Késbbb megmutatjuk, hogy ha a kupac adatstruktarat hasznaljuk a
D|v] értékek tarolaséara, akkor

@ adatstruktura felépitése: O(n)

@ minimum keresése és egyben térlése: O(log n)
@ adott érték modositasa a kupacban: O(log n)
Lépésszam szomszédossagi listaval, kupaccal:
® (2-5): O(n) (s listajanak végigolvasasa és kupac épités)
@ (6-12)
» (6): a ciklus O(n)-szer fut le

» A cikluson belll el8szér egy minimum keresés (7:) O(log n), (8:)
O(1), majd a (9:) ciklus O(dki(x))-szer
» A (9:) cikluson belll (10:) O(log n) lépés
@ (6-12)
> xev [O(log n) 4+ O(1) + O(dki(x) log n)] = O((n+ m) log n)
@ Osszesen: O(n) + O((n + m)log n) = O((n+ m) log n)
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Dijkstra algoritmusanak helyessége

A KESZ halmaz pontjaira D|v] a legrévidebb s ~ v utak hossza, azaz
Dlv] = d(s,v).

Ezt indukcioval bizonyitjuk. Ehhez egyrészt bevezetjik a kdvetkezd
definiciét, masrészt egy erdésebb allitast bizonyitunk, hogy mikddjén
az indukciod.

Definicio

kulénleges ut: egy s ~~ z iranyitott Ut kiilénleges, ha a z végpontot
kiveve minden pontja a KESZ halmazban van. A kildnleges dttal
elérhetb pontok éppen a KESZ-bél egyetlen éllel elérheté pontok.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet Dijkstra algoritmusa 13/18



Dijkstra algoritmusanak helyessége

A (6-12:) ciklus minden iteracios lépése utan érvényesek a
kévetkezbk:

@ (a) KESZ pontjaira D|v] a legrévidebb s ~~ v utak hossza.

@ (b) Hav € KESZ, akkor van olyan d(s, v) hossziisagt (méas )
szoval legrévidebb) s ~ v ut is, amelynek minden pontja a KESZ
halmazban van.

@ (c) Killsé (vagyis w € V \ KESZ) pontokra D[w] a legrévidebb
kidldnleges s ~~ w utak hossza.

Bizonyitas:

Indukcidval (6:) elétt /

Tegyuk fel, hogy igaz a j-edik iteracié utan. Belatjuk, hogy igaz a
j + 1-edik iteracio utan is.

Tegyuk fel, hogy az algoritmus a (j + 1). iteracios lépésben az x
csticsot valasztja a KESZ-be.
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(a) Indirekt: mi van, ha D[x]
nem a d(s, x) tavolsagot je-
16li, azaz van ennél révidebb
S~ x Ut?

Ezen ut ,eleje" (az elsd
olyan y-ig, ahol kilép a
révidebb Gt KESZ-bdl) ki-
I6nleges, (c) miatt —

Az Ut elejének hossza D[y], mert az Ut eleje kllénleges. D[y] < az
egész Ut hossza, mert minden élsuly nemnegativ. Az indirekt feltevés
szerintez < D[x] = D[y] < D[x]

(b) Elég x-re < KESZ korabbi pontjaira az indukciés feltevésbdl (a
KESZ halmaz mindig csak ndvekszik) vV

Lattuk, hogy d(s, x) = D[x], ez egy kllénleges s ~~ x Ut hossza volt a
(j+1). iteracid el6tt (itt a (c)-re vonatkoz6 indukcios feltevést
hasznaltuk) annak végeztével az Gt minden pontja KESZ-beli lesz.
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(c) A(j+1). iteracio elott
Diw]=  min {d(s,Vv)+ Clv,w]}.
veKESZ\{x}

Utana Dlw] = min {d(s,Vv)+ C[v,w]}.
veKESZ

— Elég megnézni, hogy D[w] vagy d(s, x) + C[x, w] nagyobb.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet Dijkstra algoritmusa 16/18



Példa

D|al|b|c|e|f]|KESZ

1. . | 2 | oo | ool {sa}

2.0 119 . oo | oo || {s,a,c}
3.1 |72 ] o || {s,a,c,e}
a1 1724 | {sacef}
501/l 214 4] {sacefb}

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet Dijkstra algoritmusa 17/18



A legrévidebb utak nyomon-kdvetése

Minden pontra tarolunk és karbantartunk egy P|[x] csucsot is, ami
megadja egy, az eddig ismert hozza vezetd legrévidebb Uton az utolsé
eldtti csucsot.

Kezdetben P[v] := s minden v € V-re, ahova mutat él s-bdl.

= (9-11:) ciklus belsejében, ha egy kilsd w csucs D[w] értékét
megvaltoztatjuk, akkor P[w] := x.

Lépésszam: O(n?)

Dijkstra algoritmusa iranyitatlan grafokra: Kezelhetjuk az iranyitatlan
grafot ugy, mintha minden irdnyitatlan él helyett egy oda és egy
visszafelé iranyitott élet vesziink ugyanolyan sullyal.
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