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Iranyitott kbrmentes grafok

Definicio

Egy G iranyitott graf DAG, ha nem tartalmaz iranyitott Kort.

Directed Acyclic Graph
Alkalmazésai példaul:

@ Teenddk Gtemezése — PERT
@ Varakozasi grafok — adatbazisok

Fontos, hogy egy iranyitott grafrol el tudjuk dénteni, tartalmaz-e
irdnyitott kort.
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Ha a graf egy mélységi bejarasa soran talalunk
fal‘el ’ visszaélet akkor a graf nyilvan tartalmaz iranyi-
SO tott kort, azaz nem DAG.

keresztél

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf. Ha G
egy DAG, akkor egyetlen mélységi bejarasa
soran sincs visszaél. Forditva er6sebb igaz: ha
G-nek van olyan mélységi bejarasa, amelyre
nézve nincs visszaél, akkor G egy DAG.
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Bizonyitas.
= v
< Indirekt: Tegyuk fel, hogy nincs visszaél, de G nem DAG = van
benne iranyitott kér: vegylk ennek a legkisebb mélységi szamu v
csucsat, a kor el6zd pontja legyen u. = mszam|[v] < mszam|u]

— uv vissza- vagy keresztél, de u elérhetd v-bdl G-ban iranyitott
aton, ahol a mélységi szamok mindegyike > mszam|v] (a kér élein
keresztil; (részfa lemma)) = nem lehet keresztél

—> u a v leszarmazottja a DFS faban — uv visszaél. / O
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DAG topologikus rendezése

Definicio
Legyen G = (V,E) (|V| = n) egy iranyitott graf. G egy topologikus
rendezése a csucsoknak egy olyan vy, ..., v, sorrendje, melyben

X — y € E esetén x elbbb van, mint y (azaz ha x = vj,y = v;, akkor
i<j).

ilyen nincs
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DAG topologikus rendezése

Tétel

Eqgy iranyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése,
ha DAG.

A\,

Bizonyitas.
=: Ha G nem DAG, akkor nem lehet topologikus rendezése, mert egy
iranyitott kor csucsainak nincs megfeleld sorrendje, mert semelyik
csucs sem elézheti meg a kérben elbtte allot.

«: Ez az irany a kovetkez0 tételbdl kdvetkezik. O

.
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Topologikus rendezés mélységi kereséssel

Tétel
Végezziik el a G DAG egy mélységi bejarasat, és irjuk ki G csucsait a
befejezési szamaik szerint névekvé wy, ..., wy, sorrendben. A

Wn, Wn_1, ..., Wq sorrend a G DAG egy topologikus rendezése.

.

Bizonyités.

Azt kell belatnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor i > j.
Tegyuk fel, hogy van olyan w; — w;, amire

J = bszam[w;] > bszam[w;] = I.

Az élek osztalyozasanal mar lattuk, hogy ez csak ugy lehetne, ha
visszaél. De mivel a graf DAG ez sem lehet. / O

Lépésszam: O(n+ m)
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Legrévidebb utak élsulyozott grafban

Elsulyozott graf: G = (V,E,c), ahol c: E — R egy az élhalmazon
értelmezett fliggvény. c(e) az e él sulya (vagy koltsége vagy hossza),
lehet negativ is.

Elsorozat sulya (kdltsége, hossza): Az élsorozat éleinek stlyanak
0sszege.

Legrévidebb élsorozatok egy adott pontbdl:
Input: G=(V,E,c),seV
(iranyitott vagy iranyitatlan graf is lehet)

Output: A legrévidebb (legkisebb sulyu) élsorozat €s annak
hossza s-bdl a graf minden méas pontjaba.

Megjegyzés: Ha az iranyitott grafban van negativ sulyu iranyitott kor,
akkor ezen sokszor végigmenve végtelenségig csékken az

6sszsuly = nem feltétlen lesz legrévidebb élsorozat. Hasonl6 a
helyzet iranyitatlan grafban 1évé negativ 6sszsulyu kor esetén.
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Legrévidebb utak élsulyozott grafban

Feltesszlk, hogy a grafban nincs negativ sulyu kor.

igy viszont ha egy élsorozat egy pontot tébbszér is érint, akkor
tartalmaz egy kért, aminek sulya > 0. Ha ezt kihagyjuk az
élsorozatbdl, akkor az 6sszsuly nem n6 — kaptunk egy révidebb
vagy ugyanakkora sulyu élsorozatot.

Legtébbszdér nem érdekes, hogy esetleg beillesztheté az Gtba egy
nulla ésszsulya kér. —
Feltesszlk, hogy a grafban minden kér hossza pozitiv.

Ekkor minden legrévidebb élsorozat egy ut.
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Legrévidebb utak DAG-ban

Specialis eset: ¢(e) = 1 minden élre

— Szélessegi keresés — BFS _

Mostani specidlis eset: a graf DAG

Az éaltalanos feladatrol majd késdbb lesz sz6 BSZ2-n.
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Legrévidebb utak DAG-ban

Az algoritmus éllistaval adott graf esetén

1: procedure SHORTEST-PATH(G = (V, E,c), s)
2: megkeresek G-nek egy topologikus rendezését:

Vi,...,Vn S = Vg ehhez el6szér DFS(G, v)-t futtatjuk

3: eléallitom G forditott éllistajat volt gyakorlaton
4: fori=1tok—1do

5: tavolsag[vi] = o

6: end for

7 tavolsag[vk] =0

8: fori=k+1tondo

9: tavolsag(vj] := (Vrr‘}i)n E{tévolség[vj] +c(v;, vi)}
10: honnan[v;] := azla v;, ahol az eldbb a minimumot talaltuk
11: end for

12: end procedure
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Legrévidebb utak DAG-ban

tavolsag|vi]

Animacio
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https://visualgo.net/en/sssp

Legrévidebb utak DAG-ban
Tétel

Ha G egy éllistaval adott sulyozott élii DAG, akkor az egy forrasbdl
induld legrévidebb utak meghatarozasanak feladata O(n + m)
lépésben megoldhato.

Bizonyités.

Helyesség: Mivel minden él és Ut balrél jobbra megy, ezért az s-t6l
balra 1év6 csucsokba nyilvan nem lehet eljutni.

A jobbra levd pontokra indukciéval bizonyitunk: Tegyuk fel, hogy
minden j < i-re tavolsag[v;] mar a legrdvidebb Ut hossza. Indirekt
tegylik fel, hogy v;-be van révidebb ut, mint

i avolsag(v;] + c(v;, v;)}.
(ijr;il)gE{tav alvil + c(vj, vi)}

Ha ennek utolso éle (vy, v;), akkor vx-be volna egy at, ami révidebb,
mint tavolsag[vy]. / O
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Legrévidebb utak DAG-ban

Ha G egy éllistaval adott sulyozott élii DAG, akkor az egy forrasbdl
induld legrévidebb utak meghatarozasanak feladata O(n + m)
lépésben megoldhato.

Bizonyitéas.
Lépésszam:
@ Topologikus sorrend keresése (2: sor a kodban): O(n+ m)
@ Forditott éllista el6allitdsa (3: sor): O(n+ m)
@ Kezdbértékek beallitasa (4-7: sor): O(n)
@ (8-11: sor): Az 6sszegek kiszamoldsa és egy minimum keresés
dpe (Vi) érték kozétt (de mindenképpen legalabb 1 lépes) a 9:
sorban. Osszegezve: > ) (1 + O(dpe(vi))) = O(n + m)

Osszesen: O(n + m) lépés. O
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Leghosszabb utak DAG-ban

Leghosszabb élsorozat nem feltételen létezik, ha van pozitiv 6sszsulyu
iranyitott kér. Mivel DAG-ban nincs semmilyen iranyitott kér, igy mindig
van leghosszabb élsorozat, ami egyben a leghosszabb Ut is.

Tétel

Ha G egy éllistaval adott sulyozott élii DAG, akkor az egy forrasbol
induld leghosszabb utak meghatarozasanak feladata O(n + m)
lépésben megoldhatd.

Ugyanaz az algoritmus mikadik, csak
leghosszabb[v;] := max {leghosszabb[v;] + ¢(v;, vj)},
Vi Vi
illetve az s-bdl el nem érhetd csucsok tavolsaga legyen —oc. O

Nem DAG-ban is értelmes kérdés, hogy mi a leghosszabb Gt (ami nem
megy at egy ponton tébbszdr).
Ez joval nehezebb feladat, nem ismert ra gyors algoritmus.
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