Algoritmuselmélet zarthelyi
2014. marcius 31.

1. Legyen f(x) = max(2® — 1022 + 110z; 2% + 1002) és g(z) = 231982(*) 4 2,
a) Igaz-e, hogy f = 0O(g)?  b) Igaz-e, hogy g = O(f)?

Megoldas: Ha x elég nagy, akkor x® — 1022+ 110z > 2? + 100x. (Kénnyt kiszdmolni, hogy
mér z > 10-re is.); g(x) = 2% + 2%

a) igaz, mert ha z > 110, akkor z% > 110z, ezért x® — 102% + 110z < 2* — 922 < 2% + 2°.
b) igaz, mert ha x > 21, akkor |g(z)| < 2|f(z)], ugyanis ilyenkor 23 + 22 < 223 — 2022 + 220x
nyilvan teljesiil.

2. Két teherautoval n darab ladat szeretnénk elszallitani. A ladak sulyai sq, So,...,S, egész
szamok. Adj olyan algoritmust, ami meghatarozza, hogyan kell elhelyezni a ladakat gy, hogy
a két teherautora rakott Osszsily kiilonbsége minimalis legyen! Az algoritmus 1épésszama
legyen O(n - w), ahol w =>"" | s;.

Megoldas: Alkalmazzuk a hatizsak probléma megoldasara tanult dinamikus programozési
modszert v; = s; értékekkel. Azaz, legyen P[i, k] = 1, ha az els6 i 1ada koziil kivalaszthato
néhany, aminek a silyosszege éppen k, kiilonben legyen 0. Ezért P[0,0] = 1, valamint
Pli,k] = 0 hai = 0és k > 0 illetve ha £ < 0. Az i-edik targyat vagy kivalasztjuk,
vagy nem, ezért Pli, k] = max(P[i — 1,k|, P[i — 1,k — s;]. Ezen kiviil legyen B[i,w]| =
1, ha Pli — 1,k — s;] = 1 (ez jelenti azt, hogy az i-edik ladat felhasznaltuk). Miutan
kiszamoltunk minden P[i, k| értéket k < w/2-re, keressiik meg a legnagyobb olyan k < w/2,
amire P[n, k] = 1. Jeloljik ezt m-el. Ez a legnagyobb 6sszsuly, ami arra a teherautora
keriilhet, ahol a kevesebb 6sszstly lesz. (Igy lesz a kiilonbség minimalis.) A B[i,m] érték
mondja meg, hogy az i-edik targy ezen a teherauton lesz-e.

Lépésszam: A tablazat egy értékét konstans 1épésben kiszamolhatjuk. A téblazat mérete
O(nw), utana egy maximum keresés: O(w), 6sszesen O(nw).

3. Legyenek a GG graf pontjai a haromdimenziés tér azon racspontjai, amelyeknek minden ko-
ordinataja 0 és m kozott van. Két pont pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik koor-
dinatajuk pontosan 1-gyel tér el, a masik két koordinatajuk megegyezik. (Példaul (2,3,4)
és (2,4,4) szomszédosak, de (2,7,4)-el nem szomszédos egyik sem.) Mekkora lesz a (0,0, 0)
pontbdl inditott szélességi keresGfa mélysége?

Megoldas: A BFS fa mélysége a kiindulé ponttdl legtavolabb levé pont tavolsaga. Eb-
ben a grafban két tetszGleges pont tévolsaga a koordinatanként vett kiilonbségek Osszege
(Manhattan tévolsag). Tehat a fa mélysége 3m.

4. A Dijkstra és a Bellman-Ford algoritmus is igy miikodik, hogy amikor meghatarozza az adott
pontba mutaté legrovidebb 1t hosszat, akkor valojaban felfedezett egy ekkora hosszuségu
legrévidebb utat. Adj példat olyan iranyitott grafra, melyben minden élen kiilonb6zd, egész,
pozitiv silyok vannak, és a Dijkstra illetve Bellman-Ford két kiilonb6z6 legrovidebb utat
talal az = pontbdl az y pontbal

Megoldas: Példaul a kovetkezd graf:




Ekkor a legrovidebb 1t nyilvan 9. A Dijkstra elGszor megtalalja a v-be vezetd 1 hossza utat,
és a z-be vezetd 4 hosszut. A kovetkezd korben v-bdl probalunk tovabblépni, megtalaljuk az
rvw utat, mint legrovidebb ut, majd a harmadik kérben az xvwy utat. (Az zzy ut csak ez
utan keriil megvizsgalasra, de mivel nem révidebb, mint a masik, nem valtoztatunk.)

A Bellman-Ford az elsé korben megtaldlja az egy élbdl allo utakat v-be és z-be. A mésodik
korben a két élbdl allokat y-ba és w-be, tehat ilyenkor el6bb az xzy-t taldlja meg.

. Az A[l : 2n] témb egy kupacot reprezental.
a) Igaz-e, hogy az A[l : n] tomb biztosan egy kupacot reprezental?
b) Igaz-e, hogy az A[n + 1 : 2n] témb biztosan egy kupacot reprezental?

Megoldas: Ha kupac, akkor Afi] < A[2i] és Ai] < A[2i + 1].

a) Az el6ébbi tulajdonsag nyilvan teljesiil akkor is, ha csak az els6 n elemet nézziik, tehat
kupac.

b) Nem biztos, ellenpélda: 1,2,3,6,5,4. Ekkor 6,5,4 nem kupac.

. A BJ[1: n| témb kiilonb6z6 egészeket tartalmaz. A Bli| elem lokdlis minimum, ha Bi—1] >
Bli] és Bli] < Bli + 1] teljesiil (B[1] ill. B[n| elég, ha az egy szomszédjanal kisebb). Ad]
algoritmust egy lokalis minimum megkeresésére, mely legrosszabb esetben O(logn) &ssze-
hasonlitast hasznal! (Ha tobb lokélis minimum van, ezek koziil mindegy melyiket talaljuk

meg.)

Megoldas: Hasonlitsuk 0Ossze elsének B[|n/2]]-t és B[|n/2| + 1]-et. Ha B[|n/2]] <
B[|n/2] + 1], akkor belathato, hogy a B[l : [n/2]]-ben van egy lokalis minimum. Ugyanis,
lépegessiink egyesével balra B[|n/2]]-t6l, amig mindig kisebb elemet talalunk. Ha a kovet-
kezs elem mar nagyobb, akkor talaltunk egy lokalis minimumot. Ha pedig elériink B[1]-hez,
akkor B[1] a lokalis minimum. Ha B[|n/2|] > B][|n/2] + 1], akkor hasonléan belathato,
hogy a B[|n/2] + 1 : n]-ben van egy lokalis minimum. Igy visszavezettiik a feladatot egy
fele méretiire. Ez folytatva O(logn) dsszehasonlitdssal megtalalunk egy lokalis minimumot,
hiszen O(logn)-szer kell felezni az intervallumot, hogy 1 hosszt legyen.

. Az 1,2,3,4,5,8,10,9,7,6 tombot gyorsrendezéssel rendezziik, amit kétféleképpen is végre-
hajtunk. Az egyik futtatas soran mindig az éppen rendezendd tomb elsé elemét valasztjuk
véletlen elemnek a particios 1épéshez, a masik futtatas soran mindig a tomb utols6 elemét.
Melyik esetben fogunk kevesebb Osszehasonlitést végezni?

Megoldas: Amikor egy k-elemt tombre futtatjuk a particios eljarast, akkor & — 1 Gsszeha-
sonlitast végziink. Amikor az els§ elemet valasztjuk a particidhoz, akkor az els§ 5 particio
soran az Osszehasonlitasok szama 9+ 8 + 7+ 6 + 5 = 35, ennyi Osszehasonlitast tehat biztos
végziink. (Kiszamolhato, hogy 41 Gsszehasonlitas lesz.)

Amikor az utolsé elemet valasztjuk, akkor az elsg particio 9 Gsszehasonlitast végez és ezzel
egy 5 és egy 4 méretd tomb rendezésére vezeti vissza a feladatot. Fzeket a gyorsrende-
zés legrosszabb esetben is 10 illetve 6 Osszehasonlitéssal rendezi, vagyis ilyenkor legfeljebb
9+ 10 + 6 = 25 Osszehasonlitast hasznal (pontosan 24 lesz), ami kevesebb, mint a masik
esetben.

. Egy piros-fekete faban 13 elemet tarolunk. Minimalisan hany piros cstcs van a faban? (A
teljes megoldashoz be kell latni egy megfelel6 k-ra, hogy lehet k piros, és azt is, hogy nem
lehet k& — 1 piros.)

Megoldas: Belatjuk, hogy legkevesebb 2 piros cstcs van. Ha nincs piros cstcs egy faban,
akkor mivel a gyokértsl minden levél egyforma tavolsagra van, ezért 2 — 1 elemet tudunk
tarolni valamilyen k-ra. Mivel ez semmilyen k-ra nem 13, ez nem lehet. Ha pontosan 1 piros
van (ami nem lehet a gyokér), akkor legyen ennek fekete-magassaga i. Ennek a pontnak



minden leszarmazottja fekete, ezért dsszesen 2(2° — 1) leszarmazottja van. Ez a pirossal
egyiitt 2%-vel tobb, mintha a piros helyett egy fekete gyokerd ugyanolyan mélységii csupa
fekete fa lenne. Tehat ilyenkor a faban 2% 4- 2¢ — 1 elemet tarolunk, ami nem lehet 13. Két
piros csiics viszont lehet:



