Algoritmuselmélet

Flggvények nagysagrendje, elagazas és korlatozas, dinamikus
programozas

Katona Gyula Y.

Szamitastudomanyi és Informacidelméleti Tanszék
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

1. eldadas

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 1/20



Forrasok

— ~

Rényai Lajos N

Ivanyos Gdbor ()

Szabd Réka ) @ Ronyai Lajos—Ivanyos
) Gabor-Szabd Réka:
st Algoritmusok,

> TYPOTEX, 1999
-

1

g

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 2/20


http://www.cs.bme.hu/~kiskat/

Forrasok

E ~

Ronyai Lajos N
Ivanyos Gabor ()
Szab6 Réka ) @ Ronyai Lajos—Ivanyos
) Gabor-Szabd Réka:
. Algoritmusok,
> TYPOTEX, 1999
: . @ FeladatgyUjtemény:
~ http:/www.cs.bme.hu/ kiskat

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 2/20


http://www.cs.bme.hu/~kiskat/

Forrasok

= ~

Ronyai Lajos N
lvanyos Gdabor ()
Szab6 Réka ) @ Ronyai Lajos—Ivanyos
) Gabor-Szabd Réka:
. Algoritmusok,
> TYPOTEX, 1999
: . @ FeladatgyUjtemény:
~ http:/www.cs.bme.hu/ kiskat

1 7 . s vz
@ Egyéb informaciok,
() hirdetmények, foliak

% ) ugyanitt.

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 2/20


http://www.cs.bme.hu/~kiskat/

Kévetelmények

@ ZH: Egy évkézi zarthelyi lesz, ezen lehet az alairast megszerezni.
A zh varhatéan 6 feladatbdl és egy raadasbdl all, mindegyik 10
pontot ér. Az elégségeshez 40%-0s teljesitmény (azaz varhatéan
minimum 24 pont) kell. A zh eredménye beszamit a végso jegybe.
Az aldirasért az évkdzi zarhelyit legalabb elégségesre meg kell
irni.

@ PotZH: Potzarthelyi a megadott idopontban lesz, anyaga,
szabalyai, mint a zh-nal. Ennek eredménye felllirja a zh
eredményét. Ha a zh elérte az elégséges szintet, de a pétzh nem,
akkor az aldirds megmarad, de a pontszam az alairdshoz
szlkséges minimumra (40%) cstkken.

A pétlasi héten lesz még egy alkalom kizardlag azoknak, akik még
nem szerezték meg az alairast (anyaga ugyanaz, mint a zh
anyaga).
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Kdévetelmények

@ Vizsga: A vizsga is ugyanannyi feladatbdl &ll, mint a zh, de
természetesen az egész anyagbol. Ha ezen nem sikerdl elérni
40%-ot, a jegy elégtelen. Amennyiben legaldbb elégséges az
eredmény, akkor a vizsgadolgozatot 60, a zh (illetve pétzh vagy
potpdizh) eredményét 40% sullyal szamitjuk be a vizsgajegybe.
Az igy kapott legalabb elégséges jegyen az eredményhirdetéskor
lehetdség van szobeli vizsgaval egy jegyet médositani (fel vagy
le).
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Algoritmus fogalma

@ Egyeldre nem definialjuk rendesen az algoritmus fogalmat.
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Algoritmus fogalma

@ Egyeldre nem definialjuk rendesen az algoritmus fogalmat.
@ Eljaras, recept, modszer.

@ Jol meghatarozott Iépések egymasutanja, amelyek mar elég
pontosan, egyértelmiien megfogalmazottak ahhoz, hogy gépiesen
végrehajthatdk legyenek.
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A sz6 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban kdnyvet irt az egészekkel valo alapmiveletek végzésérol.
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A sz6 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban konyvet irt az egészekkel valé alapmiveletek végzésérol.

algoritmus < szamitdégép program

valos probléma — absztrakt modell — algoritmus = program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
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A sz6 eredete

Al Khvarizmi (Mohamed ibn Musza) bagdadi matematikus a IX.
szazadban konyvet irt az egészekkel valé alapmiveletek végzésérol.

algoritmus < szamitdégép program

valos probléma — absztrakt modell — algoritmus = program

Cél: feladatokra hatékony eljaras kidolgozasa
Hatékony = gyors, kevés memoria, kevés tarhely
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma | —

modell

program
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma 4 'modell | -2 program

A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcio, l[ényegtelen
elemek kiszlrése, a lényeg kihamozasa
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Algoritmikus problémak megoldasa
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A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcio, l[ényegtelen
elemek kisziirése, a lényeg kihamozasa

Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszerii, formalizalt,
pontos
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Algoritmikus problémak megoldasa

Algoritmikus probléma 4 'modell | -2 program

A: pontositas, egyszerUsités, absztrakcio, l[ényegtelen

elemek kisziirése, a lényeg kihamozasa
Modell: sokféle lehet, elég tag, de elég egyszerii, formalizalt,

pontos

B: hatékony algoritmus, bemend adatok — eredmény,
érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzésével,
értékelésével, megvizsgalva, hogy a médszer mennyire
hatékony
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Példa: Buborék-rendezés leirasa

Input: A[1 : n] (rendezetlen) tdmb

Ha valamely i-re A[i] > A[i + 1], akkor a két cella tartalmat kicseréljuk.
A témb elejérdl indulva, kdzben cserélgetve eljutunk a tdmb végéig.
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Példa: Buborék-rendezés pszeudokddja

procedure buborék

(*az A[1 : n] tmbdt névekvéen (nem csbkkenben) rendezi *)
for(j=n—-1,j>0,j:=j—1)do
for(i=1,i<j,i:==i+1)do

{ ha A[i + 1] < A[], akkor cseréljuk ki 6ket. }
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Példa: Buborék-rendezés helyessége

A kilsé ciklus egy-egy iteracidja utan, a belsé ciklus lefutasa utan az
A[j + 1 : n] tbmb mar rendezett és az A[j + 1 : n] témb egyik eleme
sem kisebb az A[1 : j| t6mb egyik eleménél sem.
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Példa: Buborék-rendezés helyessége

Allitas
A kilsé ciklus egy-egy iteracidja utan, a belsé ciklus lefutasa utan az

A[j + 1 : n] tbmb mar rendezett és az A[j + 1 : n] témb egyik eleme
sem kisebb az A[1 : j| t6mb egyik eleménél sem.

Bizonyités.

Indukciéval. Az elején nyilvan OK.

A belsd ciklus az A[1 : j] legnagyobb elemét teszi az A[j + 1] helyre, ez
nem nagyobb, mint A[j + 1 : n] tébbi eleme és nem kisebb, mint A[1 : j]
t6bbi eleme.

| \

<
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A kilsé ciklus egy-egy iteracidja utan, a belsé ciklus lefutasa utan az

A[j + 1 : n] tbmb mar rendezett és az A[j + 1 : n] témb egyik eleme
sem kisebb az A[1 : j| t6mb egyik eleménél sem.

Bizonyités.

Indukciéval. Az elején nyilvan OK.
A belsd ciklus az A[1 : j] legnagyobb elemét teszi az A[j + 1] helyre, ez
nem nagyobb, mint A[j + 1 : n] tébbi eleme és nem kisebb, mint A[1 : j]
tébbi eleme. O

Ha j =1, akkor rendezett lesz a témb az el6z6 allitas miatt.
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Példa: Buborék-rendezés hatékonysaga

cserék szama: <

n(n—1)
2

0sszehasonlitasok szama: n—1+n—-24+...+1

— n(n=1)
-2
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Példa: Buborék-rendezés hatékonysaga

6sszehasonlitisok széma: n—1+n—2+4...+1= "2

cserék szama: < 221

Java animacié: Buborék rendezés
Video animacio: Buborék rendezés
Video tanc: Buborék rendezés
Java animécio: Buborék rendezés
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtdbbszér csak a Iépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a lépésszam az input méretétdl?
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@ Legtdbbszér csak a Iépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a lépésszam az input méretétdl?
@ Az input méretét legtébbszér n-nel jeldljik.
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@ Az input méretét legtdbbszdr n-nel jeldljik.

@ A lépésszam ennek egy f flggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) |épést végez.
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Hogyan fligg a lépésszam az input méretétdl?
@ Az input méretét legtdbbszdr n-nel jeldljik.

@ A lépésszam ennek egy f flggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) |épést végez.

@ Igazabdl az f figgvény az érdekes.
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Milyen hatékony egy algoritmus?

@ Legtdbbszér csak a Iépésszam nagysagrendje érdekes.
Hogyan fligg a lépésszam az input méretétdl?
@ Az input méretét legtdébbszér n-nel jeldljik.

@ A lépésszam ennek egy f flggvénye, azaz ha n méretl az input,
akkor az algoritmus f(n) |épést végez.

@ Igazabdl az f figgvény az érdekes.

@ 100nvagy 101n, altalaban mindegy

@ n? vagy n® mar sokszor nagy kiilénbség, de néha mindegy
@ n? vagy 2" mar mindig nagy kilénbség
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Példaul

Egy 10'° mivelet/mp sebességli szamitégép mennyi ideig dolgozik,
ha f(n) miveletet kell végrehajtani n méretli bemenetre?

f(n)
n n n? logg N 2n n!
10 [[109] 108 [ 1010 1,02-10~7 36-1074
102 || 1078 | 106 |2.10-10| 4.10'2év 2.9.1010 gy
108 | 1074 | 100 | 610710 | 3,1-10%1012 ¢y | 2,6. 1055656916y
10° | 0,1 |3,1év| 9-10°° sok év sok év
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Flggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fliiggvények, akkor f = O(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ny > 0 allanddk, hogy |f(n)| < c|g(n)| teljesil, ha n > ny.
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Példak

@ 1001+ 300 = O(n)

Biz: 100n+ 300 < 100n+n <101n < c¢n, ha n > 300, ¢ = 101
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Példak

@ 1001+ 300 = O(n)
Biz: 100n+ 300 < 100n+ n < 101n < ¢n, ha n > 300, ¢ = 101

@ 5n +3n= 0O(n?)
Biz: 5n* +3n < 5m° + 3> < 8n? < cn?, han> 100, c=8

Katona Gyula Y. (BME SZIT) Algoritmuselmélet 1. eléadas 15/20



Példak

@ 1001+ 300 = O(n)
Biz: 100n+ 300 < 100n+ n < 101n < ¢n, ha n > 300, ¢ = 101

@ 5n +3n= 0O(n?)
Biz: 5n* +3n < 5m° + 3> < 8n? < cn?, han> 100, c=8

e n*+5n% = 0O(n°)
Bizzn*+5m <6n*<n°<cn’, han>6, c=1
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@ n1000 — O(2n)

Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 108.
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Példak
'Y n1000 — O(zn)

Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
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Példak

'Y n1000 — O(zn)

Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,

TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
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Példak

'Y n1000 — O(zn)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)/ 1 < k' 1
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Példak

Py n1000 — O(2n)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)i 1 < ki 1
(k+ 1)1000 _ k1ooo NI (1000)k1ooo P < k1000 4Ly
kl 1k1000 I+ - < k1000 + 1000k999 < 2. k1000 < 2. 2k _ 2k+1,
ha k > 106.
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kl 1k1000 I+ - < k1000 + 1000k999 < 2. k1000 < 2. 2k _ 2k+1,
ha k > 106.

® logi®®(n) = O(n)
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Példak

Py n1000 — O(2n)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)/ 1 < ki 1

(k—|—1)1000 k1000—|— +(1000)k1000 iy . < k1000 4 ..

kl 1k1000 I+ - < k1000—|—1000k999 < 2. k1000 < 2. 2k
ha k > 108.

® logi®®(n) = O(n)

+

2k+1

Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek

logaritmusat.
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Példak

Py n1000 — O(2n)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)/ 1 < ki 1
(k+ 1)1000 _ k1ooo NI (1000)k1ooo P < k1000 4Ly
kl 1k1000 I+ - < k1000 + 1000k999 <2. k1000 <2. 2k 2k+1,
ha k > 106.
@ 10g;%%°(n) = O(n)
Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek
logaritmusat.

e 2" = O(n!)
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Példak

Py n1000 — O(2n)
Biz: Teljes indukciéval, legyen ¢ = 1, ng = 106.
n = 108-re igaz, mert 108000 < (24)6000 < 210°,
TegyUk fel, hogy k-ra igaz.
Felhasznaljuk, hogy ha k > 108 akkor
(%99 < 1000’ = 1000 - 1000'~! < 1000"~" - 1000"" =
(106)i 1 < ki 1
(k+ 1)1000 _ k1ooo NI (1000)k1ooo P < k1000 4Ly
kl 1k1000 I+ - < k1000 + 1000k999 <2. k1000 <2. 2k 2k+1,
ha k > 106.
@ 10g;%%°(n) = O(n)
Biz: Mivel a logaritmus fliggvény monoton nd, vehetjik a fentiek

logaritmusat.
e 2"=0(n')
@ nl=0(n")
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Katona Gyula Y.

Példak

lgaz-e, hogy n? = O(n)?
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Példak

lgaz-e, hogy n? = O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢, ng, hogy n? < cn teljesiil
minden n > ng esetén.
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Példak

lgaz-e, hogy n? = O(n)?

Nem.

Biz: Indirekt, tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢, ng, hogy n? < cn teljesiil
minden n > ny esetén.

Ekkor n < c teljestl minden n > ny esetén, ami nyilvan nem igaz, ha
n>c.
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Flggvények nagysagrendje

Definicid

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fiiggvények, akkor f = Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ny > 0 allanddk, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljesdl, ha n > ny.
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Példaul:
@ 100n — 300 = Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljeslinek a
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Flggvények nagysagrendje

Definicid

Ha f(n) és g(n) azR* egy részhalmazan értelmezett, valds értékeket
felvevo fiiggvények, akkor f = Q(g) jeldli azt a tényt, hogy vannak
olyan c, ny > 0 allanddk, hogy |f(n)| > c|g(n)| teljesdl, ha n > ny.

Példaul:
@ 100n — 300 = Q(n), hiszen n > 300, ¢ = 99-re teljeslinek a
feltételek

@ 5n% —3n=Q(n?)
e n* —5n =Q(n*
@ 2N — Q(n1000)
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Flggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f = 0O(g) és f =Q(g) is teljesil, akkor f = ©(g).
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Flggvények nagysagrendje

Definicio

Ha f = 0O(g) és f =Q(g) is teljesil, akkor f = ©(g).

Példaul:
@ 100n —300 = O(n)
@ 5n° — 3n=0(n?)
e n* —5n =0(n*
e 1000-2" = ©(2")
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Flggvények nagysagrendje

Definicio

Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett, valos értekii
fliggvények. Ekkor az f = o(g) jel6léssel roviditjik azt, hogy

M — 0, han — oo.
g(n)
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Flggvények nagysagrendje

Definicio

Legyenek f(n) és g(n) a pozitiv egészeken értelmezett, valos értekii
fliggvények. Ekkor az f = o(g) jel6léssel roviditjik azt, hogy
M — 0, han — oo.

g(n)

Példaul:
@ 1001 + 300 = o(n?), hiszen 1024390 _, 0 ha n — oo
@ 5n° +3n = o(n®)
e n* +5n = o(n*log, n)
@ n'000 _ O(2n)
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