Bevezetés a Szamitaselméletbe 11.
9. gyakorlat

1. Milyen maradékot ad

a) 50 11-gyel osztva; b) 2'% 45-tel osztva;

¢) 11" 7-tel oszva? d) 99! 101-gyel osztva?
2. Mi az utolso két szamjegye az alabbi szamoknak?

a) 303104 b) 494"

¢) 1777 — 17'7 + 17 (ZH, 2003. majus 22.) d) 99! + 1

3. Tekintsiik azt a szamtani sorozatot, amelynek els6 tagja 32, differencidja 51. (A sorozat tagjai
tehat: 32,83,134,...) Milyen maradékot ad a sorozat els6 32 tagjanak szorzata 51-gyel osztva? (ZH,
2005. méajus 5.)

4. Dontsd el az alabbiakban megadott halmazokrol és a rajtuk értelmezett miveletekrdl, hogy

(i) a mivelet asszociativ-e; (ii) van-e egységelem;

(iii) mely elemeknek van inverze; (iv) csoportot alkot-e a halmaz a mivelettel?

(a) mod m maradékosztalyok; mod m Osszeadas.

(b) mod p maradékosztalyok a 0-t kivéve; mod p szorzas.

(c) a sikvektorok halmaza; a sikvektorok Gsszeadasa.

(d) egy tetszbleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok unioja.

(e) egy tetszéleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza; a halmazok szimmetrikus dif-
ferencidja. (Az A és B halmazok szimmetrikus differenciaja alatt definicié szerint az AAB =
(A\ B)U (B \ A) halmazt értjiik.)

(f) az egész szamok Z halmaza; az a x b = a + b+ 1 képlettel megadott miivelet.

5. Bizonyitsd be, hogy csoportban mindig megoldhat6 az a - © = b egyenlet! (Ez tehat azt jelenti,
hogy egy tetszbleges G csoport minden a és b eleméhez talalhato a csoportnak olyan x eleme, amelyre
a-x = b teljesiil.)

6. Bizonyitsd be, hogy tetsz6leges G csoport minden a,b € G elemeire (a-b)~' =b"1.a™L.

7. Legyen G egy olyan csoport, amelyben minden elem négyzete (vagyis dnmagaval vett szorzata)
az egységelem. Bizonyitsd be, hogy G' Abel-csoport!

8. Dontsd el, hogy a megadott halmazok a rajtuk értelmezett miivelettel csoportot alkotnak-e?

. tik, hax =
a) a H = {tik, tak} halmaz; az x x y = { B AT Y tasitassal megadott miivelet.

tak, ha x #y
b) a (—1)-t6l kiilonb6z6 valos szamok halmaza; az a*b = a-b+ a+ b képlettel megadott miivelet.
¢) az n X n-es, 1 determinansi (valos) matrixok halmaza; a matrixszorzas.

9. A G véges Abel-csoport Gsszes elemét dsszeszorozzuk valamilyen sorrendben. Bizonyitsd be, hogy
eredmeényiil G-nek olyan elemét kapjuk, amelynek az inverze onmagal!

10. Csoportot alkotnak-e a szokasos szorzasra a valos és tiszta képzetes komplex szamok a 0 nélkiil,
azaz csoport-e (X,-), ahol X = {a € R:a # 0} U{ai : 0 # a € R}, ill. - a komplex szamokon
értelmezett szokasos szorzast jeloli? (ZH, 2006. méjus 4.)

11. A H halmaz alljon a 900 6sszes pozitiv osztojabol. Ertelmezziik H-n a s miiveletet ugy, hogy
a,b € H esetén a * b meghatarozasahoz elGszor a-t és b-t (hagyoméanyos értelemben) Gsszeszorozzuk,
majd az eredmény primtényezds felbontasaban minden prim kitevjét helyettesitjiik a 3-mal vett
osztasi maradékaval. (Igy példaul 36 x 60 = 10.) Déntsiik el, hogy H csoportot alkot-e a * miiveletre
nézve! (ZH, 2005. méjus 5.)
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