A. csoport

1. Két telefon van az irodaban, éppen mindkettén beszélnek. Balint atlagosan 5 percig szokott
beszélni, Dénes 3 percig. Legyen X és Y az a valoszinlségi valtozé, amely azt mondja meg, hogy
mostantdl hany perc mulva fejezi be Balint, illetve Dénes a beszélgetést. Mennyi a valészinlisége,
hogy Balint el6bb fejezi be a beszélgetést, mint Dénes? (A beszélgetés ideje exponencialis
eloszlasu).

Megoldas: Az X és Y fluggetlen, exponencialis eloszlasu valdszinlségi valtozok, igy egyuttes
surlsegfuggvényuk:

1

fX,Y(Xay) = %e SX_%yaxay >0

A keresett valészinlség:

P(X<Y)= ” fxy(X,y)dxdy = TT %e‘%x‘%ydydx =
X

X<y 0

2. A menzan kétféle menubél, az A és B jellibdl lehet valasztani. Ma olyan az ebéd, hogy a
tapasztalatok szerint a diakoknak kb. a 20 szazaléka valasztja az A menut. Ebbdl mar csak 16 adag
van, a B-b6l még 60. Még 70 ember van hatra.

a.) Mennyi a pontos valdszinlisége, hogy mindenki kaphat olyat, amilyet szeretne? (Csak a képletet
irja fel).
b.) Normalis eloszlassal kozelitve, milyen eredményt kapunk?

Megoldas: a.) Mindenki azt kap, amit szeretne, ha az A mentit valasztok szama legalabb 10 és
legfeljebb 16. A hatralévd 70 ember egymastdl fuggetlenil 20 szazalék valoszinliséggel valaszt A
menut, igy az A menut valasztok szama a 70-bél binomialis eloszlasu.

16

P(10 < az A menilt valasztok szama < 16) = Y | ( 7k0 ) £0.2%.0.87% ~ 0.69193
k=10

b.) Ha X jeldli az A ment valasztok szamat, akkor EX = 14,6X = J/11.2 = 3. 3466. A Moivre-Laplace
tétel szerint X standardizaltja jol kdzeliti a standard normalis eloszlast:

X-14 _
3.3466 N(O.D)

igy

_p(10—14 _ X—14 _ 16-14" _ p(_ X 14 _
P(10 < X < 16) = P({0d < Xt < 16508 ) — p(-1.1952 < Sk < 0.59762)

~ ©(0.59762) — d(=1.1952) = d(0.59762) + d(1. 1952) — | =
—0.7257+0.8849 — 1 ~ 0.6106

3. Az X és Y valoszinlUségi valtozok egyuttes eloszlasa a kdvetkezob:

NX 0]
Y N\
-1 005|041 ] 02
0 005 02 0.1
1 | 02]005]005

a.) Mennyi a kovarianciajuk és a korrelacios egyutthatéjuk?
b.) Mennyi E(Y | X =1)?




Megoldas: a.)

N X -1 0 1 | Y perem
Y N\
-1 0.05| 0.1 | 0.2 0.35
0 0.05| 0.2 | 0.1 0.35
1 0.2 | 0.05]0.05 0.3
X perem| 0.3 | 0.35|0.35 1

EX =0.35-0.3 = 0.05,EY = -0.35+0.3 = -0.05

EXY =0.05-0.2-0.2+0.05 = -0.3

cov(X,Y) = -0.3 +0.05% = -0.2975

EX? = 0.65,EY? = 0.65,6%X = 6%Y = 0.65-0.05%2 = 0.6475

R(X,Y) = 22212 = —0.45946

b.) A feltételes varhato értékhez ismernunk kell a feltételes valoszinliségeket.

P(Y =1 | X=1)= 252 = 2L = 0.57143
P(Y=0 | X=1)= 2022t = 2L = 0.28571

P(Y=1|X=1)= 50 = 288 = 0.14286.

és igy a feltételes varhato érték
E(Y | X=1)=-0.57143 +0.14286 = —0.42857

Latjuk, ez a szam joval kisebb, mint a feltétel nélkali varhato érték. Ez érthetd: a kovariancigjuk
negativ, ami azt jelenti, hogy X novekedésével altalaban Y csokkenése jar. Az 1 érték pedig X
legnagyobb értéke, igy Y kicsi értékei dominalnak.

4. Legyen az X,Y egyuttes eloszlasfiuggvénye

2 _ yvy2\p-
fv(X.y) = { c(y* —x=)e”y

0 , kilonben

,ha —y<x<yy>0

Adjuk meg ¢ értékét és szamoljuk ki a perem sﬁrﬁséfijggvényeket' Fuggetlenek?

Megoldas: 1 = Hc(y — x2)eVdxdy = cje y(j(y —xz)dx>dy = cje Yyx- X ]iydx —
-y -y
l—cjey 2 dy - °jy3 evdy =

[ 6e—y—6ye—y—3y e—y—y eV]y=6-%£ =8 =c-=

Ha x < 0: fx(x) = j Ly?—x*)evdy = LeX(1-x)

Hax >0 :fx(x) = [ 1(y? —x?)eVdy = L (x+ 1)e~
Y

Hay > 0: fy(y) = [ 1(y? —x?)eVdx = Lyde.

-y
X és Y nem fuggetlenek, mert a strlségfiiggvényre nem teljesul a fuggetlenségi feltétel. PI.
fer(0,1) = Le i (0) = +,fy(1) = Le-!

5. Valasszuk az X és Y pontokat egymastol fuggetlenul a (-1, 1)-ben egyenletes eloszlas szerint.
Tekintslk a kovetkez6 masodfoku egyenletet: x> + X - x + Y = 0. Hatarozzuk meg annak a
valdszinlségeét, hogy a gyokok valdsak!

Megoldas: A masodfoku egyenlet diszkrimansanak nemnegativnek kell lennie:

D=X2-4Y>0

Ez pontosan akkor fog megtorténni, ha az egységnégyzetbdl szarmazo (X,Y) koordinataju pont
koordinataira fennall
L 2
v=(3)



Ennek a valészinisége pedig geometriai valoszinliséggel szamolva

1
2+ [ Xdx
= —J14 _2' % LB Lgsa167
P= 4 -~ ~ 2 ~Y

6. IMSC Egy 4 egység oldalu négyzet kozéppontja A, egyik oldalanak felezépontja B. Véletlenszerlien
kivalasztjuk a négyzet egy az AB egyeneseére nem illeszkedd C pontjat. Mekkora annak a
valészinlsége, hogy az ABC haromszog hegyesszogi lesz?

-~ 3

N >

Megoldas: A megoldast geometriai valdszinliségi mezében adjuk meg. A valasztott mérték a terulet.
A H eseménytér a 4 egységnyi oldalu négyzet. .
a) Tompaszogl az ABC haromszog, ha valamelyik csucsanal tompaszoge van.

o Ha az A csucsnal van a tompaszog, akkor a négyzet bal oldali felén 1évé C pontok felelnek meg
(kivéve az AB egyenesének pontjait).

o A B csucsnal legfeljebb derékszog lehet.

o A C csucsnal akkor lesz tompaszog, ha C az AB szakasz folé rajzolt Thalész-koron belll van
(kivéve az AB szakasz pontjait).
Legyen a T esemény az, hogy az ABC haromszdg tompaszdogl lesz.

e p

. ' J
A T akkor kdvetkezik be, ha a kivalasztott C pont a zdld tartomanyba esi ennek terulete:
2441
igy a keresett valosziniiség: p; = P(tompaszigli haromszég) = £ = 0.69635
b.) Legyen a D esemény az, hogy az ABC haromszog derékszogi lesz. Derékszogl lesz az ABC

haromszog, ha C az alabbi abran lathato zold szini gorbék valamely pontja. Mivel e vonalak terulete
0, ezeért, igy a keresett valdszinliség is pg = 0.




Ca
\_ J

c.) A hegyesszdgl haromszdg keletkezésének valoszinliségét a komplemens elvbdl szamolhatjuk:

ph=1-pt—pg=1-E -0 =0.30365




B. csoport

1. Két telefon van az irodaban, éppen mindkettén beszélnek. Balint atlagosan 6 percig szokott
beszélni, Dénes 4 percig. Legyen X és Y az a valoszinlségi valtozé, amely azt mondja meg, hogy
mostantdl hany perc mulva fejezi be Balint, illetve Dénes a beszélgetést. Mennyi a valészinlisége,
hogy Dénes el6bb fejezi be a beszélgetést, mint Balint? (A beszélgetés ideje exponencialis
eloszlasu).

Megoldas: Az X és Y fluggetlen, exponencialis eloszlasu valdszinlségi valtozok, igy egyuttes
surlsegfuggvényuk:

fxy(x,y) = ﬁe_%x_%y,xay >0

A keresett valészinlség:

P(Y < X) = ” fxy(X,y)dxdy = ]?]3 21—4e—%x—%ydxdy =

2. A menzan kétféle mentbdél, az A és B jellibdl lehet valasztani. Ma olyan az ebéd, hogy a
tapasztalatok szerint a diakoknak kb. a 25 szazaléka valasztja az A menut. Ebbdl mar csak 20 adag
van, a B-b6l még 40. Még 50 ember van hatra.

a.) Mennyi a pontos valoszinisége, hogy mindenki kaphat olyat, amilyet szeretne? (Csak a képletet
irja fel).
b.) Normalis eloszlassal kozelitve, milyen eredményt kapunk?

Megoldas: a.) Mindenki azt kap, amit szeretne, ha az A menut valasztok szama legalabb 10 de
legfeljebb 20. A hatralévd 50 ember egymastol fuggetlenul 25 szazalék valosziniséggel valaszt A
menut, igy az A menut valasztok szama a 50-bdl binomialis eloszlasu.

20
P(10 < az A men(t valasztok szama < 20) = Z ( 5k0 ) +0.25%+0.75°0k = 0.83005
k=10
b.) Ha X jeldli az A men(t valaszték szamat, akkor EX = 12,5,6X = 49.375 = 3.0619. A
Moivre-Laplace tétel szerint X standardizaltja jol kozeliti a standard normalis eloszlast:

3.0619
lgy

Co(10-12.5 _ X—=12.5 _ 20-12.5 _ »(_ X—12.5 N
P10 < X <20) = P(I§GIES < X5as < 2003 ) = p(-0.81649 < Xias <2.4495)

~ (2. 4495) + ®(0.81649) — 1 ~ 0.9927 +0.7939 — 1 = 0.7866

3. Az X és Y valoszinlségi valtozok egyuttes eloszlasa a kdvetkezoé:

NX a0
Y\
4 01005 02
0 005/ 02] 0,1
1 015 0,11 0,05

a.) Mennyi a kovarianciajuk és a korrelaciés egyutthatojuk?
b.) Mennyi E(Y | X =-1)?




Megoldas: a.)

N X -1 0 1 | Y perem

-1 0,1 10,05| 0,2 0.35

0 0,05| 0,2 | 0,1 0.35

1 0,15| 0,1 | 0,05 0.3
X perem| 0.3 | 0.35|0.35 1

EX =0.35-0.3 = 0.05,EY = -0.35+0.3 = -0.05

EXY =0.1-0.2-0.15+0.05 = -0.2

cov(X,Y) = -0.2 +0.05%2 = -0.1975

EX? = 0.65,EY? = 0.65,6%X = 6%Y = 0.65-0.05%2 = 0.6475

R(X,Y) = Z=2E = —0.30502

b.) A feltételes varhato értékhez ismernunk kell a feltételes valoszinliségeket.

P(Y=-1| X=-1)=20CD ol 1

P(Y l(;(>)<<=_11)) - ’
PY=0| X=-1)= Pix’::l) — 06935 = %

P(Y=1,X="1) .
PY=1]X=-1)= POX—1) O0.135 = %

és igy a feltételes varhato érték
- 1y=-_1 1 _ 1
E(Y | X=-1) ) ¢ 0.16667
4. Legyen az X,Y egyuttes eloszlasfiggvénye

oY) = c(y?—x2)e® ,ha —-y<x<yy>0
o 0 , kiilonben

Adjuk meg ¢ erteket és szamoljuk ki a peremsUriséfuggvenyeket! Fuggetlenek’?

Megoldas: 1 = j jc(y —x2)e~¥dxdy = cje—2y<f(y xz)dx>dy = cje—zy[y X — ]{ydx =
0-y y

1 = Cfe—Zy . 43L3dy = T"jy3 cedy: 2]y} .eXdy:

0 0
— Ac[_3a-2y _ 3yp-2y _ 3\y2p-2y _ Ly3p-2y|® - 3, 4c _
SLve® - dye - gy - gyle ¥ ] = 3

Ha x < 0: fx(x) = [ 2(y? - x*)e¥dy = e>(+ —x)
Hax >0 : fx(x) = [2(y> - x?)e¥dy = e X(x + 1)

y
Hay > 0: fy(y) = [2(y? —x?)eVdx = Ly

-y
X és Y nem fuggetlenek, mert a slrlségfiggvényre nem teljesul a fuggetlenségi feltétel. PI.
fxy(0,1) = 2e72,fx(0) = +.fv(1) = Se2

5. Valasszuk az X és Y pontokat egymastdl fluggetlendl a (-1, 1)-ben egyenletes eloszlas szerint.
Tekintsiik a kovetkezdé masodfoku egyenletet: f(x) = x> + X - x — 2Y = 0. Hatarozzuk meg annak a
valészinlségét, hogy a gyokok valdsak!

Megoldas: A masodfoku egyenlet diszkrimansanak nemnegativnek kell lennie:
D=X>2+8Y>0

Ez pontosan akkor fog megtorténni, ha az egységnégyzetbdl szarmazo (X,Y) koordinataju pont
koordinataira fennall

_X2
Y >4

Ennek a valészinlisége pedig geometriai valoszinliséggel szamolva:



1

oL (o x2 ) _ 25
p=1-1 ( C o 1)dx = 22~ 0.52083
-1

6. IMSC Egy 4 egyseg oldalu négyzet kozéppontja A, egyik oldalanak felezépontja B. Véletlenszeriien
kivalasztjuk a négyzet egy az AB egyenesére nem illeszkedd C pontjat. Mekkora annak a
valészinlisége, hogy az ABC haromszég tompaszdogil lesz?

- B

o v

Megoldas: A megoldast geometriai valészinliségi mezében adjuk meg. A valasztott mérték a terdlet.
A H eseménytér a 4 egyseégnyi oldalu négyzet. .
a) Tompaszodgl az ABC haromszdg, ha valamelyik csucsanal tompaszdge van.

o0 Ha az A csucsnal van a tompaszog, akkor a négyzet bal oldali felén 1évé C pontok felelnek meg
(kivéve az AB egyenesének pontjait).

o A B csucsnal legfeljebb derékszog lehet.

o A C csucsnal akkor lesz tompaszog, ha C az AB szakasz folé rajzolt Thalész-koéron belll van
(kivéve az AB szakasz pontjait).
Legyen a T esemény az, hogy az ABC haromszdg tompaszdogl lesz.

(- )

. ' /
A T akkor kovetkezik be, ha a kivalasztott C pont a zdld tartomanyba esi ennek terulete:
2.4+
lgy a keresett valosziniiség: p; = P(tompaszligli haromszég) = £ = 0.69635
b.) Legyen a D esemény az, hogy az ABC haromszdg derékszogl lesz. Derékszogl lesz az ABC

haromszog, ha C az alabbi abran lathaté zéld szinli gérbék valamely pontja. Mivel e vonalak tertlete
0, ezért, igy a keresett valdszinliség is pg = 0 .
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c.) A hegyesszdgl haromszdg keletkezésének valoszinliségét a komplemens elvbdl szamolhatjuk:

ph=1-pt—pg=1-E -0 =0.30365




