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Chapter 1

Bevezeto

A jegyzet a 2010. évi 6szi félévben, Pintér Marta &altal tartott Valdszinlség-
szamitds kurzus (VISZA208) el6addsai alapjén késziilt. Az o6rdkon elhang-
zottak alapjan irédott, azonban nem helyettesiti az érak latogatasat, csupan
kiegészitést nyujt azokhoz. A jegyzet hibdkat tartalmazhat, ezért kérem hasz-
naléit, hogy amennyiben hibakat fedeznek fel olvasdsa kozben, értesitsenek a
vik.barca@gmail.com e-mail cimen, hogy azok javitasra keriilhessenek. A jegy-
zetet olyan didkok szamara ajanlom, akik az érék latogatdsa mellett szeretnének
pontos képet kapni az ott elhangzottakrol.



Part 1

Valésziniiségszamitas



Chapter 2

Val6szintliségi alapfogalmak

Véletlen kisérletnek nevezziik azokat a a jelenségeket, amiknek kimeneteit az
altalunk figyelembe vett feltételek nem hatarozzak meg. Egy kisérlet lehetséges
kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik. w-val jeloljiik Oket, és mindig pon-
tosan egy kovetkezik be koziiliik. Az elemi események Osszességét eseménytérnek
nevezzik és Q-val jeloljik. Eseményeknek hivjuk az eseménytér részhalmazait.
Egy A esemény bekovetkezik, ha olyan elemi esemény realizalodik, ami eleme az
A eseménynek. Lehetetlen eseménynek nevezziik az olyan eseményt, ami soha
nem kovetkezik be.(Az 6toslotté megnyerése nem lehetetlen esemény, csupdn
nagyon kis valészintiséggel bekovetkezo, viszont az, hogy egyszerre 1 kockaval 3-
at és parosat dobjunk az lehetetlen.) Biztos esemény ezzel ellentétben, amely az
Osszes elemi eseményt tartalmazza, {gy minden alkalommal bekovetkezik.(Példa-
ul az, hogy 0-nél nagyobbat dobunk egy szabélyos kockdval)

Az eseményeket felfoghatjuk halmazoknak, és érvényesek rajuk a halmazmii-
veletek is.

e Két esemény Osszegén az A|J B halmazt értjik, vagyis akkor kovetkezik
be, ha legaldbb az egyik végbemegy.

o Két esemény szorzatén az A () B halmazt értjiik, ez tehédt akkor kovetkezik
be, ha mindkett6 végbemegy.

e A esemény ellentett eseményén (A), vagy komplementerén az Q\ A halmazt
értjik, ami tehdt akkor kovetkezik be, ha A nem.

e A C B, kiolvasva A maga utan vonja a B eseményt. Ha A bekovetkezik,
akkor B is.

A megfigyelhet$ események halmaza az a halmaz, melyrél el tudjuk donteni,
hogy egy végbement elemi esemény benne van-e vagy nem. A teljes eseménytér
megfigyelhetd, jelben Q € F. Ha A € F akkor A € F. Ha véges sok esemény
megfigyelhetd, akkor az Osszegik is megfigyelhetd. Ezen axiémak segitségével
belathatd, hogy a lehetetlen esemény is megfigyelhet6, tovabba, ha véges sok
esemény megfigyelhetd, akkor azok szorzata is. Két eseményt kizdrs eseménynek



neveziink, ha AB = (. Ay, As,... A, € F teljes eseményrendszert alkotnak, ha
paronként kizardak és Osszegiik kiadja a teljes esményteret.



Chapter 3

Kolmogorov-féle
valdésziniliségi mezo

Definicié 1.1 Valdsziniség: Halmazfliggvény, mely a megfigyelhet6 események
halmazérdl képez a [0,1] intervallumra. Minden F-beli eseményre értelmezve
van.

Tulajdonsédgai: ( Kolmogorov féle axiémarendszer:)

1. P(Q) =1

2. Ay, As, ..., A, € F (vagy megszamlalhatéan sok megfigyelhetd esemény)
paronként kizéré események, vagyis A;A; =0 V i,j-re, ekkor

P(Zz Ai) = ZiP(Ai)

Egy kisérletsorozat alkalméval n-szer megismétliink egy kisérletet azonos
koriilmények kozott. A korabbi eredmények nem befolyasoljdk a kovetkezo
kimenetelét. Az esemény gyakorisagan azt a k4 szamot értjik, amely az A
esemény bekovetkezéseinek szaméaval egyenld. Relativ gyakorisag értéke ennek
a szdmnak a kisérletek szdméra vonatkoztatott hdnyadosa, jelben r,(A4) = %‘
A gyakorisdg értéke 0 és n kozti szédm, igy a relativ gyakorisdg a [0,1] inter-
vallumban van, és r,, () = 1, hiszen a teljes eseményrendszer eseményei koziil
mindig legaldbb az egyik realizdlédik. (n — 00) esetén a relativ gyakorisdg a
valdsziniiséghez tart.

A valdszintiiség tujaldonsigai:
1. P(A) =1— P(A), mert A és A kizéré események és 1 = P(Q) = P(A +

) = P(A) + P(A).
2. P0)=0,mert ) =Qés P()=1—-P(Q)=1-1=0.

3. Ha Ay, Ay,... A, € F teljes eseményrendszert alkotnak(pdronként kiza-
réak és Osszegiik kiadja a teljes eseményteret), akkor > P(A;) = 1, mert

S P(4)=P (Z A,-) —PQ) =1



4. A C B esetén P(A) < P(B), mett B = AB + AB f{gy
P(B) = P(AB) + P(AB), amibsl P(B) > P(A).
~~ ——

A >0

5. P(B\A) = P(B)—P(AB), mert B = AB+AB, P(B) = P(AB)+P(4B),
ahol P(AB) = P(B\ A)

Ha A és B nem kizar6 események, akkor a két esemény tnidjanak a valdészin
H uségét a logikai szita mddszerével szamithatjuk ki. Ennek értelmében:

P(A+ B)=P(A)+ P(B) — P(AB)
Héarom esemény esetén pedig:
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)— P(AB)— P(AC)— P(BC)+ P(ABC)

Definicié 1.2 Poincare-formula: Ai, As,... A, € F esetén legyen

=Y P(A) Sp= > P(AA)) Si=P(AAy .. Ay)
=1

1<i<j<n
Ekkor azt mondhatjuk, hogy
i (Z Ai) =Yy
i 1=1

A tétel bizonyitdsa teljes indukciéval torténik.

Tétel 1.1 Boole-tétel Ha Ay, As,..., A, nem pdaronként kizaré események,

akkor . .
a, P (Z Ai> <> P4
i=1 i=1
b, P (HA,) >1-3 P(A)
Bizonyitas:

a, n = 2-re a logikai szita segitségével konnyt belatni. Majd teljes indukcid
segitségével visszavezetheté6 n = 2 esetére.
b, A de-Morgan formulak segitsgvel az allitas egyszeriien beldthatd.

Folytonossagi tulajdonsag:

1. Novekvo halmazok tétele:

Ha Ay < As < Az...<A,<... é A=)> A, akkor

P(A) = lim P(A,)

n—oo



2. CsOkkend halmazok tétele:

HaA12A22A32An2 és A:HAi,akkOI‘
P(A) = nh—>Holo P(4,)

Ezen tulajdonsagokkal rendelkezik, az ugynevezett Kolmogorov féle valdszi-
niiségi mez8, melyet az (2, F, P) értékekkel jellemziink.



Chapter 4

Klasszikus valdszintiiségi
mezo

4.1 Klasszikus valészintliségi mezo

Egy kisérlet, mely véges sok kimenetellel rendelkezik Q = {wy,ws,ws,...wp}

esetén klasszikus valészintiségi mezében P(wy) = P(ws) = Plws) = -+ =
P(w,) =p
n n 1
1=P(Q)=P ] =3 P(w) =nP amibél P = —
(Q) (§w> ; (w;) =nP amibd -

Ha az A esemény k darab elemi eseményt tartalmaz, akkor az A esemény
valészintisége
k 1
—=k—= P(w;) = P(A
ok = 3 Pl = P(4)
w; €A
ami a kedvezd esetek és az Osszes esetek hanyadosaval egyenld. Tehat klasszikus

valdsziniiségi mezdben

P(A) = kedvez6 esetek
~ Gsszes esetek

4.2 Geometriai valdszintliségi mezo

Geometriai valdszinliségi mez6 esetében a kisérlet eseménytere egy geome-
triai alakzat teriilete, maga a kisérlet pedig az alakzat egy pontjanak
kivalasztiasa. Az alakzat mérheto teriileteit nevezziik eseményeknek, és egy
esemény bekovetkezik, ha olyan pont keriil kivalasztasra, ami benne van az
esemény dltal lefedett teriiletben. Jeloljiik p(A)-vel egy A esemény &ltal lefedett
teriilet nagysagat. Ekkor az A esemény bekovetkezésének valdsziniisége:

) = 1)

()

10



Chapter 5

Feltételes valoszintiiség

Legyen A és B két tetszéleges esemény (P(B) > 0). n-szeres kisérletsorozat
esetén vegyiik csak azokat az eseteket, amiknél B bekovetkezett, és ezek kozott
nézziik A el6fordulasait. Ezt nevezziik az A esemény B-re vonatkoztatott relativ
gyakorisdgédnak és % = (4| B)-vel jeloljiik, ahol k-k a megfelel§ események
gyakorisagait jelolik.

kAB o kAB/TL o ’I’n(AB) P(AB)

mlAlB) = = T B PB)

(n — o)

innen ered a kovetkezo definicié.
Definicié 1.3 Az A esemény B-re vonatkoztatott feltételes valészintisége:
P(A|B) = 54D
Tétel 1.2
1. 0< P(A|B) <1
2. P(B|B)=1,P®B)=0
3. A1, Ay, .. Ay, ... e FLAA; =0 Vi, j-re, akkor

P <Z(A»|B> =2 P(AilB)

i=1

Bizonyitas:

1. A-BC B= P(AB) < P(B) = 5i75) <1
P(AB) >0,P(B) > 0= P(A|B) >0

2. B-B=B=P(B-B)=P(B)= 2L _1 ¢9.B=y
= Pl0-B)=0= P(|B)=0



3. A;-k kizaréak = A;B-k is kizardak, igy

(o) o0
P (Z AiB> = Z P(A;B)
i=1 i=1
Ezt leosztva P(B)-vel beldttuk az allitdst.
A definiciébdl kovetkezik az ugynevezett szorzdsi szabdly :
P(AB) = P(A|B)P(B), ami altaldnosan is igaz:
P (H AZ) = P(Ap|Ay ... Ay )P(Ap_1]|Ay ... Ap_s) ... P(A3] A1) P(A;)
i=1

Bizonyitasa a két valtozdéra vett szorzas szabdly alkalmazasaval egyszerii.

Tétel 1.3 Teljes valosziniiség tétele
Aq, As, ... A, megszamlalhatéan sok esemény teljes eseményrendszert alkot és
P(A;) >0 Vi-re. Tetszbleges B esemény valdsziniisége:

P(B) = P(B|A;)P(A))
=1

Tétel 1.4 Bayes tétele
Ay, As, .. Ay, ... megszamlalhatéan sok esemény teljes eseményrendszert alkot
és P(A;) >0 Vi-re. Tetszbleges B eseményre:
P(A;B P(B|A;)P(A;
P(B)  )2; P(B|A;)P(4;)
Definicié 1.4 A és B fiiggetlenek, ha P(A|B) = P(A), vagy P(B|A) = P(B)
vagy P(AB) = P(A)P(B).
( P(AB) = P(A|B) P(B) = P(A)P(B) )
——

P(A)

Tétel 1.5 A és B fiiggetlenek, akkor Aés B, Aés B, B és A is fliggetlenek.
Bizonyitéds: Elég A és B-re beldtni: P(A) = P(AB) + P(AB) =

P(AB) = P(A) — P(AB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(l — P(B)) = P(A)P(B)
Tétel 1.6 () és Q minden més eseménytdl fiiggetlenek.

Bizonyitds: P(A-Q) = P(A)=1-P(A) =P(Q)P(A)

Bizonyitds: P(A-0) = P(0) =0-P(A) = P(0)P(A)

Definicié 1.5 Aq, As,... A, események paronként fliggetlenek, ha

P(A;Aj) = P(A)P(A;) Vi, j-re(i # j).

Definicié 1.6 Ay, Ao, ... A, események teljesen fiiggetlenek, ha barmely k e-
lemet kivélasztva (2 <k <n) V1I<j <jy...<jr <nre
P(Ajl ’ Ajz Ajk) = P(Aj1)P(Aj2) .- 'P(Ajk)

A teljes fiiggetlenségbdl kovetkezik a paronkénti is, de forditva altalaban
nem igaz.

12



Chapter 6

A valbészintliségi valtozo

Definicié 1.7 Az X (Q — R) elemi eseményeken értelmezett fiiggvényt vald-
szintiségi vdltozonak nevezziik, ha A = {w, X (w) € B'} megfigyelhets esemény.

A valbszintiség valtozé eloszldsén(Q,) azt a [0,1] értékkészletii halmazfiige-
vényt értjik, amely megegyezik a valosziniliségi valtozé egy halmazba esésének
valészintiségével. Az eloszlas egyértelmiien meghataroz egy eloszldsfiiggvényt,
és forditva.

Definicié 1.8 Eloszldsfiiggvényen az Fx(x) = QI((—oo,x)) =
= P({X(w) € (—o0,2)}) = P(X < z) fiiggvényt értjiik, ami R — [0,1]-re
képez.

F, tujaldonsagai:

1. Monoton né. x > y esetén Fx (z) > Fx
{w, X(w) <y} ={X(w) <z}= Pla) < P(b

a b Fx(y) Fx(=)

2. Balrdl folytonos.

lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1
T—00

P(a < x < b) valészintiség értéke: X € [a,b) (—00,b) = (—o0,a)J[a,bd)
P(X € (—00,b)) = P(X € (—00,a)) + P(X € [a,D)) =

Pla<z<b)=P(X <b)— P(X <a) = Fx(b) — Fx(a)

1Borel-halmaz

13



Pla<x<b)

FX(b+O) —Fx(a)
Pla<x <b)=Fx(b)— Fx(a+0)
Pla<xz<b)=Fx(b+0)— Fx(a+0)

6.1 Diszkrét eloszlas

Definicié 1.9 X, illetve eloszlasa diszkrét, ha X megszamlalhatoan sok értéket
vehet csak fel.

X(w) € {z1,22,...} Ywe
Ilyenkor P; = P(X = X;) = P({w : X(w) = ;}) valészinfiségekkel frjuk le az
eloszléast.
P(X €E) = Z P,
z,€FE

Fx(z)=P(X € (-~00,2)) = Y _ P,

Az eloszlasfiggvény 1épcsis fliggvény, mely az z; pontokban ugrik, és nagysdga
éppen P;. 0 < P; <1, hiszen val6szintiség, és >, P; = 1.

Nevezetes diszkrét eloszldsok:

1. Indikatoreloszlas: A € F p= P(A) > 0 esemény, amire

X

®

) = 1, ha A bekovetkezik, w € A
1 0, ha A nem kovetkezik be, w ¢ A

p=PX=0=Pfw:weQ\A})=PA)=1-p
p=PX=1)=P{w:weA})=PA)=p
Jele: Ty

2. Binomidlis eloszlds: n-szeres kisérletsorozat, A € F p = P(A) > 0
esemény, ahol

X = A bekovetkezéseinek széma, X € {0,1,...,n}

pr=P(X = k) = <Z)pk(1 ek

Konnyen belathato a binomidlis tétel segitségével, hogy valéban eloszlasrol
van sz06, hiszen az Osszes 0 < k < n egészre Osszegezve 1-et kapunk.

Jele: B(n,p): n-edrenddi, p paraméterii binomidlis eloszlés.

( B(1,p)= IA) Eloszlds mdéduszénak nevezzik azt a k. tagot, amire pg
a legnagyobb érték amit az eloszlds felvehet. Binomidlis eloszlds esetén
a médusz [(n+1)p] (Ha egész, akkor a médusz egyenld k = (n+1)p-1
értékével igy két médusz van).

14



3. Poisson eloszlds: Po(A\) A paraméterii eloszlds, ahol X € {0,1,...}.

)\lc
pk:P(X:k):ﬁe’)‘ A>0
e Taylor sordnak segitségével egyszertien beldthatd, hogy eloszlasrél van
sz6. Mdédusza a [\]. tag (egész érték esetén A-1. tag is.)

4. Geometriai eloszlds: G(p) p paraméterii eloszlds, ahol X € {0,1,...}.
Adott p = P(A) > 0 valészintliségli A esemény elsé bekovetkezéséig végre-
hajtott kisérletek szama X.

pe=PX =k =(1-p)*'p

A geometriai sor konvergencidjat kihaszndlva megmutathaté, hogy
eloszlds. Moédusza pq

Tétel 1.7 Ha (n — o0),(p — 0), gy, hogy np =éallandé. Ekkor
B(n,p) — Po(np), vagyis Vk-ra a binomidlis eloszlds k-adik tagja tart
a Poisson eloszlas k-adik tagjahoz.

Bizonyitas:

n
ny\ g wer nn—1 ... (n—k+1) , ,(1-p2)
== 1 - = _
Dk (k>p (1-p) Y L T
_nn=1)...(n-k+1) (np)* npy\" 1 (mp)*
- n* k! ( - F) a—pF & ¢~ Po(np)s
1 o—np \T/

Tétel 1.8 Geometriai eloszlas 6rokifja tulajdonsiga:
VYk,m P(X=m+4k| X >m)=PX =k)
Bizonyitas:
PX=m+k,X>m) PX=m+k)
P(X = kX > = = =
(X =m+k|X>m) P(X >m) P(X >m)
_ @Qepmtp A=)t
X)) > B
i (1=p)m> (1=p)'p

=1

=(1-p"'p=PX =k)

6.2 Folytonos eloszlasok

Definicié 1.10 X valdsziniiségi valtozd, illetve eloszlasa folytonos, ha
3 fx(z) > 0 slirliségliiggvény Va,b € R

b
P(X € (a,b)) = / Fx(@)de

15



Ha a = —o00, b = x, akkor Fx(z) = [*_ fx(t)dt.
Slirtiségfiiggvény (—o0o,00) intervallumon vett integrélja 1.
Folytonos esetben VP(X = a) = 0, {gy

Pla<z<b)=Pla<z<b)=Pla<z<b =Pla<z<b)

Az eloszléstiiggvény derivéltja a siirliségfiiggvény: fx(x) = dFdLm(x)
Nevezetes folytonos eloszlasok:

1. Egyenletes eloszlds: U(a,b)-val jelolt eloszlds [a,b]-n egyenletes.

Fr(z) = { Obﬂl ha z € [a, ]

kiilonben
0 haz <a
Fx(z)=14 =2 hazec]a,b]

b
1 ha x >b

Egy A hosszi intervallum valdszintisége csak az intervallum hosszatdl fiigg:

P(X € (cio+ A)) = Fi(e + ) - Fy() = CEBI =0 eca A

2. Exponencidlis eloszlds: E()), A paraméter(i eloszlds, A > 0.

Fx(@) = Ae ™% hax >0
XW=1 o kiilonben

1—e™ haz>0
Fx(@) { 0 killsnben

A folytonos eloszlasok koziil az exponencidlis az egyetlen 6rokifji. Ebbol

csak azt latjuk be, hogy az exponencialis orokifji tulajdonsiggal ren-
delkezik:

PX <s+t| X >s)=P(X <t)
P(X<s+t[X>s) P(s<X<s+t) F(s+t)—F(s)

P(X > s) T PX>s)  1-P(X<s)
_ 1— e—A(s+t) _ (1 _ e—)\s) _ e—As _ e—)\(s+t) L e_)\t _
1—(1—e ) e=*s

— F(t) = P(X <1)

3. Normalis eloszlds: N(u,0) u és o paraméterti, ahol p,0 € R és o >0

1 _(e—w?
qu’g(m) = mge 202

16



Ez az ugynevezett haranggorbe. Az eloszlasfiiggvény:

1 r (u—p)?
D, . (x) = 7/ e 22 du

270 J -0

Standard normélis eloszlds: N(0,1), p =0,0 =1

e 2

¢ tulajdonsdgai:
(a) Pdros fliggvény: o(—t) = o(t)
(b)
lim ¢(t) = lim ¢(t) =0

t——o0 t—o0

o . -1
(¢) t =0 - ban van a maximuma, ami oT

(d)

P tulajdonsdgai:
(a) ®(—z) =1— &(x), mert

@(—x):/_mgo(t)dtzl—/oo <p(t)dt:1—/z o(—t)dt =

— 0o —X — 00

x

= —/ pt)dt =1—d(x)

— 00

lim ®(z) =0, lim ®(x) =1, mert eloszlasfiiggvény.

r——00 Tr—00

(¢c) Szigorian monoton nd, mert derivaltja ¢(x), ami sehol sem negativ.
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Chapter 7

A valbészintliségi valtozo
transzformacidja

Definicié 1.11 A valdszintiségi valtozo transzformdcidjan egy t figgvényt ért-
iink, amely egy X valdszintliségi valtozé értékkészletérdl, egy Y valdszintiségi val-
tozé értékkészletére képez. Ha X diszkrét, akkor Y is csak diszkrét lehet, forditva
el6fordulhat, hogy folytonos valdsziniiségi valtozot diszkrétté transzformalunk,
ezt hivjuk diszkretizdldsnak, tovabbiakban példét is fogunk latni ré.

Példa diszkrét transzformdciora:
Ha X ~ B(n,p) és t(z) = n — x akkor

PY=k)=P(n—-X=k) =P(X =n—k) =

n n—k n—(n—=k)
= 1-— =
(n - k‘)p (1-7)

- (Z>P”"“(1 —p)" =Y ~B(n,1-p)

Példa folytonos transzformdciora:
X standard normalis eloszlds, és t(x) = X2.

Fy(y)=P(Y <y)=P(X?<y)=P(—/y <X <y
=0(\y) — 2(—vy) =2(2(vy)) — 1
fr(y) =Fy(y) = \jg\/%e‘

Altalénosségban véve a dolgot, azt mondhatjuk, hogy:

Nl

y=>0

e Ha ¢ szigortian monoton né:

Fy(y)=P(Y <y)=P(X <t '(y)) = Fx(t"'(y))
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e Ha t szigorian monoton csokken:
Fy(y)=P(Y <y)=P(X >t (y)) = 1-P(X <t '(y)) = 1-Fx (t"'(y))

A sfirfiségfiiggvény pedig fy (y) = fx (¢~ 1(y)) ‘dt%y(y)‘, ahol az érték pozitiv, ha

t szigorian monoton névo, és negativ, ha szigortian monoton csckkeno fliggvény.

Tétel 1.9 U egyenletes a [0,1] intervallumon és F(y) tetszdleges szigorian
monoton névé eloszldsfiiggvény, akkor az Y = F~1(U) valdszintiségi véltozé
eloszlésfiiggvénye F(y) lesz.

Tétel 1.10 X szigortian monoton noévé F(x) eloszlasfiiggvényti valdsziniiségi
véltozd, akkor az U = F(X) egyenletes eloszldsu lesz a [0,1] intervallumon.

Definicié 1.12 Linedris transzformdcionak hivjuk az Y = a X +b valésziniiségi
valtozé transzformaciét.(a, b € R)

Standard normadlis valdszintiségi véltozén elvégzett Y = oX + p transz-
formacié p és o paraméteri normalis eloszlast hoz 1étre:

Yy— Yy— 1 e
F :F _— :(b = — 2 —
v (y) x<o> (J) @[me dt

1 Yoo w=w? 1
- = [ =0, > Y ~ Vo)

A levezetés soran felhasznaltuk a t = “=£ és a dt = Ldu helyettesitéseket.

Diszkretizéalas soran folytonos valdszinliségi valtozobdl diszkrétet készitiink
egy traszformdcié sordn. Ilyen transzformdcié példdul a t(x) = [X]+1 fiiggvény
az X ~ E(\) esetben, melynél:

k
P()\ _ k‘)/ )\e—/\zdx _ [_e—)\w]:_l _ e—>\(k?+1) _ 6—/\k _
k—1

=(1--e) T

G(1 — e) geometirai eloszlas jon létre.
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Chapter 8
Varhato érték

e Definici6é I.13 Ha a ) |z;|P(X = ;) sor konvergens akkor 3 vdrhatd
érték és értéke:
EX =Y z;P(X = ;)

e Definicié I.14 Haa [ |z|fx(z)dz < oo akkor 3 vdrhatd érték és értéke:
EX = / xfx(z)dr

Y = t(x) esetén :

EY =Y #x;)P(X = ;) diszkiét és BY = / h t(2) fx (z)da

—0o0
folytonos esetben. Ennek sepcidlis esete a linedris transzformécié (Y = aX +b),
amire: (csak folytonosra bizonyitva, diszkrétre a mddszer azonos)

o0 oo oo

EY = E(aX+b) = / (az+b) fx (x)dx = / azx fx(x)dx+/ b fx(z)dx =

— 00 — 00 — 00

:a/oo xfx(ac)da:+b/oo fx(@)dr= a EX+Db

— 00

8.1 Nevezetes eloszlasok varhato értéke:

p ha X €Ia(p)
np ,ha X € B(n,p)
EX = A ha X € Po(\) diszkrét esetben.

Jha X € G(p)
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be ha X € U(a,b)
ha X € E())

EX = { %
I Jha X € N(p,0)

folytonos esetben.

Mindkét esetben koénnyen levezethetjik a megfelelé értékeket, ha fel-
hasznaljuk a varhaté érték definicidjat diszkrét vagy folytonos esetben, illetve a
megfelel6 valtozdk eloszlasait vagy striiségfliggvényeit.

A vérhaté értéket mnevezik mdsnéven elsé momentumnak is. Létezik
természetesen n-edik momentum is, amit a kovetkezdképp definidlhatunk:

0 Dowey TMP(X =12)  diszkrét esetben.

z)=FEX"
tn(2) (X™) Y ffooo " fx(x)dx folytonos esetben.
Van konstansra vonatkozé n-edik momentum:FE [(X — ¢)"] a c-re vonatkozd
n-edik momentum. ¢ = EX esetén beszélink centralis momentumrol:
E[(X — EX)"]. Mésodik centrélis momentum speciélis tulajdonsdgokkal bir,
ezt nevezziik szorasnégyzetnek.
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Chapter 9

Szorasnégyzet

Definicié 1.15 Szérdsnégyzetnek nevezziik a o2(z) = E [X — EX]? értéket.

Ha valaminek nincs varhaté értéke, akkor ebbol adéddan szérasnégyzete sincs.
A szérdsnégyzetet felirhatjuk gy mint az (X — EX)? véarhat6 értékét, fel-
hasznalva valdszintiségi valtozo transzformaciéjanak varhaté értékére vonatkozé
allitasunkat, a varhaté érték definiciéjaban x helyére (x — EX)? keriil. A szérds
a szérasnégyzet pozitiv négyzetgyoke.

Szérasnégyzet tulajdonsagai:

1. 0%(X) = E[(X —a)?] - (E(X —a))® = EX? — (EX)? Va-ra (Steiner-
tétel)

2. E(X —a)?>0%z)=E(X-EX)?> Va€R
3. 02(aX + B) = a?c*(X) Vo,B€ER
4. 02=0&3ceR PX=c¢)=1ésc=FEX.

Bizonyitas:
1.

E(X —a)? = BE(X? - 2aX +d®) = B(X?) — 2aEX + d?
E(X—a)=EX —a= (E(X —a))’ = (EX —a)? = (EX)? —2aEX +d*

A kett6 kiilonbsége éppen E(X?) — (E(X))?. Ha a helyére E(X)-et frunk
visszakapjuk o%(X) értékét.

2. B(X —a)?=0%X)+ (BE(X —a))? > d*(X)
N———

>0

o*(aX + ) = E(aX + B)® — (E(aX + B))° =
PEX?+20BEX+p%—a*(EX)*—20BEX —5% = o* (EX*—(EX)?) = o*0’X
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=0(X)=0=E(X-EX)?’=0=
=P(X-EX)?=0)=1=PX-EX)=1
Definicié 1.16 Standardizdlt vdltozénak nevezziik az: X = % értéket.
EX =0,0X = 1.

Tétel 1.11 Markov egyenldtlenség Legyen X valdszintiségi valtozd, X > 0 és
3 EX (> 0), tetszbleges A > 0 (A € R) szdmra P(X > \) < X
Bizonyitas:

EX = /OOC xfx(z)dx > /:o rfx(v)dr > /:O Mx (z)dr =

= X1 = Fx(\) = AP(X > \)

Diszkrét esetre a bizonyitds teljesen analég a folytonossal, elébb az Gsszegzést
kell szilikiteni, majd az x-et kicserélni a nala kisebb A-ra.

Tétel 1.12 Csebisev egyenlitlenség Legyen X valdsziniiségi véaltozo, X > 0 és
30X, tetszbleges A > 0 (A € R) szdmra P (| X — EX| > \) < ";ZX
Bizonyitas:

Y = (X -EX)?>0= 3EY = E(X — EX)? = 0>X = Markov egyenlétlenség

fenndll Y-ra

EY 02X
Legyen A2 > 0.P(Y > \?) < = © P((X-EX)*>)\)< = ©
o?X
& P(IX-—EX|>)< 2

9.1 Nevezetes eloszlasok szorasa:

p(1—p) ha X € Ia(p)
np(l1 —p) ha X € B(n,p)

cX = X ha X € Po()) diszkrét esetben.
% Jha X € G(p)
% Jha X € U(a,b)
cX = x ha X € E()) folytonos esetben.
o Jha X € N(u,o0)

Az értékek ebben az esetben is egyszeriien levezetheték Steiner tételének
hasznalataval.
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Chapter 10

Tobb val6szintliségi valtozo
egyluttes vizsgalata

Definicié 1.17 X = {z1,22,...} és Y = {y1,y2,...} valdszinliségi valtozdk,
ekkor a P(X = x;,Y = y;) val6szinliségek Osszességét X és Y egylittes eloszla-
sanak nevezziik.

Definicié 1.18 X = {z1,x2,...} és Y = {y1,y2,...} valészinliségi valtozdk,
ekkor a
P(X=z;)=Y P(X =u;,Y =y;)
J

valészintiségek Osszességét X vetiileti, vagy peremeloszlasanak nevezziik.

T6bb valdszintiségi valtozd esetén is létezik peremeloszlds egy és tobb elem-
nek is. A moédszer ugyanaz, azon val6sziniiségi valtozok szerint szummézunk,
amelyekre nem vagyunk kivancsiak.

Definicié 1.19 X3, X5, ..., X, valdszintiségi valtozdk esetén az

Fx, xy...x,(x1,22,...,2q) = P(X1 < 21,X2 < ®2,...,Xq < xq)
valészintiséget az X1, Xo, ..., Xy egyiittes eloszlasfiigguényének nevezziik.
X1, X9, ..., X4 helyettesitheto egy darab vektor értékii valdszintiségi valtozdval.

X = (X1, Xo,...,Xaq)
Fx, x,.....x, tujaldonségai:

1. Minden valtozdjaval monoton nd.

Fx(z1,...,2i,...xq) < Fx(x1,...,%;,...2q) ,haz; <aj

Vied{l,...,d}
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2. Minden valtozéjaval balrdl folytonos.

3. Ha tetszOleges véltozdjaval a —oo-be tartunk, akkor 0-hoz tart, Ha V
valtozdjaval a co-be tartunk, akkor 1-hez tart

Két valtozd esetén a T téglalapba esés valdszintisége az egyiittes eloszlas-
fliggvényekkel irhaté fel:

PU(X,Y)eET)=Pla< X <be<Y <d) =
= F)Qy((l,c) + FX7y(b, d) — FX7y(G,, d) — F)@y(b, C)

Létezik, mint eloszlas esetében, vetileti, vagy perem-eloszldsfiigguény is:
Definicié 1.20 X3, X5, ..., X, valoszintségi valtozdk. Tetszéleges k-ra
(1 <k<d)aji,...j,indexkombinaciéra, az X;,, X,,, ... X,, egylittes eloszlasa
k dimenzios vetiileti eloszlasfiiggvény.

Tétel 1.13 Az egyiittes eloszldsfiiggvény meghatdrozza az 6sszes vetiileti elosz-
lasfiiggvényt, de forditva nem igaz, az Osszes vetlileti eloszlasfiiggvény sem
hatdrozza meg az egylittest.

Példdul d = 2-re:
Fx(z)=P(X <z)=P(X <z,Y <o0) = lim Fxy(z,vy)
Yy—00

T&bb véaltozd esetén is hasonlé a helyzet. Azokkal, amelyek nem szerepelnek
a vetiileti eloszlasfliggvényben, a végtelenbe tartunk.
Folytonos esetben az eloszlasfliggvényen kiviil 1étezik sliriiségfiiggvény is.

Definicié 1.21 (X,Y), illetve eloszldsuk folytonos, ha Ifx y(x,y) > 0 a stk
minden F részhalmazara, és

P((X,Y)eE)= //E fxy(z, y)dedy

ahol fx y(z,y) az egyiittes siirliségfiiggvény.

Az egylittes eloszlasfiiggvényt megkapjuk a kovetkezéképpen:

Ty
Fxy(z,y) = / / fx. v (u,v)dvdu

Forditva parcidlis derivalassal juthatunk a stirliségfiiggvény értékéhez:

82FX7Y(I’7 y)
0zdy

A vetileti strtiségfiiggvényeket megkaphatjuk, hogyha az egyiittes siirtiségfiigg-
vényt a (—o0,00) intervallumon kiintergdljuk a mésik valtozé szerint, tehat
fx(x)-hez y-szerinti, fy(y)-hoz x szerinti integraldssal juthatunk. To6bb di-
menziéban is hasonléan miikodik az egytittes siirtiségfiiggvénybdl a perem stirii-
ségfliggvények eléallitasa, vagyis azok szerint integralunk, amelyek értéke nem
lesz benne a vetiileti stiriiségfiiggvényben. Az egylittes siirtiségfiiggvény Osszes
véaltozéja szerinti (—oo, 00) intervallumokon vett d-szeres integrélja 1.

fxy(@,y) =
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Definici6 1.22 X és Y fiiggetlenek, ha Va,b,c,d € R
Pla<X<bec<Y<d) =Pla<X<bPlc<Y <d)

Definicié 1.23 X és Y fiiggetlenek, ha Fx y(z,y) = Fx(x)Fy (y).

A két definicié ekvivalens egymassal. X és Y valdszintliségi valtozdk esetén,
diszkrét esetben fiiggetlenek, ha

P(X = 2,Y = y;) = P(X = z;)P(Y = y;), folytonos esetben pedig, ha
fxy(z,y) = fx(x)fy(y). Tébb valésziniiségi valtozé esetén van paronkénti és
teljes fliggetlenség.

Definicié 1.24 X, X,,... X, paronként fliggetlenek, ha X; és X; fiiggetlen
Vi, j-re.

Definicié 1.25 X3, Xo,... X, teljesen fliggetlenek, ha barmely k elemet kiva-
lasztva (2 <k <n) V j1,Jo,-..,jkr indexkombindciéra
Fle "'Xjk (le e :cjk) = Fle (l‘jl)FXjZ (:L'jQ) Ce FXjk (fﬂjk)

A teljes fiiggetlenségbol kovetkezik a paronként fiiggetlenség, forditva altaldban
nem igaz.
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Chapter 11

Valésziniiségi valtozok
osszege

11.1 Diszkrét esetben

X és 'Y diszkrét valészintiségi véaltozok, X,Y > 0, és egészek. Z =X + Y.

k
P(Z=k)=P(X+Y =k)=» P(X=iY=k—i)=
=0

k

=, Y P(X=i)P(Y =k-i)
fuggetlenek =0

Példa erre ha X ~ Po(\) és Y ~ Po(u) és fiiggetlenek. Ekkor a Z = X +Y

eloszldsa Po(A + p).

11.2 Folytonos esetben

Ha folytonosak, akkor
fz(Z) = [m fX7y(t, Z — t)dt = [m fX (t)fy(z — t)dt
fuggetlenek

X,Y € E()) fiiggetlen valdszintiségi valtozdk esetén fz(z) = A\2ze™**

, , , n, n—1 _
n véltozé esetén fz(z) = )znil)u e

11.3 f)sszeg varhato6 értéke

Egyszertien bizonyithaté, hogy X1, Xo,...X,, valoszinliségi valtozok esetén az
Osszeg varhato értéke, a varhaté értékek Osszege, jelben:
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E(Xi+Xs+...4+X,) =EX, + EXs +...+ EX,
Tétel 114 X1, Xo,... X0, Y = (X1, Xa,... X,). Y vérhaté értéke:

e Diszkrét esetben: EY = Eg(X1, Xs,... X,) =
ZZZQ(XMXQ’Xn)P(XI :le’_,,’Xn:g;n)

e Folytonos esetben: FY = Eg(X1,Xs,...X,) =
f e fg(Xl,XQ, .. 'Xﬂ)thXz,--.Xn (Xl’X27 .. .Xn)dl‘l,dxg, e dCCn

Tétel 1.15 Ha X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor
E(XY)=EX)E(Y).
Bizonyités:(Csak folytonosra bizonyitjuk, diszkrétre a levezetés analdg.)

B(XY) = [ h [ " vyl (@) fy (y)dady =

/00 zfx(z)dx /OO yfy (y)dy

— 00 — 00

EX EY

Tétel 1.16 X ésY fiiggetlenek és 3 szérdsnégyzetiik: 0(X+Y) = 02X +0%Y

A bizonyitas Steiner tételének felirdsaval egyszertien levezethetd, ha felirjuk az
Osszeg szorasnégyzetére.

Definicié 1.26 X és Y valdszinliségi valtozdk kovariancidjdin az
E((X —EX)(Y - EY)) értéket értjiik.

cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY + EXEY — XEY — YEX) =
— E(XY) + EXEY — EXEY — EYEX = E(XY) — EXEY
= 02(X 1Y) =0%X 4+ 0%V £+ 2cov(X,Y), cov(X, X) = 02 X.

cov(X,Y)

oXoY -t.

Definicié 1.27 Korreldcids egyitthatéonak nevezzik az R(X,Y) =
Definicié 1.28 X és Y korreldlatlanok, ha cov(X,Y) = 0 vagy R(X,Y) = 0.

Tétel 1.17 Ha X ésY fiiggetlen valésziniiségi valtozok, akkor korreldlatlanok,
de forditva altaldban nem igaz.

Tétel 1.18 Ha a,b € R, akkor cov(aX +bY, Z) = acov(X, Z) + beov(Y, Z)
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Bizonyitas:
E((aX+0bY) - Z)=E(@XZ+bYZ)=aE(XZ)+bE(YZ)
E(aX +bY)EZ = (aEX + bEY)EZ = aEXEZ + bEY EZ
cov(aX +bY,Z)=a(EXZ — EXEZ)+b(EYZ — EYEZ)

cov(X,Z) cov(Y,Z)

Tétel 1.19 —1< R(X,Y) <1

= lcov(X,Y)| < ocXoY
Tétel 1.20
(X1 4+ Xo+ ...+ Xp) =D "X +2) cov(X;, Xj)
i=1 j>i

T6bb valdszinfiségi valtozd, X1, Xo, ..., Xn, vagy X = {X;1, Xa, ..., Xp} ko-

varianciamatrixa:

cov(Xy,X1) cov(Xy,X2) ... cov(Xy,X,)
cov(Xa, X1) cov(Xa,Xo2) ... cov(Xa, X,)
cov(Xp, X1) cov(Xp,X2) ... cov(Xp,Xn)
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Chapter 12

Feltételes eloszlas

Definicié 1.29 A € F,P(A) > 0 eseményre Fx(z|A) = P(X < z|A) =
P(X<z,A)
P(A)

Ha X és Y diszkrét valdszintiségi valtozok, akkor a
P(X = z;]Y = y;) val6szintliséget az X-nek az Y-ra vonatkoztatott feltételes

eloszlasanak nevezzik.

valészinliséget az X A-ra vonatkozé feltételes eloszlasdnak nevezziik.

Az eloszlasfiiggvény definici6jabol egyszeriien levezethetd, hogy:

ang(x,y)
Fxy(zly) = TEJZ/)

Folytonos esetben a feltételes siiriiségfiiggvény ennek az eloszlasfiiggvénynek a
derivéltja:

R )
D@l = —F 05— = "R m

Ez utébbi miatt fx v (z,y) = fx;v(@|y)fy () = fy|xylz)fx(x), ésha X és Y
fiiggetlenek, akkor fy|x(y|z) = fy(y), és fx)y(z]y) = fx (). Mindkét esetben
érvényes marad teljes valdsziniiség tétele, mely szerint:

fx(x) = Z fx (@|Ai) P(A;)

ahol A;-k teljes eseményrendszert alkotnak.
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Chapter 13

Feltételes varhato érték

Definicié 1.30 Az X valdszinliségi valtozé6 A eseményre vonatkoztatott
feltételes vdrhatd értéke diszkrét esetben > x;P(X = x;|A), folytonos esetben
[ zfx(z|A)dz.

Ha A;-k teljes eseményrendszert alkotnak, akkor a teljes valdsziniiség tétele itt
is alkalmazhato:

EX = ZE(X|AZ')P(A1')

i

Definicié 1.31 X-nek az Y-ra vonatkozé varhaté értékén, vagy regresszidjan
az E(X|Y) =r(Y) értéket értjiik, ahol v(y) = [xfx)y(x,y)dz folytonos eset-
ben, mig r(y) = > aP(X = z;|Y = y;) diszkrét esetben.

Regresszié tulajdonsagai:

E(EX|Y)) = [fyrrwdy = [ ([zfx)y(zly)dz) fy(y)dy =
= [l wfxy( 93|y)fY(y)dydl‘ = [2([ fxy(@ydy)de = [xfx(z)ds =
EX

e E(h(y)X|Y)=h(y)E(X|Y), mert Vy-ra E(h(Y)X|Y =y) =
= fh fo\Y zly)dr = h(Y) fﬁEfX|Y(fE|y)d1‘ =h(Y)EX]Y =y)

e Ha X és Y fliggetlenek, akkor F(X|Y) = EX, mert Vy-ra E(X|Y =y)
[afxyy(zly)de = [zfx(z)de = EX

Tétel 1.21  Barmely d(Y) fiiggvényre igaz, hogy FE (X — d(Y))2 >
E (X —r(Y))?, ahol r(Y) a regressziés fiiggvény.

Normélis eloszlds esetén a regresszi6 linedris. E(X|Y = y) = aY + b, ahol
a=2f éb=pm— 2 fu
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Definicié 1.32 X és Y valdsziniiségi valtozok linedris regresszidjan, azt az
a*Y + b* valészinfiségi valtozét értjiik, amire, E(X — (a*Y + b*))? minimélis
értékii. Derivalds haszndlatdval egyszertien levezethetd, hogy a* = R(X, Y)%
illetve b* = EX —a*EY.
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Chapter 14

Nagy szamok torvénye

Az eldz8 fejezetekbdl mar ismert a relativ gyakorisdg értéke, rn(A):%‘, ami-
nek hatdrértéke a P(A) valdszintliség, ahol ks az A bekovetkezéseinek szama n

kisérletbol.

Definicié 1.33 X, valoszintliségi valtozo sorozat egy valdszinidséggel konvergal
az X-hez, ha
P{w: lim X,(w)} =X(w)) =1
n—oo

jelben :

x, ¥ x

Definici6 1.34 X, valészintiségi valtozo sorozat sztochasztikusan konvergdl az
X-hez, ha

lim P({w:|Xp(w) — X(w)| >¢e}) =0

n—roo

jelben :

x, % x

Definicié 1.35 X, valdszintiségi véaltozd sorozat eloszldsban konvergal az X-
hez, ha
lim Fx, (v) = Fx(x) Vz € R —re,

n— oo

ahol Fx (x) folytonos, jelben :

X, % x

Tétel 1.22 A Nagy szamok torvényének Bernoulli féle gyenge alakja:
Legyenek X; (i = 1,2,...,n) valdszinliségi valtozdk fiiggetlenek és azonos in-
dikator eloszlasuak

(EX; = p). Ekkor

rm(A) 55 pa)



vagyis
lim P(|r,(A) — P(A)| >¢) =0Ve >0

n—oQ

Bizonyitas:

han — o

Tétel 1.23 A Nagy szamok térvényének Csebisev féle gyenge alakja:
Legyenek X; (i = 1,2,...) valdszinliségi véaltozdk fiiggetlenek, és azonos
eloszldsiak.3 kozos varhaté értékik(EX; = p) és kozOs szordsnégyzetiik.
Legyen Z, = W7 akkor

I, S—t> M
vagyis
lim P(|Z, —p|>¢)=0Ve >0
n—oo
Bizonyitas:

han — o

Tétel 1.24 A Nagy szamok térvényének Kolmogorov féle erés alakja:
Legyenek X; (i = 1,2,...) valdszinliségi valtozok teljesen fiiggetlenek. 3 kozos
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vérhaté értékitk (EX; = p) és szérdsnégyzetitkre Y 02X, < co. Z, =

XitXob ot Xa amire
1y

Zp = i

vagyis
P(hm anu)=1
n—oo
Tétel 1.25 Centralis hatareloszlasi tétel:
Legyenek X; (i = 1,2,...) valdsziniiségi véltozdk paronként fliggetlenek, és azo-

nos eloszlasiak. 3 kozos varhato értékitkk(EX; = p) és kozos szérdsnégyzetik.
7 = X1+X2+'“+Xn*n#_re
n Vno

Ly — 72
, ahol Z € N(0,1) vagyis

Xi+Xo+ -+ X, —np
Fy (z)= P(Z, <x) =P <
2a) = P(2, <) =P —

(n—> o) VxeR

a:) — O(x)

Tétel 1.26 Moivre-Laplace tétel:
Legyenek X; (i=1,2,...) valdszinliségi valtozok fliggetlenek, és azonos indikdtor
eloszlasuak. 3 kozos vérhato értékik(EX; = p) és kozos szérdsnégyzetiik

i — Xt Xot-tXu—np_
(p(1-p)). Ekkor Z, o ir) re

Zn Sz

, ahol Z € N(0,1) vagyis

X1+ Xo+ -+ X, —np <
np(1 —p)

n

Fy (a:):P(Zn<a:):P< x) — O(x)

(n—> o) VxeR
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Chapter 15

Markov-lancok

Legyen az X1, Xo, ..., X,, ... valoszinliségi valtozd sorozat. Altaldban az n-edik
valészintiségi valtozé fiigg, az elézbektol. Egyszeribb eset, hogyha csak az 6t
megel6z6 néhanytdl fiigg. Ennek specidlis esete, ha csupan az 6t kozvetlentl
megel6z6tdl fiigg, ekkor beszéliink Markov-lancrol.

Definicié 1.36 X, Xs,..., X, € S-allapottér esetén, ha Vn > 1-re
P<Xn = xn|X0 = l‘o,Xl =T1y--- 7X7’L71 = xnfl) = P<Xn = -Tn|Xn71 = xnfl)
akkor a valészinliségi valtozé sorozat Markov-ldnc.

Atmenet valészintiségnek nevezziik azt a valoszinliséget, mely megmondja, hogy
egy allapotbdl, valamelyik masik allapotba milyen valdszintiséggel jutunk. Pél-
ddul a P(X,, = 2— X,,—1 = 3) = 1/2 annak a valdsziniisége, hogy ha az n-1-edik
allapot a 3, az n edik allapot, a 2 lesz. Az dtmenet valésziniiségek altalaban
fiiggenek n-t61(id6t6l). Ha az dtmenet valdsziniiségek fiiggetlenek az n-t6l, akkor
stacionariusnak nevezziik 6ket, a Markov-lancot pedig homogénnek. Homogén
Markov-lancot egyértelmtien meghatarozza kezdeti eloszlasa, vagyis barmelyik
allapotanak eloszlasa.

P(Xl :.7|X0 = Z) = P(X’rb :j|Xn—1 = Z)
V n-re, ha a Markov-lanc homogén.

Definicié 1.37 Legyen a X1, Xs,..., X, ... valosziniiségi valtozdk altal alko-
tott valdszintiségi valtozé sorozat Markov-lanc. Ekkor a Markov-lanc II,igyne-
vezett atmenetvaldszinilség mdtrizdn egy matrixot értink, amire

[H]z‘j =P =P(X,1=j,Xo=1) (i,j€59)

Definicié 1.38 Legyen a X7, Xo,...,X,,... valésziniiségi valtozdk altal alko-
tott valészintiségi valtozé sorozat Markov-lanc. Ekkor a Markov-lanc [I1]",dgy-
nevezett n lépéses dtmenetvalosziniség mdtrizdn egy matrixot értiink, amire

[H]z(’?) = Pi(jn) =P(X,=j,Xo=1) (i,j€S)
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A métrix méretét az dllapotok szdma adja, ha |S| = k = k*k-as a mdtrix.

Definicié 1.39 Kezdeti eloszlds sorvektordnak nevezzitk a P értéket, ha
PO = p(Xy =), V(i€ S)

Definicié 1.40 n-edik abszolit eloszlds sorvektordnak nevezzik a P() értéket,
ha P = P(X, = i), V(i € 5)

A kezdeti és n-edik abszolit eloszlas sorvektorai kapcsolatban dllnak egymassal:
pn) — pOI”

Tétel 1.27 Chapmann-Kolmogorov tétel:

n™ = a@nt=9 = 11" Vi-re

ahol II(") a fenti altal definidlt n-lépéses atmenetvalészinfiség matrix, mig II" a
fonti definiciéval leirt atmenetevaldszinliség matrix n-edik hatvénya.

Definicié 1.41 A P(>) = [imP(n) értéket hatdreloszldsnak nevezzilk, ha
létezik. Ertéke nem fligg PO-tdl, és eloszlés.

A hatéreloszlds nem fiigg a kezdeti eloszlastél, tehat P(°) nem fiigg P(9)-t4l.
A hatdreloszlasra tovabba igaz, hogy:

P = lim PM = lim (PCD1I) = ( lim P<"—1)) Il = PII

n—oo n—oo n—oQ

Definici6é 1.42 A Markov-lancot stabilnak nevezziik abban az esetben, ha
létezik hatareloszlasa.
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Part 11

Matematikai statisztika
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A matematikai statisztika a valdszintiségi tér azon elemeivel foglalkozik,
ahol a valdsziniiség nem ismert, esetleg feltételezéseink vannak csupéan értékére.
Ekkor hivjuk segitségiil a statisztikat, melyben a megfigyeléseinkre alapozva
allitunk fel becsléseket, melyekkel megprébaljuk elorevetiteni a kimeneteleket,
és megbecsiilni a valészintiséget.

Definicié I1.1 Az X = (X1, Xo,..., X,,)7 statisztikai megfigyelést statisztikai
mintanak nevezzik, ha X;-k tejesen fliggetlen, azonos eloszlasi valdszinliségi
valtozdk V P€ P esetén, azaz

P(X;<z)=Fy(z) (1=1,2,3,...,n)

k
P(Xz'l < JJZ'I,XIQ < l‘i2,...,X1‘k < Jiik) = H Fp(xia) (VQ <k< TL)
a=1

A mintanak egy T,, = T, (X1, Xo, ..., X,,) fliggvénye, vagy statisztikai fiiggvény.

Definicié I1.2 A T, (X3, X5, ..., X,,) statisztika sorozat a ¢ € R paraméter
torzitatlan becslése, ha E(T),) = 9

Definicié I11.3 A T,,(X1, Xo,..., X,,) statisstika sorozat a ¢ € R paraméter
asszimptotikusan torzitatlan becslése, ha

nh_}n;o E(T,) =9

T

A kovetkezd definiciékhoz felhasznaltuk, az el6z6 fejezetben térgyalt sztochaszti-
kus és egy valdszintiiségii konvergencidk definicidit.

Definicié I1.4 A T, (X3, Xs, ..., X,,) statisztika sorozat a ¢ € R paraméter
konzisztens becslése, ha T, sztochasztikusan konvergal ¥-hoz, vagyis ha VP € P

és £ > 0 esetén
lim P(|T, —v¥|>¢)=0
n—oo

ahol P a lehetséges paraméteres eloszlasaink halmaza.

Definicié I1.5 A T,,(X;, Xo,...,X,,) statisztika sorozat a ¢ € R paraméter
erdsen konzisztens becslése, ha T, egy valdszinliséggel konvergal ¥-hoz.

Definicié I1.6 A T,,(X;, Xs,...,X,,) statisztika sorozat a ¢ € R paraméter
négyzetes kozépben konzisztens becslése, ha

lim E(T, —9)?> =0

n—oo

Tétel I1.1 Ha T, (X1, Xs,..., X,,) statisztika erésen, vagy négyzetes kdzépben
konzisztens, akkor konzisztens.
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Tétel I1.2 Ha T,(X;, Xs,...,X,,) statisztika aszimptotikusan torzitatlan és
szérdsa 0-hoz tart (n — oo), akkor konzisztens.

Definicié I1.7 A T1(X;,Xo,..., X,,) és To(X1, Xo, ..., X,,) statisztika a ¥ €
R paraméter két torzitatlan becslése, akkor T hatdsosabb a Th-nél, ha JQ(Tl) <
0%(Tz) V9 € R, és Iy € R, hogy 0'1290 (Th) < 0§0 (T2)

Egy T, statisztikdt hatdsosnak neveziink, ha minden T’-nél hatdsosabbnak
bizonyul.

Vannak specidlis statisztikak, melyekre erds szabalyok érvényesek, tekintsiik
most meg ezeket:

Definicié I1.8 Az z,, = % Z?=1 x; statisztikat, az X1, Xo,..., X, statisztikai
minta dtlag, vagy empirikus kozép statisztikdjinak nevezzik.

Definicié 11.9 Az s2 = 13" (2, — 7,)? statisztikdt, az X1, Xo,..., X,

n =1
statisztikai minta empirikus szordsnégyzet statisztikdjinak nevezziik.

Definicié I11.10 Az s}? = ﬁ St (w; —T,)? statisztikdt, az Xq, Xo, ..., X,
statisztikai minta korrigdlt empirikus szordsnégyzet statisztikdjinak nevezziik.

Az empirikus szérasnégyzet statisztika a ¢ szérasnégyzet aszimptotikusan
torzitatlan becslése. A korrigdlt empirikus szorasnégyzet a o szérasnégyzet
torzitatlan becslése. A linedris statisztikdk kozill az T, a leghatdsosabb.
Ha két becslés a paraméter hatasos becslései, akkor a két becslés egyezési
valosziniisége egy. Ezek azok a tulajdonsagok, amelyek hasznossa teszik a
becslések haszndlatat.
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Chapter 16

Maximum likelihood becslés

A maximum likelihood becslés egy moddszert kindl szamunkra, melyben egy
becsléshez megfelel6 statisztikat tudunk valasztani.

Definicié 11.11 Legyen adott az X5, Xo, ..., X,, diszkrét eloszlasu statisztikai
minta. Legyen

L(z,0) = [[ Po(Xi = )

a statisztikai minta egyiittes eloszlasa. Ekkor a minta mazimum likeli-
hood becslésén azt a T,(X1, Xa,...,X,) statisztikdt értjik, amire L(x, T})
maximalis.

Definicié 11.12 Legyen adott az X;, Xo,..., X, abszolut folytonos eloszlas-
fliggvény statisztikai minta. Legyen

n

L(x,9) = [] fo(z:)

i=1

a statisztikal minta egyiittes stirliségfiiggvénye. Ekkor a minta mazimum like-
lihood becslésén azt a T, (X1, Xa,...,X,) statisztikdt értjiikk, amire L(x, T,)
maximalis.

Az L(x, ¥) fliggvényt hivjak likelihood fiiggvénynek. A maximélis érték meg-
hatdrozasahoz derivalast hasznalunk, azonban mivel ezen fliggvények altalaban
bonyolult kinézetliek, eléggé probléméds a derivalasuk. Felhasznaljuk azt, hogy
a természetes alapu logaritmus szigorian monoton névekvé fiiggvény, igy max-
imumhelyei ugyanott 1épnek fel, mint a likelihood fiiggvénynél. Ennek okan
sokszor egyszeriibb az ugynevezett log-likelihood fliggvényre megoldani a max-
imumkeresés feladatdt. A log-likelihood fliggvény a likelihood fiiggvény termé-
szetes alapt logaritmusa, vagyis l(z,¥) = InL(z,¥), amibél

a,9) =) In(fo(xs))
=1
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A megolddsokat a loglikelihood fliggvény }; paraméter szerinti parcidlis de-
rivaltjainak azok k értékeinél kell vizsgalnunk, ahol a derivalt 0. Az atlagstatisz-
tika és az empirikus szorasnégyzet statisztika normél esetben az elméleti
varhato érték és szérasnégyzet maximum likelihood becslései. Poisson elosz-
ldsi statisztikai minta esetén az atlagstatisztika a a varhaté érték maximum
likelihood becslése, mig egyenletes eloszlasnal, a maximumstatisztikardl lathatéd
be ugyanez. A hatdsos becslés, ha létezik ilyen, egy statisztikai minta esetében,
a maximum likelihood becslés.
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Chapter 17

Hipotézisvizsgalat

17.1 Konfidencia-intervallumok

Az eddigi esetekben az tgynevezett pontbecslésekrél volt sz6, ahol pontosan
prébaltuk meghatarozni a paramétert. Folytonos esetben annak a valészintisége,
hogy egy valdszinliségi valtoz6 éppen egy megadott pontot vegyen fel, nulla (lasd
visszdbb...), igy ezekben az intervallumbecslések haszndlata vezet eredményre,
ahol a mintakbdl tartoményokat hatarozunk meg, meyekbe a paraméter nagy
valészintiséggel beleesik.

Definicié I1.13 Legyen Xi,...X,, € N(0,1) teljesen fuggetlen valésziniiségi
véltozok, ekkor az Y = " | X7 val6szintiségi valtozé eloszldsa n-szabadsdgfoki
x?2 eloszds.

Definici6é I1.14 Legyen X;,X,...X, € N(0,1),Y € N(0,1) fliggetlenek,
ekkor a Z = ——— eloszldsa n-szabadsdgfoki t vagy Student eloszlds.

2%
i=1_ ¢

n

Tétel I1.3 Az X, Xs,... X, € N(m,D)-bdl 4116 statisztikai minta esetén Lu-
kdcs tétele a kovetkezSket mondja:

o EnEN(m,\%)

ns
D2

2
n

o € x2_; ,n-1 szabadsagfoki x? eloszldsti.

e T, és s2 fiiggetlenek, illetve 7, és s3? is fiiggetlenek.

17.2 Hipotézisek, prébak
Vegytlink a P valdsziniiségi mértékek osztalyat. Legyen ez felbonthaté PO és

P1 diszjunkt részhalmazokra. Allitsunk fel egy véletlen eseményhez tartozé P
valészintiségi mértékre egy Hy nullhipotézist, és egy H; alternativ hipotézist,
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annak értelmében, hogy a P a PO vagy P1 halmaz eleme. A dontést, hogy P
melyikhez tartozik a statisztikai minta alapjan hozzuk. Készitiink egy probasta-
tisztikat, ami hogyha teljestil, akkor Hy-at fogadjuk el, ellenkez6 esetben Hi-et.
Elséfaju hibat kovetiink el, ha helyes nullhipotézist elvetjiink, és méasodfajut,
ha a helytelent elfogadjuk.

A kovetkezékben kiilonbozé probakat fogunk vizsgdlni, melyekben a null-
hipotézis elfogadasanak eldontésére elore definialt probastatisztikdk allnak ren-
delkezésiinkre.

17.2.1 Paraméteres prébak

e Egymintds u préba:
Legyen egy m és D paraméteri normalis eloszlasbdl vett mintank. D
értéke ismert, m-é nem. A nullhipotézis ebben az esetben, hogy az eloszlas
varhato értéke éppen m, jelben

Hy:EX=m
Hi:EX #m
Proébastatisztikénk az
Ty — M

—

Ha ennek értéke kisebb mint u. (ahol ®(u.) = 1—5) akkor Ho-t elfogadjuk,
maskiilonben elvetjiik.

e Kétmintas u proba:
Legyenek my és D; valamint mo és Dy paraméterti normélis eloszlasbdl
vett mintank. D-k ismertek, m-ek nem. A nullhipotézis ebben az esetben,
hogy a két eloszlas varhatd értéke megegyezik, jelben

H0:m1=m2
leml#mg

Prébastatisztikank az

Tn — Yk
Ha ennek értéke kisebb mint u. (ahol ®(u.) = 1—5) akkor Ho-t elfogadjuk,
maskilonben elvetjik.

e Egymintas t préoba:
Legyen egy m és D paraméterti normalis eloszlasbdl vett mintank. D és m
értéke is ismeretlen nem. A nullhipotézis ebben az esetben, hogy a eloszlds
varhato értéke éppen m, jelben

Hy:EX =m
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Hi:EX #m

Proébastatisztikank az B
Tp—m

822 \/ﬁ € tn—l

Ha ennek abszolit értéke kisebb mint t. (ahol t.-t a Student-eloszlés
tébldzatdbdl tudjuk kiolvasni) akkor Ho-t elfogadjuk, maéskiilonben el-
vetjiik.

Kétmintas t préoba:

Legyenek my és D valamint mso és D paraméterii normaélis eloszlasbdl vett

mintdnk. A ko6zos D és m sem nem. A nullhipotézis ebben az esetben,
hogy a két eloszlas varhatd értéke megegyezik, jelben

Hozmlzmg
Hl:ml#mg

Prébastatisztikank az

Tn—Yy —
Dy/1+4+4 X, Y.

“1sn —1)s*2 - * *
N N e R T

S tn+k—2

Ha ennek abszoliit értéke kisebb mint ¢, (ahol t.-t az n+k-2 szabadsdgfo-
ki Student tédblazatbdl tudjuk kiolvasni, az 1-k-hoz tartozé érték.) akkor
Hy-t elfogadjuk, méaskilonben elvetjiik.

F proba:

Legyen adott két mintank, mq, Dy, illetve mso, Do paraméteri normaélis
eloszlasbdl. Egyik érték sem ismert. A nullhipotézis ebben az esetben,
hogy a két eloszlas szérasa megegyezik, jelben

Ho . Dl = DQ
H1 . D1 74 D2
Proébastatisztikénk az

*2
Y.k

S

Ha ennek értéke K; és Ko kozé esik, ahol a két értéket az n-1, k-1 sza-
badsagfokiu Fisher tablabol kapjuk, akkor elfogadjuk Hy-at, egyébként
elvetjiik.

Mind az 5 prébastatisztika els6faji hibavaldsziniisége e-nal egyenlo.
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