Számítástudomány alapjai

I. Zárthelyi megoldásai

1. Az 52 lapos francia-kártya csomagban 4 szín van és mindegyik színből 13 lap. Hányféleképp lehet kiosztani egy játékosnak 13 lapot úgy, hogy legalább két ászt kapjon, és ne kapjon egy treffet sem?

Két eset van: az adott játékos vagy 2, vagy 3 ászt kap. Mivel a treff ászt nem használhatjuk, ezért az előbbi esetben három ászból kell kettőt választania, majd a maradék nem ász és nem is treff lapokból (ez 52 – 13 – 3 = 36 lap) még 11 másik lapot. Ez összesen 
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 lehetőség. Ha pedig három ászt osztunk a játékosnak, akkor ez további 
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lehetőség, hiszen mindhárom ászt ki kell osztanunk, a maradék lapokból pedig még 10-et kell választanunk. Azaz a válasz 
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2. Hány olyan 5 pontú, egyszerű, nemizomorf gráf van, amiben minden pont foka legalább 2? 
Az élszám valamint a fokszámok sorozata szerint sorrendbe rakhatjuk a szóba jövő gráfokat. Amellett, hogy minden fokszám legalább 2 és legfeljebb 4, az is igaz, hogy a fokszámok összege páros. Így adódnak az alábbi lehetőségek:

5 él: 2, 2, 2, 2, 2

6 él: 2, 2, 2, 3, 3

  2, 2, 2, 2, 4

7 él: 2, 3, 3, 3, 3

  2, 2, 3, 3, 4

  2, 2, 2, 4, 4

8 él: 2, 3, 3, 4, 4

  3, 3, 3, 3, 4

9 él: 3, 3, 4, 4, 4

10 él: 4, 4, 4, 4, 4

Vegyük észre, hogy csak két fokszámsorozatot hagytunk ki: a „2, 2, 4, 4, 4” -et és a „2, 4, 4, 4, 4” -et. Ennek oka, hogy ha egy 5 pontú egyszerű gráfban van legalább három negyedfokú pont (ezek minden más ponttal szomszédosak), akkor nem lehet másodfokú pont a gráfban. 
A fenti 10 fokszámsorozat mindegyikéhez tartozik (legalább) egy gráf, az egyik esetben pedig két egymással nem izomorf gráfot is kapunk. Ezeket láthatjuk az alábbi ábrán:
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A válasz tehát az, hogy 11 ilyen gráf van.

3. Legyen F a G gráf egy minimális összsúlyú feszítőfája. A G’ gráfot úgy kapjuk, hogy hozzáveszünk G-hez egy új pontot, összekötjük G néhány pontjával és ellátjuk az új éleket valamilyen súllyal. Igaz-e, hogy G’-ben biztosan van olyan minimális összsúlyú feszítőfa, ami F minden élét tartalmazza?

A válasz nem, hiszen könnyen lehet ellenpéldát mutatni. Álljon például G egyetlen 10 súlyú élből, ekkor persze F megegyezik G-vel. Ha G’-ben az új pontot G mindkét pontjával összekötjük, és az új éleknek 1 súlyt adunk, akkor F’ már nem tartalmazza a 10 súlyú élt, csak a két új élt:
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4. A G gráfról tudjuk, hogy akármelyik élét is hagyjuk el, a maradék gráfban lesz Euler-kör. Milyen gráf lehet G?

Először vegyük észre, hogy G-hez izolált pontokat adva szintén a feladatban leírt tulajdonságokkal rendelkező gráfot kapunk. Ha a gráf csak hurokéleket tartalmaz egyetlen ponton, az szintén nyilván megfelelő. 
A többi esetben G-nek van olyan e éle, amely két különböző pontot, mondjuk x-et és y-t köti össze. Mivel e elhagyása után van Euler-kör, így e elhagyása után minden fokszám páros. Emiatt x és y fokszáma G-ben páratlan. Ha van olyan e’ él, amely valamely x-től és y-tól különböző z pontra ileszkedik, akkor e’ elhagyása után vagy x vagy y foka páratlan marad, hiszen e’ nem illeszkedhet minhárom pontra. Így egy ilyen e’ él elhagyása után a keletkezett gráfban lenne páratlan fokszám, így nem lehetne Euler-kör. Emiatt nem lehet G-ben olyan él, ami x-en és y-on kívül más pontra is illeszkedik, azaz G (az izolált pontoktól eltekintve) 2 pontból áll. 
Ezen 2 ponton tetszőleges számban lehetnek hurokélek, köztük pedig páratlan sok él kell, hogy fusson, hiszen minkét pont foka páratlan kell, hogy legyen. Emellett G tartalmazhat tetszőleges sok izolált pontot is.
5. Minimum hány élet kell hozzávenni az alábbi gráfhoz, hogy legyen benne Hamilton-kör?
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Látható, hogy 1 él hozzávétele elegendő, hiszen a gráfba egyetlen megfelelő élet behúzva már lesz az új gráfban Hamilton-kör. Ezt mutatja az alábbi rajz:

[image: image8.png]



Emellett azt is be tudjuk látni, hogy 1 él hozzávétele valóban szükséges – azaz a gráfban eredetileg nincs Hamilton-kör. Valóban, ha az alábbi ábrán bejelölt 2 pontot töröljük a gráfból, akkor az 3  komponensre esik szét, emiatt nem lehetett a gráfban Hamilton-kör:
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6. Határozza meg az alábbi gráfban az A pontból az összes többi pontba vezető legrövidebb út hosszát Dijkstra algoritmusa segítségével! Adja meg, milyen sorrendben kerülnek át a pontok az S halmazba! (S-sel jelöltük azon pontok halmazát, amelyekbe már tudjuk a legrövidebb út hosszát.)
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A Dijkstra-algoritmus lépéseit az alábbi táblázat szemlélteti:

	
	Távolságok A-tól
	S halmaz

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	

	0. lépés
	0
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	A

	1. lépés
	
	4
	∞
	3
	∞
	∞
	∞
	A, D

	2. lépés
	
	4
	∞
	
	8
	∞
	4
	A, D, G

	3. lépés
	
	4
	∞
	
	7
	8
	
	A, D, G, B

	4. lépés
	
	
	7
	
	6
	8
	
	A, D, G, B, E

	5. lépés
	
	
	7
	
	
	8
	
	A, D, G, B, E, C

	6. lépés
	
	
	
	
	
	8
	
	A, D, G, B, E, C, F


Az algoritmus eredményeként az alábbi úthosszak adódnak:

d(A, A) = 0

d(A, B) = 4

d(A, C) = 7

d(A, D) = 3

d(A, E) = 6

d(A, F) = 8 
d(A, G) = 4

Az algoritmus során az egyes pontok a következő sorrendben kerülnek az S halmazba:

A, D, G, B, E, C, F vagy A, D, B, G, E, C, F.

7. Legyen G = (A, B; E) egy páros gráf, melyben |A| + |B| páros. Legyen H az a gráf, amelyet G-ből úgy kapunk, hogy behúzzuk az összes olyan élet, ami két B-beli pont között fut. Bizonyítsuk be, hogy G-ben akkor és csak akkor van |A| darab független él, ha H-ban van teljes párosítás.

Egyrészt ha G-ben van |A| darab független él, akkor ezek éppen egy olyan párosítást definiálnak, amellyel A pontjai bepárosíthatók B-be. Nevezzük az A-beli pontok párjainak halmazát A’-nek. (Nyilván A’( B.) Legyen a B-beli, de nem párosított elemek halmaza B’. Tudjuk, hogy B’ páros elemszámú, hiszen sokan vannak, hiszen |B’| = |B – A’| = |B – A| = |B + A| – 2(|A|, ami két páros szám különbsége. Mivel H-ban bármely két B-beli pont között fut él, így H-ban B’ elemei egymással párosíthatók. Ehhez hozzávéve az |A| darab független (H-ban is meglévő) élet A és A’ között éppen egy teljes párosítást kapunk H-ban. Emiatt ha G-ben van |A| darab független él, akkor H-ban van teljes párosítás. (Illusztráció az alábbi ábrán.)
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Másrészt ha H-ban van teljes párosítás, akkor A pontjait biztosan csak (egymástól különböző) B-beli pontokkal párosíthattuk, emiatt az A-beli pontokat párosító |A| darab él éppen egy független élhalmaz. Ezzel az állítás másik irányát is bizonyítottuk.

8. Határozza meg a maximális folyamértéket s-ből t-be az alábbi hálózatban!

[image: image12]
A maximális folyam eléréséhez szükséges folyamértékeket az alábbi ábrán mutatjuk meg, látható, hogy a folyam értéke 12.
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A maximalitást az ábrán kékkel jelölt ({s, a, b, d},{c, e, t}) vágás bizonyítja, melynek értéke szintén 12. 
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