Számítástudomány alapjai

I. Pótzárthelyi megoldásai

1. A büfében n-féle sütemény kapható. Hányféleképp vásárolhatunk k darab süteményt (k ≤ n), ha nem akarjuk, hogy mind különböző legyen?
Ha nem foglalkozunk azzal a feltétellel, hogy a sütemények nem lehetnek mind különbözők, akkor n-féle süteményből kell kiválasztanunk k darabot. Mivel egyféle süteményből többet is vehetünk, valamint a sütemények sorrendje nem fontos, ezért ez egy ismétléses kombináció, azaz összesen 
[image: image1.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

k

k

n

1

 lehetőségünk van. Ebből még le kell vonni azon esetek számát, mikor minden sütemény különböző. Mivel n-féle süteményből k különbözőt összesen 
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-féleképpen választhatunk ki, ezért a végeredmény 
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2. Bizonyítsa be, hogy minden legalább 3 pontú, összefüggő gráfban van olyan pont, amit elhagyva a gráf összefüggő marad!
Legyen G egy tetszőleges legalább 3 pontú, összefüggő gráf, erről megmutatjuk, hogy biztosan található benne olyan pont, melyet elhagyva a maradék gráf összefüggő marad. Mivel G összefüggő, ezért létezik feszítőfája. Legyen ez F. Mivel F fa, ezért van elsőfokú pontja, legyen például x egy elsőfokú pont. Ha x-et elhagyjuk G-ből, akkor F maradék élei miatt biztosan van út minden u és v 
(u,v ( V(G)–{x}) pontpár között, hiszen az F-beli u–v út biztosan nem mehetett át az elsőfokú x-en. Így a megmaradt gráf biztosan összefüggő lesz.
3. Legyen egy n pontú fa Prüfer-kódja x1 x2 … xn-2. Adjunk hozzá F-hez egy új, n + 1 sorszámú pontot és kössük ezt össze az F fa n sorszámú pontjával. Mi lesz az így kapott fa Prüfer-kódja?

A Prüfer-kód felírásának algoritmusában tudjuk, hogy mindig a legnagyobb sorszámú, tehát F esetén az n. sorszámú pont marad utoljára. F-hez hozzávéve egy új, n+1. sorszámú pontot, és egy {n, n+1} élet, legyen a kapott fa F’. F’ Prüfer-kódjának felírásakor az egyik eltérés az lesz, hogy a letörléshez választható elsőfokú pontok között az új n+1 sorszámú pont is mindig szerepelni fog. Azonban mivel ennek a pontnak legnagyobb a sorszáma, így sosem fogjuk ezt választani – emiatt a Prüfer-kód eleje megegyezik az F fa Prüfer-kódjával. A másik külünbség az, hogy az n. sorszámú pont foka eggyel megnőtt, így az algoritmus végén nem egyedül az n. pont marad meg, hanem az n. és az n+1. sorszámú pont a köztük lévő éllel. Ha az F-ben utoljára törölt pont y, ez nyilván szomszédos az n. sorszámú ponttal. Amikor F’-ben y-t töröljük, akkor a Prüfer-kódba ezért még fel kell írni n-et, hiszen most már nem ez az utoljára törölt pont. (Ezután persze még törölni kell az n.  sorszámú pontot, ám az ő n+1 -es szomszédja már nem kerül felírásra.) Emiatt az n+1 pontból álló F’ fa Prüfer-kódja a következő: 
x1 x2 … xn-2 n.
4. Bizonyítsa be, hogy ha egy egyszerű, összefüggő gráfban minden pont fokszáma 4-gyel osztható, akkor el lehet látni a gráf éleit súlyokkal úgy, hogy minden él súlya 1 vagy –1,  és minden csúcsra a hozzá illeszkedő élek összsúlya 0.

Ha a gráf összefüggő, és benne minden fokszám 4-el osztható, akkor a gráfban van Euler-kör. Mivel az élek száma a fokszámok összegének fele, ezért a gráfban biztosan páros sok él van. Az Euler-kör tehát páros sok élből áll. Emiatt rendelhetünk az élekhez súlyokat úgy, hogy az Euler-kör adta sorrend alapján felváltva kapjanak +1 illetve –1 súlyokat. Az Euler-kör definíciója miatt igaz, hogy minden csúcsnál az élek párokra oszhatók úgy, hogy az egy párt alkotó élek egymást követő élek az Euler-körben. Ezért egy ilyen élpár egyik tagjának +1, a másiknak –1 súlya, ami miatt az egy csúcsba befutó élek összsúlya valóban 0 lesz.
5. Legyen G egy 2005 pontú gráf, amiben van Hamilton-kör. Vegyünk hozzá G-hez egy új pontot, és kössük össze 1003 régi ponttal. Bizonyítsa be, hogy az így keletkező gráfban is van Hamilton-kör!
Legyen G-ben C egy (2005 pontú) Hamilton-kör. Legyen a G-hez hozzávett új pont x. Mivel x 1003 régi ponttal van összekötve, ezért biztosan van két olyan szomszédja, melyek a Hamilton-körön is szomszédosak. Ennek oka, hogy ha olyan ponthalmazt keresünk, melyben nincs két C-ban szomszédos pont, akkor legfeljebb minden második pontot választhatjuk ki a C-ből, ami (a páratlan pontszám miatt) legfeljebb 
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 pont. Legyen tehát x két olyan szomszédja u és v, melyek szomszédosak C-ben. Ekkor C-t módosítsuk úgy, hogy az uv élet kicseréljük az ux és xv élekre – az így kapott C’ kör éppen egy Hamilton-kör lesz az új gráfban. (Illusztráció az alábbi ábrán.) 
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6. Határozza meg az alábbi gráfban az A pontból  az összes többi pontba vezető legrövidebb út hosszát Dijkstra algoritmusa segítségével! Adja meg, milyen sorrendben kerültek át a pontok az S halmazba! (S-sel jelöltük azon pontok halmazát, amelyekbe már tudjuk a legrövidebb út hosszát.)
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A Dijkstra-algoritmus egy lehetséges lefutásának lépéseit az alábbi táblázat szemlélteti:

	Távolságok A-tól
	S halmaz

	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	

	0
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	∞
	A

	
	4
	∞
	2
	∞
	∞
	∞
	A, D

	
	4
	∞
	
	7
	∞
	3
	A, D, G

	
	4
	∞
	
	7
	4
	
	A, D, G, B

	
	
	7
	
	7
	4
	
	A, D, G, B, F

	
	
	5
	
	6
	
	
	A, D, G, B, F, C

	
	
	
	
	6
	
	
	A, D, G, B, F, C, E


Az algoritmus eredményeként az alábbi úthosszak adódnak:

d(A, A) = 0

d(A, B) = 4

d(A, C) = 5

d(A, D) = 2

d(A, E) = 6

d(A, F) = 4 
d(A, G) = 3

Az algoritmus során az egyes pontok a következő sorrendben kerülnek az S halmazba:

A, D, G, B, F, C, E vagy A, D,  G, F, B, C, E.

7. Határozzuk meg az alábbi gráfra a ((G), ((G), ((G) és ((G) értékeket! (Indokolja is a kapott eredményt!)
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Ha a gráfban a maximális méretű független ponthalmazt keressük, akkor a középső pontot biztosan nem választhatjuk a halmazba, hiszen az midnen másik ponttal összekötött. Emiatt csak a külső pontokból választhatunk, ezekből pedi gnyilván maximum 3 független pont választható ki. Így 
((G) = 3. Ezt láthatjuk az alábbi ábrán: 
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Mivel a gráfban nincs hurokél, így a Gallai-tétel miatt ((G) = |V(G)| – ((G) = 4. Mivel a gráfban 7 pont van, ezért biztosan nem lehet minden pontot lefogni 3 éllel, emiatt ((G) ≥ 4. De 4 él már elegendő is a pontok lefogásához, azaz ((G) = 4, ezt mutatja az alábbi ábra:
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Innen a másik Gallai-tételt használva kapjuk, hogy mivel a gráfban nincs izolált pont, ezért ((G) = |V(G)| – ((G) = 3.
8. Határozza meg a maximális folyamértéket s-ből t-be az alábbi hálózatban!
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A maximális folyam eléréséhez szükséges folyamértékeket az alábbi ábrán mutatjuk meg, látható, hogy a folyam értéke 9.
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A maximalitást az ábrán kékkel jelölt ({s, a},{b, c, d, e, t}) vágás bizonyítja, melynek értéke szintén 9.
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