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9. gyakorlat megoldásai
Mélységi keresés, PERT
1. Milyen a teljes gráf mélységi bejárása?
A teljes gráf mélységi bejárása során tetszőleges időpontban igaz, hogy ha van még be nem járt pont, akkor az addigi bejárástól függetlenül el tudunk jutni egy élen ebbe a pontba. Emiatt mindaddig, amíg minden pontot meg nem látogattunk, nem kényszerülünk visszalépésre, azaz az n pontú teljes gráf mélységi bejárása során keletkező fa egy n pontból (tehát n – 1 élből) álló út lesz.
2. G egy összefüggő, irányított gráf, melynek van olyan mélységi bejárása, amelynek során keletkezett feszítőerdő csupa izolált pontból áll. Az ilyen n pontú gráfok közül hogy néz ki a minimális, illetve a maximális élszámú?
Nevezzük a G-ben i.-ként bejárát pontot vi-nek. Tegyük fel, hogy i<j, azaz vi-t hamarabb látogattuk meg, mint vj-t. Ekkor vi-ből biztosan nem mutathat él vj-be, különben ezt az élet felhasználtuk volna a bejárás során, és így nem kaphattunk volna csupa izolált pontból álló feszítőerdőt. Emiatt minden pontból csak az őt megelőző pontokba mehet él, vagyis vi-ből csak a következő pontokba mehet él: v1, v2, ..., vi-1. Így minden pontra összeszámolva a belőle kimenő élek maximális számát kapjuk, hogy egy ilyen gráfban legfeljebb 
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 él lehet. Ez az élszám valóban el is érhető, ha minden lehetséges élet behúzunk – ezt láthatjuk az ábrán. 
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A minimális élszám pedig a gráf (irányítatlan értelemben vett) összefüggőségéből következően legalább 
n-1, ami szintén elérhető, így emin = n – 1. 
3. Határozzuk meg a PERT-módszer segítségével az alábbi tevékenységekhez szükséges összidőt, és a kritikus tevékenységeket!
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A gráfban a topologikus sorrend: A, B, C, E, D, F. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(B) = t(A)+2 = 2

t(C) = max{t(A)+5, t(B)+3} = max{5, 5} = 5

t(E) = max{t(B)+4, t(C)+2} = max{6, 7} = 7 
t(D) = max{t(C)+1, t(E)+3} = max{6, 10} = 10 
t(F) = max{t(E)+6, t(D)+4} = max{13, 14} = 14

Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő 14. A kritikus éleket a fenti jobboldali ábrán bejelöltük, ezekből két kritikus út adható: A-C-E-D-F és A-B-C-E-D-F. Emiatt a kritikus tevékenységek a következők: A, B, C, D, E, F.
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A gráfban egy topologikus sorrend: A, B, C, E, D, G, F, H, I. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(B) = t(A)+3 = 3

t(C) = t(B)+2 = 5

t(E) = max{t(A)+6, t(B)+5, t(C)+3} = max{6, 8, 8} = 8 
t(D) = max{t(A)+8, t(E)+1} = max{8, 9} = 9 
t(G) = max{t(E)+6, t(D)+4} = max{14, 13} = 14 
t(F) = max{t(C)+8, t(E)+5} = max{13, 13} = 13 
t(H) = max{t(E)+5, t(G)+3} = max{13, 17} = 17 
t(I) = max{t(E)+10, t(F)+4, t(H)+2} = max{18, 17, 19} = 19 
Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő 19. A kritikus éleket a fenti jobboldali ábrán bejelöltük, ezekből két kritikus út adható: A-B-E-G-H-I és A-B-C-E-G-H-I. Emiatt a kritikus tevékenységek a következők: A, B, C, E, G, H, I.
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A gráfban a topologikus sorrend: A, D, G, F, C, B, E, H. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(D) = t(A)+5 = 5

t(G) = t(D)+1 = 6

t(F) = max{t(D)+4, t(G)+6} = max{9, 12} = 12 
t(C) = max{t(A)+7, t(D)+4, t(F)+1} = max{7, 9, 13} = 13 
t(B) = max{t(A)+9, t(F)+2, t(C)+2} = max{9, 14, 15} = 15 
t(E) = max{t(F)+4, t(B)+1} = max{16, 16} = 16 
t(H) = max{t(G)+9, t(F)+7, t(E)+2} = max{15, 19, 18} = 19 
Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő 19. A kritikus éleket a fenti jobboldali ábrán bejelöltük, ezekből egyetlen kritikus út adható: A-D-G-F-H. Emiatt a kritikus tevékenységek a következők: A, D, G, F, H.
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A gráfban egy topologikus sorrend: A, C, B, D, E, F. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(C) = t(A)+4 = 4

t(B) = max{t(A)+7, t(C)+5} = max{7, 9} = 9 
t(D) = t(C)+6 = 10 
t(E) = max{t(A)+5, t(B)+1, t(D)+6} = max{5, 10, 16} = 16 
t(F) = max{t(B)+3, t(D)+2, t(E)+9} = max{12, 12, 25} = 25 
Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő 25. A kritikus éleket a fenti jobboldali ábrán bejelöltük, ezekből egyetlen kritikus út adható: A-C-D-E-F. Emiatt a kritikus tevékenységek a következők: A, C, D, E, F.
4. Határozzuk meg a PERT-módszer segítségével az alábbi tevékenységekhez szükséges összidőt, és a kritikus tevékenységeket az x paraméter függvényében!
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A gráfban egy topologikus sorrend: A, B, C, D, E, F. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(B) = t(A)+4 = 4

t(C) = max{t(A)+2, t(B)+x} = max{2, 4 + x} =  4 + x
( x nemnegatív, így 4 + x > 2 )
t(D) = t(C)+3 =  7 + x
t(E) = max{t(B)+4, t(D)+0} = max{8, 7 + x} 
t(F) = max{t(D)+1, t(E)+1} = max{8 + x, max{8, 7 + x}+1} =  max{8 + x, 9, 8 + x} = max{9, 8 + x}
Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő max{9, 8 + x}. Ezt azt jelenti, hogy ha x < 1, akkor a szükséges összidő 9, ha pedig x ( 1, akkor a szükséges összidő 8 + x. 
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Ha x < 1, akkor a kritikus éleket a baloldali ábrán láthatjuk. Innen az egyetlen kritikus út a gráfban A-B-E-F, így a kritikus tevékenységek: A, B, E, F. Ha x > 1, akkor a kritikus éleket a középső ábrán láthatjuk, ennek alapján a kritikus utak: A-B-C-D-E-F és A-B-C-D-F, a kritikus tevékenységek pedig A, B, C, D, E, F. Végül ha x = 1, akkor a kritikus éleket a jobboldalon láthatjuk. Ekkor három kritikus út is van: A-B-E-F, A-B-C-D-E-F és A-B-C-D-F, így a kritikus tevékenységek A, B, C, D, E, F.
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A gráfban a topologikus sorrend: A, B, C, E, G, D, F, H. Az egyes tevékenységekhez szükséges idők:

t(A) = 0

t(B) = t(A)+3 = 3
t(C) = max{t(A)+7, t(B)+x} = max{7, 3 + x} 
t(E) = max{t(B)+8, t(C)+5} = max{11, max{7, 3 + x}+5} =  max{11, 12, 8 + x} =  max{12, 8 + x}
t(G) = t(E)+1 = max{12, 8 + x}+1 = max{13, 9 + x}
t(D) = max{t(B)+1, t(E)+3, t(G)+4} = max{4, max{12, 8 + x}+3, max{13, 9 + x}+4} =  

 = max{4, 15, 11 + x, 17, 13 + x} = max{17, 13 + x}
t(F) = t(D)+1 = max{17, 13 + x}+1 = max{18, 14 + x} 
t(H) = max{t(F)+2, t(G)+6} = max{max{18, 14 + x}+2, max{13, 9 + x}+6} = max{20, 16 + x, 19, 15 + x}= 
 = max{20, 16 + x}

Így a tevékenységek elvégzéséhez szükséges összidő max{20, 16 + x}. Ezt azt jelenti, hogy ha x < 4, akkor a szükséges összidő 20, ha pedig x ( 4, akkor a szükséges összidő 16 + x. 
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Ha x < 4, akkor a kritikus éleket a baloldali ábrán láthatjuk. Innen az egyetlen kritikus út a gráfban A-B-C-E-G-D-F-H, így a kritikus tevékenységek: A, B, C, D, E, F, G, H (azaz minden tevékenység kritikus). 
Ha x > 4, akkor a kritikus éleket a középső ábrán láthatjuk, ennek alapján a kritikus út: A-C-E-G-D-F-H, a kritikus tevékenységek pedig A, C, D, E, F, G, H (azaz csak B nem kritikus). Végül ha x = 4, akkor a kritikus éleket a jobboldalon láthatjuk. Ekkor két kritikus út van: A-B-C-E-G-D-F-H és A-C-E-G-D-F-H, így a kritikus tevékenységek: A, B, C, D, E, F, G, H (azaz minden tevékenység kritikus). 
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