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7. gyakorlat megoldásai
Többszörös összefüggőség, színezések
1. Bizonyítsd be, hogy egy 3-reguláris gráf akkor és csak akkor k-szorosan élösszefüggő, ha k-szorosan pontösszefüggő!

Legyen G egy 3-reguláris gráf. Az általában is igaz, hogy ha egy gráf k-szorosan összefüggő, akkor k-szorosan élösszefüggő is. (Legyen G k-szorosan pontösszefüggő, a belőle k-nál kevesebb élet törlésével kapott gráf pedig G’. Ha az élek helyett azok egy-egy végpontját töröljük, (ez legfeljebb k-1 pont) akkor a kapott G” gráf biztosan összefüggő. Mivel G’ megkapható G’-ből élek hozzávételével, ezért G’ is összefüggő, tehát G valóban k-élösszefüggő.) Tehát mivel a pontösszefüggőségből következik az élösszefüggőség, ezért csak azt kell bizonyítanunk, hogy ha a gráf k-szorosan élösszefüggő, akkor 
k-szorosan pontösszefüggő is. 

Emellett tudjuk, hogy egy 3-reguláris gráf nem lehet 4-élösszefüggő, hiszen tetszőleges x pontjára illeszkedő 3 élet törölve a gráf szétesik, hiszen x izolált pont lesz. Emiatt k lehetséges értékei 1, 2 és 3. Vegyük sorra ezeket az eseteket:
I. k = 1: Ekkor feltételezzük, hogy G 1-élösszefüggő, ami éppen azt jelenti, hogy G összefüggő, ami persze egyenértékű azzal, hogy G 1-pontösszefüggő. Ebben az esetben tehát triviálisan teljesül az állítás.

II. k = 2: Ekkor G 2-élösszefüggő, azaz tetszőleges élét törölve a maradék gráf összefüggő. Indirekt tegyük fel, hogy mégis van olyan x pont, melyet törölve a gráf több komponensre esik szét. Legyen x 3 szomszédja a, b és c. Ezek (G-x) -ben nem lehetnek egy komponensben, hiszen akkor a (G-x) összefüggő maradt volna, ezért vagy mindhárom egy-egy külön komponensbe tartozik, vagy pedig közülük az kettő azonos komponensbe, de a harmadik különböző komponensbe tartozik (1. ábra). Így mindenképpen van egy pont, legyen ez pl. c, melynek a komponenséből x törlése után nem érhető el x többi szomszédja. Ekkor viszont az xc élet törölve a gráf biztosan szétesik, így ellenmondásra jutunk. Az állítás tehát most is igaz.
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III. k = 3: Ekkor G 3-élösszefüggő, azaz tetszőleges 2 élét törölve a maradék gráf összefüggő. Tegyük fel indirekt, hogy van olyan x és y pont, melyeket törölve a gráf szétesik. Kezdetben tegyük fel, hogy x és y nincsenek összekötve. Legyenek x szomszédjai a, b és c, y szomszédjai d, e és f. elöljük ezen 6 pont halmazát N-el. Az biztos nem lehet, hogy a, b, és c egy komponensben vannak, és d, e és f is egy komponensben vannak, mert ekkor e között a két komponens között nem mehetne él az eredeti gráfban sem, tehát G nem lehetne összefüggő (ld. 2. ábra). Emiatt két eset lehetséges: 
a) eset: van olyan komponens, melyben csak legfeljebb két pont szerepel S-ből: ekkor ezen (legfeljebb) két  pont x-hez illetve y-hoz kapcsolódó élét törölve G-ből az eredeti gráfból két komponensre esne szét (ld. 2. ábra), ez  viszont ellentmond a 3-élösszefüggőségnek.

b) eset: minden komponens 3-3 élet tartalmaz S-ből. Ez persze azt is jelenti, hogy pontosan két komponens keletkezik x és y törlésével. Mivel x szomszédai nem lehetnek mind egy komponensben, ezért az egyik komponens x szomszédai közül 2-t, és y szomszédaiból egyet, a másik komponens pedig a maradék S-beli pontokat tartalmazza. Feltehető például, hogy az egyik komponens tartalmazza az {a, d, e} pontokat, a másik pedig {b, c, f}-t. Ekkor viszont az xa és yf éleket törölve G-ből két részre esik az eredeti gráf, így ismét ellentmondásra jutottunk a 2-élösszefüggőséggel (ld. 2. ábra).
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Meg kell még gondolunk azt, hogy az sem okoz zavart a fenti gondolatmenetben, hogyha x és y szomszédai közül néhány egybeesik. Hátravan még annak az esetnek a tisztázása, mikor x és y szomszédosak. Ekkor viszont kettőjüknek (egymáson kívűl) összesen legfeljebb 4 szomszédjuk lehet, így az x és y törlésével keletkezett komponenseknek legalább az egyike biztosan legfeljebb két pontot tartalmaz ezekből. Ezen két pont x-hez vagy yhoz kapcsolódó élét törölve ismét szétesik az eredeti gráf két részre, így megint ellentmondásra jutottunk (ld. a 3. ábrán).  
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Így minden esetben sikerült ellenmondásra jutnunk, az állítást bizonyítottuk.
2. Legyen k ≤ n-1. Bizonyítsd be, hogy ha egy n pontú egyszerű gráfban minden pont foka legalább 
(n + k – 2) / 2, akkor a gráf k-szorosan pontösszefüggő!
Mivel a G gráfban n ≥ k +1 teljesül, ezért elég azt megmutatni, hogy k-1 pontot tetszőleges módon elvéve a maradék G’ gráf összefüggő marad. A G gráf egyszerű, ezért k-1 pont elvétele után a megmaradt pontok fokszáma legfeljebb (k-1) -el csökkenhet, hiszen minden pont csak egy-egy éllel kapcsolódhatott a törölt pontokhoz. Ezért G’-ben minden pont fokszáma legalább (n + k – 2)/2 – (k–1) = (n – k)/2. 

Vegyünk hozzá G’-höz egy új w pontot, és kössük össze w-t minden más ponttal. Az így kapott gráf legyen G”. Mivel G’ pontjainak száma n-(k-1) = n – k +1 volt, ezért G”-nek ennél eggyel több, azaz n – k +2 pontja van. A w pont fokszáma a lehető legnagyobb, azaz n – k +1, minden más pont foka pedig pontosan eggyel nőtt (a G’-beli fokszámához képest), azaz minden más pont foka is legalább (n – k)/2 + 1 = (n – k+2)/2. Emiatt G”-ben teljesül a Dirac-tétel feltétele, azaz G”-ben van Hamilton-kör. Viszont ekkor G’-ben biztosan van Hamilton-út, hiszen G”-ből w-t elhagyva kapjuk G’-t, emiatt a Hamilton-kör G’-beli élei éppen egy Hamilton-utat adnak G’-ben. Ez viszont már bizonyítja azt is, hogy G’ összefüggő, ami miatt az eredeti G gráf valóban k-pontösszefüggő volt.
3. Bizonyítsd be, hogy egy k-reguláris (k ≥ 2) összefüggő, páros gráf kétszeresen összefüggő!
Indirekt tegyük fel, hogy G egy k-reguláris páros, összefüggő gráf, amely nem kétszeresen összefüggő. Ez azt jelenti, hogy van G-ben olyan x pont, melyet elhagyva a gráf komponensekre esik szét. Legyen G két pontosztálya A és B, feltehető, hogy x ( A. Ismert, hogy a k-reguláris páros gráfokban mindig van teljes párosítás (ez a Hall-feltétel ellenőrzésével könnyen belátható, ld. az 5. gyakorlat 8. feladatát). Legyen egy teljes párosításban x párja x’. Ekkor legyen a G-ből x elhagyásával keletkező gráfnak H az a komponense, melyben x’ szerepel. Legyen B’ a B-beli pontok H-beli részhalmaza, azaz B’= B ∩ H. Ekkor a teljes párosítás élei miatt nyilván minden B’-beli pont párja is a H komponensben van. Jelöljük a B’-beli pontok párjainak halmazát A’-vel, ekkor . Ekkor H-nak az A-beli része éppen A’({x}, hiszen x-en kívül minden H-beli  pontnak a párja is H-ban van. Ezt az alábbi ábra illusztrálja (a képen csak a teljes párosítás éleit tüntettük fel):
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Vizsgáljuk meg, hogy hány él van H-ban! Mivel a törölt x pontból nem mehettek élek az A’-beli pontokba, így azok fokszáma k maradt, emiatt összesen k·|A’| él fut H-ban. Mielőtt x-et töröltük, {x’}(B’ -ből összesen k·(|B’|+1) él indult ki, x törlése után viszont csak k·|A’| = k·|B’| él indul ki. Emiatt az {x’}(B’ pontoktól k·(|B’|+1) – k·|B’| = k élet töröltünk. Viszont x-ből összesen csak k él indult ki, ez tehát mind {x’}(B’ -be futott be. Ez viszont azt jelenti, hogy x-ből eredetileg sem ment él a H-n kívüli komponensekbe, azaz G-nek nem volt összefüggő. Ellentmondásra jutottunk, így az állítást bizonyítottuk.
4. Mennyi az alábbi gráfok kromatikus száma és élkromatikus száma?
  a) egy kocka éleinek hálózata
A kocka csúcsait ki tudjuk színezni két színnel, ennél kevesebb szín persze nem is lehetne elég. Emiatt ( = 2. Az élek színezésekor azt kell észrevenni, hogy van a legnagyobb fokszám 3, azaz (=3 miatt legalább 3 színre van szükség. Ennyi elegendő is, mint az ábrán láthatjuk, ezért (e = 3.
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  b) egy tetraéder éleinek hálózata
A tetraéder éleinek hálózata lényegében egy 4 pontú teljes gráf. Emiatt minden pontját más-más színnel kell kiszínezni (minden pont minden másikkal össze van kötve), így ( = 4. Az éleinek kiszínezésekor (=3 miatt ismét kell legalább 3 szín, ennyi pedig az ábra alapján elegendő is, azaz (e = 3.
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5. Egy szabályos hétszögnek húzzuk be az összes leghosszabb átlóját. Mennyi az így kapott (4-reguláris) gráf kromatikus száma?
Mivel a gráfban van háromszög, ezért legalább 3 szín kell a kiszínezéséhez. Próbáljuk meg 3 színnel kiszínezni a gráfot: pirossal, kékkel és zölddel! Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy az A csúcs színe piros, a B csúcs színe pedig (mivel piros nem lehet) kék. Ekkor E színe csak zöld lehet, hiszen mindkettőjükkel szomszédos. Ekkor viszont az AD és ED élek miatt D csak kék, az FB és FE élek miatt pedig F csak piros lehet. Végül a CF és CD élek miatt C csak zöld lehet, viszont ekkor G-nek már nem tudunk színt adni, hiszen mindhárom színű szomszédja van már (C, D, F). Mivel a színezés során sehol sem volt választásunk máshogy színezni, ezért ez bizonyítja, hogy 3 színnel nem lehet kiszínezni a gráfot. 4 szín már elég, ezt láthatjuk az ábrán. Így ( = 4.
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6. G csúcsai egy sakktábla mezői. Két mező szomszédos G-ben, ha egymásból bástyával egy lépésben elérhetők. Mennyi G kromatikus száma?
Mivel bármely tetszőleges sor (vagy oszlop) minden pontja össze van kötve, ezért a gráf tartalmaz egy 8 pontú teljes gráfot részgráfként, így ( ( 8. Emiatt legalább 8 szín kell a színezéshez. Ennyi elegendő is, mint azt az ábra mutatja (a színeket pozitív egészekkel jelöltük). Így tehát ( = 8.
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7. Bizonyítsd be, hogy egy e élű G gráfra e ( 
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Vegyük G-nek egy optimális, azaz ((G) színnel történő színezését. Legyen ebben két szín c1 és c2. Ha semelyik c1 színű pontból nem menne él semelyik c2 színű pontba, akkor minden c2 színű pontot c1 színűre színezhetnénk, könnyen látható, hogy ez nem rontaná el a színezést. Így a felhasznált színek száma eggyel csökkenne, ez  viszont a színezés optimalitása miatt nem lehetséges. Emiatt bráhogy választunk is ki két színt, van legalább egy olyan él, aminek a két végpontját épp ilyen színűekre színeztük. Ez viszont épp azt jelenti, hogy legalább 
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 él van a gráfban. 
8. Mennyi a Petersen-gráf kromatikus és élkromatikus száma?
Mivel a Petersen-gráfban van páratlan (5) hosszú kör, ezért nyilván nem lehet két színnel kiszínezni. Három szín viszont már elegendő, ezt látjuk az ábrán. Emiatt ( = 3. Az élek színezésekor szintén legalább 3 színre van szükség, hiszen egy 3 hosszú kör éleit sem lehet két színnel kiszínezni. Próbáljuk meg kiszínezni 3 színnel a gráfot. Ekkor a külső kör éleit biztosan úgy fogjuk színezni, hogy két színt kétszer, a harmadikat pedig egyszer használjuk, emiatt az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy az AB él színe zöld, a BC és DE élek pirosak, a CD illetve EA élek pedig kékek. (Minden más lehetséges színezés lényegében azonos ezzel, hiszen a színek permutálásával és a gráf „elforgatásával” biztosan elérhető ez a színezés.) Ekkor viszont minden olyan él színét tudjuk, ami a külső és a belső pontok között vezet, hiszen EJ, CH és DI csak zöld, AF csak piros, BG pedig csak kék lehet. Ekkor viszont elakadunk a színezéssel, mert GI és GJ színe is csak piros lehetne, ami visoznt (a G pontban való érintkezésük miatt) nem lehet. Így a gráfot biztos nem lehet 3 színnel színezni. 4 szín viszont már elegendő, ez az ábrán látható, így ( = 4.
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9. Bizonyítsd be, hogy minden n pontú gráfban
  a) ((G)·((G) ( n.
Vegyük a gráf egy optimális, azaz ((G) színt használó színezését. Mivel a színezés helyes, ezért tetszőleges színosztály pontjaira igaz, hogy nem megy köztük él, azaz minden színosztály egy független ponthalmaz. Emiatt minden színosztály mérete legfeljebb ((G) lehet. Ez azt jelenti, hogy az összes pontok száma legfeljebb színenként ((G), azaz n ≤ ((G)·((G). 
  b) ((G)·((H) ( n, ahol H a G komplementere!
Egy tetszőleges független halmaz G-ben éppen egy klikket (teljes részgráfot) alkot G komplementerében, és fordítva, minden klikk G komplementerében épp egy független ponthalmaz G-ben. Ezért a legnagyobb független ponthalmaz mérete G-ben megadja a legnagyobb klikk méretét H-ban, azaz ((G) = ((H). Viszont ((H) ≥ ((H) = ((G), a fenti bizonyítás alapján pedig n ≤ ((G)·((G) ≤ ((H)·((G).
  c) Egy G1 = (V,E1) és G2 = (V,E2) gráf uniója a G1 ( G2 = (V,E1 ( E2) gráf. 
      Bizonyítsd be, hogy ((G1 ( G2) ((((G1) · ((G2) !
Legyen adott G1 és G2 egy optimális színezése. Ebből konstruáljuk meg G1 ( G2 egy színezését a következő módon: ha egy x pont színe G1 színezésében c1, G2 színezésében pedig c2, akkor x színe legyen a (c1, c2) pár. (A pontok halmaza mindhárom gráf esetén azonos!) Belátható, hogy ez egy megfelelő színezés. Legyen két összekötött pont G1 ( G2 -ben x és y, színük pedig (x1,x2) és (y1,y2). G1 ( G2 definíciója miatt vagy G1-ben vagy G2-ben van él x és y között. Ha G1-ben megy köztük él, akkor x1(y1, ha pedig G2-ben megy él köztük, akkor x2(y2. Emiatt a két szín, (x1,x2) és (y1,y2) biztosan eltér valamelyik koordinátában, így nem lehet azonos. Vagyis a színezés szomszédos csúcsokhoz eltérő színeket rendel, így a színezés megfelelő. Emiatt viszont 
((G1 ( G2) ((((G1) · ((G2), hiszen az így felhasznált ((G1) · ((G2) szín biztosan elegendő.
10. Bizonyítsd be, hogy minden G n csúcsú reguláris gráfra ((G)+((H) ≤ n+1, ahol H a G gráf komplementere!
Legyen G egy k-reguláris gráf. Ekkor minden pont foka k, emiatt a legnagyobb fokszám is k, azaz ((G) = k. G komplementerében, H-ban viszont minden fokszám n –1– k, így ((H) = n –1– k. Mivel tetszőleges gráf esetén a kromatikus szám legfeljebb eggyel nagyobb a legnagyobb fokszámnál, így ((G) ( ((G) = k+1, és 
((H) ( ((H) = n –1 – k+1 = n – k . Ezt a két egyenlőtlenséget összeadva kapjuk, hogy ((G)+((H) ≤ n + 1. 
11. Legyen G olyan gráf, melynek kromatikus száma k. Bizonyítsd be, hogy ekkor G élei irányíthatók úgy, hogy a leghosszabb irányított út legfeljebb k pontot tartalmazzon!
Vizsgáljuk G egy optimális, azaz k színt használó c színezését. A színek legyenek a pozitív egészek 1 és k között. Irányítsunk minden élet a következőképpen: ha az él két végpontja x  és y, és c(x) < c(y), akkor az él mutasson y felé – azaz minden él mutasson a „nagyobbik szín” irányába. Mivel minden él végpontját eltérő színekkel színeztük, ezért ezzel a módszerrel minden élet irányítottunk. Az így kapott irányított gráfban a leghosszabb úton nyilván legfeljebb k pont van, hiszen az úton az egyik irányból haladva a másik felé a pontok színe mindig csak nőhet.
12. Adott a síkban néhány egyenes úgy, hogy semelyik három nem megy át egy ponton. Legyen G az ezek által meghatározott gráf: G csúcsai az egyenes metszéspontjai, két csúcs pedig akkor szomszédos, ha az egyik egyenesen szomszédos metszéspontok voltak. Mutassuk meg, hogy χ(G) ≤ 3.
Rajzoljuk le ezt a gráfot úgy, hogy az egyes egyenesek szakaszai adják a gráf éleit, az egyenesek metszéspontjai pedig a csúcsokat. Feltehető, hogy ennél a síkbarajzolásnál nincs két olyan csúcs, melyek x-koordinátája megegyezik – ellenkező esetben elforgathatjuk az ábrát egy megfelelően kicsi szöggel. Színezzük ki a csúcsokat mohón az x-koordinátájuk szerinti növekvő sorrendben, azaz balról jobbra. Ekkor egy tetszőleges  pont kiszínezésekor a következő helyzettel találkozhatunk (ld. a lenti ábrát): a pont biztosan két egyenesen van rajta, ezért legfeljebb 4 szomszédja van – mindkét egyenesen mindkét irányban 1-1. Azonban tőle balra egyenesenként legfeljebb csak 1, azaz összesen 2 pont van. Emiatt amikor az adott pontot szeretnénk kiszínezni, csak két olyan szín van, melyet nem használhatunk – így a 3. szín biztosan megfelelő. Így haladva végig minden ponton a színezés nem akad el, ezért χ(G) ≤ 3.
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13. Legyen a G gráf pontjainak fokszámsorozata: d1 ( d2 ( … ( dn . 
Bizonyítsuk be, hogy ((G) ( 1+maxi{min{di,i-1}} !
Színezzük mohón a gráfot a fokszámok szerinti csökkenő sorrendben! Legyenek a használható színek a pozitív egészek 1-től kezdve. Ekkor az i. pont kiszínezésekor i-1 már kiszínezett pont van, így az i. szín használatával nem sértjük meg a színezést. Emellett az i.-ként színezett pont foka di, ezért az is igaz, hogy legfeljebb di színt nem használhatunk fel, így az 1, …, di +1 színek közül az egyik biztosan megfelelő. Emiatt az i. pont színezésekor felhasznált szín sorszáma legfeljebb min{i -1, di}. Az összes felhasznált szín közül a legnagyobb sorszámú ezért  maxi{min{i -1, di}}= 1+maxi{min{di,i-1}}. Mivel ez egy megfelelő színezést adó módszer, így a kromatikus szám az így felhasznált színek számánál valóban nem lehet nagyobb, azaz ((G) ( 1+maxi{min{di,i-1}}.
14. Igaz-e, hogyha egy G gráfra teljesül, hogy ((G) > ((G), akkor behúzhatók G-be új élek úgy, hogy a keletkező G’ gráfra ((G) = ((G’) = ((G’) teljesüljön?
Igaz-e, hogy ez mindig elérhető legfeljebb 100 él hozzáadásával?
Vegyük G-nek egy optimális színezését, és válasszunk ki minden színosztályból egy tetszőleges pontot. Az így választott ((G) darab pont között húzzunk be minden élt. Ettől a kromatikus szám nem változhat, hiszen az eredeti színezés most is megfelel (és élek hozzáadása nem csökkentheti a kromatikus számot). A klikkszám viszont éppen ((G)-re növekszik, mert a kiválasztott pontok egy ((G) méretű teljes részgráfot alkotnak, és persze – a színezés jósága miatt – ennél nagyobb klikk nem keletkezhetett a gráfban. Így az új G’ gráfban 
((G) = ((G’) = ((G’). 
Ismert, hogy minden k-ra van olyan Gk gráf, melyben ((Gk) = k és ((Gk) = 2 (ezt bizonyítja a Mycielski-konstrukció). Legyen k = 103. A G103 gráfban tehát a kromatikus szám 103, a legnagyobb klikk mérete viszont csak 2. Mivel egy él hozzáadásával a klikkszám biztosan csak (legfeljebb) eggyel nőhet, ezért 100 él hozzáadásával a klikkszám nem nőhet 103-ra. Vagyis nem minden gráfban tudjuk elérni a legfeljebb 100 él hozzáadásával, hogy a klikkszám megegyezzen a kromatikus számmal.
15. Legyen G1 és G2 két véges, egyszerű gráf, melyek kromatikus száma 3. Definiáljuk ezek segítségével az alábbi F gráfot. F csúcsai az összes olyan rendezett (u,v) párok, melyekre u ( V(G1), és 
v ( V(G2). Két ilyen csúcs, (u1, v1) és (u2, v2) pontosan akkor van összekötve F-ben, ha {u1,u2} ( E(G1), és {v1,v2} ( E(G2) is teljesül. Bizonyítsd be, hogy F kromatikus száma is három!
Legyen adott G1-nek egy optimális színezése. Egy (u,v) tetszőleges F-beli csúcs színe egyezzen meg u G1-beli színével. Belátjuk, hogy ez a színezés megfelelő. Legyen (u1,v1) és (u2,v2) két összekötött pont F-ben. Ekkor F definíciója miatt {u1,u2} ( E(G1), így u1 és u2 színe biztosan különbözött G1-ben. Ez azt jelenti, hogy az általunk megadott színezésben (u1,v1) és (u2,v2) színe különbözik, azaz tényleg bármely két összekötött pont színe eltér. Emiatt F-re adható 3-színnel való színezés, azaz ((F) ( 3. 
Azt, hogy a kromatikus szám nem lehet 3-nál kisebb, úgy lehet látjuk be, hogy megmutatjuk, hogy van páratlan hosszú kör F-ben. Mivel sem G1, sem G2 nem színezhető 2 színnel, ezért egyik sem lehet páros gráf, vagyis G1-ben és G2-ben is van páratlan hosszú kör. Legyen u1, …, up egy páratlan kör G1-ben, és v1, …, vq páratlan kör G2-ben. Feltehető, hogy p ( q. Ekkor tudunk mutatni egy p pontot tartalmazó zárt sétát G2-ben is, amely először végigmegy egyszer a G2-beli q hosszú körön, majd „egy darabig” továbbmegy, végül az ellenkező irányban visszatér a kezdőponthoz. Pontosabban fogalmazva a következő pontsorozat épp egy 
q + ((p-q)/2+1) + ((p-q)/2-1) = q + 2(p-q)/2 = p hosszú zárt élsorozat pontjai G2-ben: v1, v2, …, vq, v1, v2, …, v(p-q)/2+1, v(p-q)/2, …, v2.  Ennek szemléltetését láthatjuk az alábbi ábrán, egy példán keresztül:
[image: image12.png]p hosszi zért élsorozat pontjal Gy-ben:  1-2-3-4-5-1-2-3-2
Eraiatt a ker F-ben: (4,1)-(B,2)-(C.9)-(D.A)-E,5)-F.1)-(G.2)-E.3)-12)-(4.1)




Az egyszerűség kedvéért jelöljük mostantól a fenti G2-beli p hosszú zárt élsorozatot a következőképpen: x1, x2, …, xp. Ennek segítségével már könnyen mutathatunk egy páratlan kört F-ben: (u1, x1), (u2, x2), …, (up, xp). Ez valóban p hosszú kör, hiszen a pontjai (az első koordináták különbözősége miatt) mind különbözők, emellett az első koordináták sorozata egy páratlan kör G1-ben, a második koordináták sorozata pedig egy azonos hosszú zárt élsorozat G2-ben – emiatt ezek a pontok tényleg egy zárt élsorozatot adnak F-ben. F tehát tartalmaz páratlan kört, emiatt nem színezhető két színnel, azaz ((F) = 3.
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