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4. gyakorlat megoldásai
Szélességi bejárás, legrövidebb út algoritmusok
1. Készítsük el a 4. feladat gráfjának egy szélességi bejárását!

A szélességi bejárást végezhetjük például az s pontból kiindulva. Az éleken szereplő súlyok nem befolyásolják a szélességi bejárást, így azokat nem tüntettük fel az ábrán. Ekkor a gráf, és egy lehetséges szélességi bejárás fája a következő lesz:
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Az egyes csúcsok szélességi számozása, azaz elérési sorrendje ebben a lehetséges szélességi bejárásban a következő lesz: s, C, A, F, E, D, B, t.
2. Milyen a teljes gráf szélességi bejárása?

A teljes gráf szélességi bejárása egy tetszőleges r pontból mindig egy r gyökerű csillagot ad, azaz minden pont r szomszédja lesz a bejárás fájában, a fa magassága pedig 1.

3. A G gráfban bármely két pont között a legrövidebb út hossza legfeljebb 2. Milyen hosszú lehet G-ben a legrövidebb kör? 
Egy ilyen gráfban a legrövidebb kör hossza lehet 2, 3, 4, vagy 5 – ezekre ad példát az alábbi ábra:

[image: image2.png]< 70




Ha egy kör k hosszú (azaz k élből áll), akkor két átellenes pontja között biztosan van egy, a kör éleiből álló 
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 hosszú út. Ez azt jelenti, hogy egy olyan gráfban, ahol két tetszőleges pont közti távolság legfeljebb 2, biztosan nem lehet a legrövidebb kör legalább 6 hosszú, a következők miatt. Ha C egy k ( 6 hosszú kör a gráfban, akkor C két átellenes végét biztosan összeköti egy olyan út is, amely legfeljebb 2 hosszú, ezért van legfeljebb 
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+2 < k  hosszú kör is a gráfban, így C nem lehet a legrövidebb. 
4. Határozzuk meg a Dijkstra-algoritmussal a legrövidebb utat s és t között, nyomon követve az algoritmust!
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A Dijkstra-algoritmus működését a következő táblázat szemlélteti: 

	
	Távolságok s-től
	Kiválasztott csúcs
	Kész halmaz

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	t
	
	

	0. lépés
	10
	-
	3
	-
	-
	-
	-
	C
	s, C

	1. lépés
	10
	7
	
	-
	5
	5
	-
	F
	s, C, F

	2. lépés
	10
	7
	
	-
	5
	
	-
	E
	s, C, F, E

	3. lépés
	10
	8
	
	14
	
	
	15
	B
	s, C, F, E, B

	4. lépés
	10
	
	
	14
	
	
	15
	A
	s, C, F, E, B, A

	5. lépés
	
	
	
	14
	
	
	15
	D
	s, C, F, E, B, A, D

	6. lépés
	
	
	
	
	
	
	15
	
	s, C, F, E, B, A, D, t


Az algoritmus eredményeként minden x pontra megkapjuk az s-ből x-be vezető legrövidebb út hosszát, amely a t pont esetén épp 15-nek adódik.
5. Határozzuk meg a legrövidebb út hosszát s-ből t-be az x paraméter tetszőleges pozitív, valós értéke esetén!
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A Dijkstra-algoritmust alkalmazva az első gráfra a következőre jutunk: kezdetben a „Kész” halmazba (s mellé) az A csúcs kerül be, és az s – A távolság 1. Ezután az A-ból induló két éllel próbálunk javítani, ekkor két eset lehetséges.
I. eset: x < 2. Ekkor az s – B távolság értéke 3-ról (1+x) -re módosul, hiszen 1+x<3. Ezután B kerül a „Kész” halmazba, így az utolsó lépésben az s – t távolság értékére min{1+x+2, 4} adódik. 

II. eset: x ( 2. Ekkor az s – B távolság értéke 3 lesz, hiszen 1+x ( 3. Ezután ismét B kerül a „Kész” halmazba, és az utolsó lépésben az s – t távolság értékére 4 adódik. 

Összesítve az eddigieket a következőt kapjuk: az s – t távolság értéke x+3, hogyha x < 1, és 4, hogyha x ( 1, vagy rövidebben s és t távolsága min{4, x+3}. 

A második gráf esetén szintén az A csúcs kerül először be a „Kész” halmazba, és az s – A távolság értéke 2. Ezután az x értékétől függően az s – C távolság értéke 2+x, vagy 5 lesz. A gráf nagysága miatt innentől táblázatos formában írjuk le a lépéseket (figyeljük meg, hogy az egyes lépések során választott minimális távolságú csúcsot jogosan választottuk ki!):

	
	Távolságok s-től
	Kiválasztott csúcs
	Kész halmaz

	
	A
	B
	C
	D
	t
	
	

	0. lépés
	2
	-
	5
	-
	-
	A
	s, A

	1. lépés
	
	9
	min(2+x, 5)
	-
	-
	C 
	s, A, C

	2. lépés
	
	9
	
	min(6+x, 9)
	-
	D
	s, A, C, D

	3. lépés
	
	min(7+x, 9)
	
	
	min(9+x, 12)
	B
	s, A, C, D, B

	4. lépés
	
	
	
	
	min(8+x, 10)
	t
	s, A, C, D, B, t


Így az s – t távolság értékére min{10, x+8} adódik.
6. Dijkstra algoritmusa csak két tetszőleges pont között vezető legrövidebb út hosszát határozza meg. Módosítsuk az algoritmust úgy, hogy a legrövidebb utat (vagy azok egyikét) is megkaphassuk!
Egy táblázatban tartsuk azt is számon, hogy honnan érdemes egy adott x csúcsba lépni. Ezt kezdetben az határozza meg, hogy melyik csúcsból jutunk el először x-be, aztán pedig minden alkalommal, amikor az s – x távolságnál számontartott értéket javítjuk, akkor a javítás alapján módosítjuk azt is, hogy honnan lehet (az addig megtalált) legrövidebb út esetén x-be lépni. Így az algoritmus leállásakor t-ből indulva visszafele meghatározhatjuk  a legrövidebb utat is.
7. Határozzuk meg a Bellmann – Ford algoritmussal a legrövidebb utat s és t között, nyomon követve az algoritmust!
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Mivel a gráfban nincs negatív összsúlyú él, ezért a Bellmann-Ford algoritmus alkalmazható. Az algoritmus k. lépése során az s-ből az egyes pontokba vezető legfeljebb k hosszú utak legrövidebbikének hosszát számítjuk ki. Ha egy pontba nincs s-ből legfeljebb k hosszú út, akkor ezt egy *-gal jelöljük. Az egyes lépésekben az s-től számított távolságok a következők:

	s
	A
	B
	C
	D
	t

	0
	2
	*
	5
	*
	*


1. lépés: 
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	0
	2
	3
	5
	3
	*


2. lépés: 
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	0
	2
	2
	5
	3
	8


3. lépés: 
 2. lépés:








   3. lépés

 




	s
	A
	B
	C
	D
	t

	0
	2
	2
	5
	3
	7


4. lépés: 

A változásokat piros színnel jelöltük a táblázatokban. Vegyük észre, hogy csak azokban a sorokban kell újraszámolni a távolságokat, amelyekben az előző lépés során volt valahol változás! Mivel a 4. lépés után a táblázat már nem változik, azért a legrövidebb s – t út hossza 7. 
8. Határozzuk meg minden pontpárra a köztük futó legrövidebb út hosszát a Floyd-algoritmus segítségével a 7. feladat gráfjában!

Mivel a gráfban nincs negatív összsúlyú él, ezért a Floyd algoritmus alkalmazható.  Az algoritmus alkalmazásához a pontokat valamilyen tetszőleges módon sorba kell rendezni. Legyen ez a sorrend esetünkben a következő: s, A, B, C, D, t. Az algoritmus k. lépésében azt számoljuk ki az egyes pontpárokra, hogy mennyi a köztük futó olyan utak legrövidebbikének hossza, melyek közbülső pontként csak az 1., 2. , ... k. pontokat használhatják fel. Természetesen a 0. lépésben a közbülső pont nélküli, azaz az egyetlen élből álló utakat vesszük csak figyelembe. Az egyes lépések során számított táblázatok a következők:
 0. lépés: 



      1. lépés: (s bevonásával)

     2. lépés: (A bevonásával) 
	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	*
	5
	*
	*

	A
	*
	0
	1
	4
	3
	*

	B
	*
	*
	0
	4
	*
	5

	C
	*
	*
	*
	0
	-2
	*

	D
	*
	*
	-1
	*
	0
	6

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0

	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	*
	5
	*
	*

	A
	*
	0
	1
	4
	3
	*

	B
	*
	*
	0
	4
	*
	5

	C
	*
	*
	*
	0
	-2
	*

	D
	*
	*
	-1
	*
	0
	6

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0

	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	3
	5
	5
	*

	A
	*
	0
	1
	4
	3
	*

	B
	*
	*
	0
	4
	*
	5

	C
	*
	*
	*
	0
	-2
	*

	D
	*
	*
	-1
	*
	0
	6

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0


	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	3
	5
	5
	8

	A
	*
	0
	1
	4
	3
	6

	B
	*
	*
	0
	4
	*
	5

	C
	*
	*
	*
	0
	-2
	*

	D
	*
	*
	-1
	3
	0
	4

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0

	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	3
	5
	3
	8

	A
	*
	0
	1
	4
	2
	6

	B
	*
	*
	0
	4
	2
	5

	C
	*
	*
	*
	0
	-2
	*

	D
	*
	*
	-1
	3
	0
	4

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0

	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	2
	5
	3
	7

	A
	*
	0
	1
	4
	2
	6

	B
	*
	*
	0
	4
	2
	5

	C
	*
	*
	-3
	0
	-2
	2

	D
	*
	*
	-1
	3
	0
	4

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0


3. lépés: (B bevonásával)

      4. lépés: (C bevonásával)

     5. lépés: (D bevonásával) 

6. lépés: (t bevonásával)
	
	s
	A
	B
	C
	D
	t

	s
	0
	2
	2
	5
	3
	7

	A
	*
	0
	1
	4
	2
	6

	B
	*
	*
	0
	4
	2
	5

	C
	*
	*
	-3
	0
	-2
	2

	D
	*
	*
	-1
	3
	0
	4

	t
	*
	*
	*
	*
	*
	0


A végeredmény (akárcsak a 7. feladatban) az, hogy a legrövidebb s – t utak hossza 7.
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