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14. gyakorlat

Csoportelmélet II.
1. Határozd meg az alábbi rajzok egybevágósági csoportját úgy, hogy nevet adsz az elemeiknek, és felírod a műveleti táblát! (Egy táblázatban minden elempárra megadod a szorzatukat.)
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A különféle alakzatok egybevágósági csoportjának elemei olyan tengelyes tükrözések illetve forgatások, melyek önmagukba viszik át az adott alakzatot. Az egyes transzformációkon mint csoportelemeken értelmezett művelet a kompozíció. Azaz ha tr1 és tr2 az alakzat két egybevágósági transzformációja, akkor tr1(tr2 az a transzformáció, melyet úgy kapunk, hogy először elvégezzük a tr2 transzformációt, majd a kapott alakzaton a tr1 transzformációt. Például egy (-szögű és egy (-szögű forgatás egymásutánja egy (+( -szögű forgatás lesz, két tengelyes tükrözés egymásutánjának eredménye pedig megegyezik egy (-szögű forgatás eredményével, ahol ( a két tengely által bezárt szög. 
Az első alakzatnak nincs egyetlen szimmetriatengelye sem, viszont a 90(-kal, vagy annak bármely többszörösével való forgatások helybenhagyják a rajzot. Emiatt a különböző egybevágósági transzformációk, azaz az egybevágósági csoport elemei a következők: I (identitás), f 90, f 180, f 270. Ennek a négy elemnek a műveleti táblája a következő:

	 
	I
	f90
	f180
	f270

	I
	I
	f90
	f180
	f270

	f90
	f90
	f180
	f270
	I

	f180
	f180
	f270
	I
	f90

	f270
	f270
	I
	f90
	f180


A második alakzatnak, a téglalapnak már van két szimmetriatengelye, jelöljük ezeket t1-el illetve t2-vel. Ezek mellett a téglalapot a 180(-os forgatás is önmagába viszi át. Ezen transzformációk csoportjának műveleti táblája: 

	 
	I
	t1
	t2
	f180

	I
	I
	t1
	t2
	f180

	t1
	T1
	I
	f180
	t2

	t2
	T2
	f180
	I
	t1

	f180
	f180
	t2
	t1
	I


A harmadik alakzat a négyzet, vagyis a szabályos 4-szög. Ennek az egybevágósági csoportja a D4, amely 4 tengelyes tükrözést és 4 forgatást (ebbe beleértve az identitást is, mint 360(-al való forgatást) tartalmaz. Jelöljük a 4 tengelyt t1-el, t2-vel, t3-mal illetve t4-el úgy, hogy a szomszédos indexet kapó tengelyek egymással 45(-ot zárjanak be. A műveleti tábla így a következő lesz:
	 
	I
	t1
	t2
	t3
	t4
	f90
	f180
	f270

	I
	I
	t1
	t2
	t3
	t4
	f90
	f180
	f270

	t1
	t1
	I
	f90
	f180
	f270
	t2
	t3
	t4

	t2
	t2
	f270
	I
	f90
	f180
	t3
	t4
	t1

	t3
	t3
	f180
	f270
	I
	f90
	t4
	t1
	t2

	t4
	t4
	f90
	f180
	f270
	I
	t1
	t2
	t3

	f90
	f90
	t4
	t1
	t2
	t3
	f180
	f270
	I

	f180
	f180
	t3
	t4
	t1
	t2
	f270
	I
	f90

	f270
	f270
	t2
	t3
	t4
	t1
	I
	f90
	f180


2. Van-e hatodrendű részcsoport a szabályos tízszög egybevágósági csoportjában, D10-ben?
A szabályos tízszög egybevágósági csoportjának a rendje |D10| = 2(10 = 20, hiszen a csoport 10 tükrözést és 10 forgatást tartalmaz. Viszont A Lagrange-tétel értelmében tetszőleges részcsoport rendje osztója az eredeti csoport rendjének, ezért D10-ben nem lehet hatodrendű részcsoport, hiszen 6 | 20 nem teljesül. 
3. Hány hatodrendű elem van C24-ben?
A C24 ciklikus csoport elemei egyetlen 24-rendű a elem hatványai: a1, a2, a3, …, a23, a24 = e. Legyen x egy tetszőleges pozitív egész, amely 24-el osztva m-et ad maradékul, azaz x = 24k + m valamely k egészre. Ekkor 
[image: image2.wmf](

)

m

m

k

m

k

m

k

x

a

a

e

a

a

a

a

=

×

=

×

=

=

+

24

24

.

Emiatt a-nak pontosan azon hatványai egyeznek meg az egységelemmel, melyeknek a kitevője 24-el osztható. Így egy ax elem rendjét úgy kaphatjuk meg, hogyha megvizsgáljuk, hogy mennyivel kell megszorozni x-et ahhoz, hogy 24-el osztható számot kapjunk. Legyen 24 és x legnagyobb közös osztója d(24,x), ekkor persze 24 felírható a következő alakban: 24 = d(24,x)·r. Ekkor x-et pontosan r-rel kell megszorozni ahhoz, hogy 24-el osztható kitevőt kapjunk, hiszen a d(24,x) tényező már szerepel x-ben. Emiatt tehát o(ax) = r = 24 / d(24,x). 
Vagyis egy ax elem pontosan akkor hatodrendű, hogyha 6 = 24 / d(24,x), azaz d(24,x) = 4. Ennek a feltételnek csak két x érték tesz eleget 1 és 24 között: a 4 és a 20. Emiatt két hatodrendű elem van C24-ben: a4 és a20.
4. a) Hány  részcsoportja van a 12-rendű ciklikus csoportnak? 
A Lagrange-tétel szerint C12 minden részcsoportjának rendje (mérete) 12 valamely osztója. Ismert emellett, hogy ciklikus csoportnak minden részcsoportja is ciklikus. Ezért a lehetséges részcsoportok: C1, C2, C3, C4, C6, C12. Belátjuk, hogy ez a 6 részcsoport valóban szerepel C12-ben. Egy elem által generált részcsoport rendje megegyezik az elem rendjével, ezért ha van C12-ben r rendű elem, akkor az generálja Cr-et. Legyen a C12-t generáló elem a. Ekkor 12 tetszőleges r osztójára található C12-ben olyan elem, melynek rendje éppen r, ez pedig az a12 / r elem. Emiatt valóban mind a 6 lehetséges ciklikus csoport előáll részcsoportként C12-ben. (Például C3 előáll részcsoportként, mert o(a4) = 3 miatt < a4 > = { a4, a8, a12 = e}= C3.) 
b) Mik az egyes elemek rendjei a 12-rendű ciklikus csoportban? 
A második feladatban leírt érvelés alapján tetszőleges n esetén a Cn = < a > csoportban egy ax elem rendje éppen n / d(n,x). Az egyes elemek rendjeit ez alapján is kiszámolhatjuk, vagy egyszerűen megkereshetjük minden ax alakú elem esetén, hogy melyik az a legkisebb pozitív egész r, amelyik hatványra emelve az elemet visszakapjuk az egységet. Ehhez könnyen látható módon az kell, hogy a kitevőben 12-vel osztható számot kapjunk. Az egyes elemek rendjei:
o(e) = 1

o(a) = 12
o(a2) = 6, mert (a2)6 = a12 = e 
o(a3) = 4, mert (a3)4 = a12 = e
o(a4) = 3, mert (a4)3 = a12 = e
o(a5) = 12, mert (a5)12 = a60 = (a12)5 = e5 = e
o(a6) = 2, mert (a6)2 = a12 = e
o(a7) = 12, mert (a7)12 = a84 = (a12)7 = e7 = e
o(a8) = 3, mert (a8)3 = a24 = (a12)2 = e2 = e
o(a9) = 4, mert (a9)4 = a36 = (a12)3 = e3 = e
o(a10) = 6, mert (a10)6 = a60 = (a12)5 = e5 = e
o(a11) = 12, mert (a11)12 = a132 = (a12)11 = e11 = e
Fontos megjegyezni, hogy az egyes elemek rendjének megadásakor nem elég indoklásnak, hogy az adott hatványra emelve az elemet az egységet kapjuk, hiszen az is szükséges, hogy kisebb hatvány még nem adja vissza az egységet!
c) Hány olyan eleme van a Cn ciklikus csoportnak, ami egymaga generálja az egész csoportot?
Egy elem által generált részcsoport rendje megegyezik az elem rendjével, így pontosan azok az elemek generálják az egész csoportot, melyek rendje 12. Ezek a fentiek alapján: a, a5, a17, a11. Ha felhasználjuk az o(ax) = n / d(n,x) összefüggést, akkor láthatjuk, hogy egy elem rendje pontosan akkor egyezik meg a csoport rendjével (azaz n-nel), hogyha d(n,x) = 1, azaz az elem kitevője és n egymáshoz relatív prímek. Ilyen elemből tetszőleges n esetén ((n) darab van Cn -ben, ahol (() az Euler-féle függvény. Így valóban azt kapjuk, hogy a keresett elemek száma ((12) = ((3)(((4) = (3-1)((4-2) = 4.
d) Mik a végtelen ciklikus csoport részcsoportjai, illetve az elemek rendjei?
A végtelen ciklikus csoport elemei: {..., a-n, ..., a-3, a-2, a-1, e, a1, a2, a3, ..., an, ... }. Itt az egységelem rendje nyilván 1, viszont bármely más elemet hatványozok is, sosem fogom visszakapni az egységet, így minden más elem rendje végtelen. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus, valamint a részcsoport rendje megegyezik az őt generáló elem rendjével, így két különböző részcsoport van, a két triviális részcsoport:  C1 = < e > és C( = < a  >.
5. Bizonyítsd be, hogy minden k pozitív egész számhoz létezik olyan véges csoport, melynek pontosan k darab valódi részcsoportja van!
A Lagrange-tétel szerint Cn minden részcsoportjának rendje (mérete) n valamely osztója. Legyen m egy tetszőleges osztója n-nek. Belátjuk, hogy Cm szerepel részcsoportként Cn-ben. Egy elem által generált részcsoport rendje megegyezik az elem rendjével, ezért ha van Cn-ben m rendű elem, akkor az generálja Cm-et. Legyen a Cn-et generáló elem a. Ekkor az an / m elem rendje biztosan m, emiatt valóban Cm valóban előáll részcsoportként Cn-ben. Vagyis Cn-ben pontosan azon m-ek esetén szerepel Cm részcsoportként, melyekre 
m | n. Emiatt egy tetszőleges Cn ciklikus csoportnak pontosan annyi részcsoportja van, ahány osztója, de ezek közül kettő triviális részcsoport (C1 és Cn). Emiatt ha n = pk+1 valamely p prímszámra, akkor n osztóinak száma k+2, azaz a Cn csoportnak épp k valódi részcsoportja van.
6. Mi a rendje az S4 szimmetrikus csoportnak? Végezzük el a megadott műveleteket!

[image: image3.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

4

1

3

3

2

4

1

3

4

4

3

1

2

2

1

   és    
[image: image4.wmf]1

1

4

4

3

3

2

2

1

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


A feladat első kérdését úgy is megfogalmazhatjuk, hogy a két permutáció egymás után végzése melyik permutációt adja eredményül. Legyen a négy elem, amelyen a permutációkat végezzük a, b, c és d, és legyen ez a kiindulási sorrend is. Ekkor az első permutáció eredményeként a sorrend b, a, d, c lesz, ezt tovább permutálva a második permutációval a végleges sorrend d, c, a, b. Vagyis:
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Mivel a szimmetrikus csoport egységeleme mindig az a permutáció, ami nem változtatja meg a sorrendet, ezért egy permutáció inverze az a permutáció, amely minden elemet visszavisz a kiindulási pozícióba. Ezért:
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7. Bizonyítsd be, hogy ciklikus csoportnál minden részcsoport normálosztó is egyben!

Legyen egy tetszőleges ciklikus csoport Cn = < a  >. Könnyen látható, hogy Cn kommutatív, hiszen tetszőleges k és m pozitív egészekre ak(am = ak+m = am(ak. Emiatt persze tetszőleges H részcsoport és g csoportbeli elem esetén Hg = {hg: h ( H} = {gh: h ( H} = gH, emiatt a baloldali és a jobboldali mellékosztályok megegyeznek, vagyis valóban minden részcsoport normálosztó is.
8. a) Hány  részcsoportja van a 15-rendű ciklikus csoportnak? 
A 15-rendű ciklikus csoportnak az 5. feladatban leírtak szerint pontosan annyi részcsoportja van, ahány osztója van 15-nek, vagyis 4. A részcsoportok pedig: C1, C3, C5, C15.

b) Hány  normálosztója van a 15-rendű ciklikus csoportnak?

A 7. feladat alapján egy ciklikus csoportnak minden részcsoportja egyben normálosztó is, és persze minden normálosztó részcsoport is. Emiatt tehát ugyanannyi normálosztó van C15-ben, mint ahány részcsoport, vagyis négy. 

9. Melyik alkot gyűrűt, és melyik alkot testet? (Ha más nem szerepel, akkor a két művelet az összeadás és a szorzás.) 
a) {
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Ez a struktúra testet alkot. Ehhez a következőket kell látni:

1. (+ zártság): 
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, ezért az összeadás nem vezet ki a halmazból

2. (+ asszociativitás): triviálisan teljesül

3. (+ egység): 
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4. (+ inverz): az 
[image: image11.wmf]2

b

a

+

 elem inverze:
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, hiszen a kettő összege 0.
5. (+ kommutativitás): triviálisan teljesül

6. (( zártság): 
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, ezért a szorzás nem vezet ki a halmazból

7. (( asszociativitás): triviálisan teljesül

8. (( egység): 
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9. (( inverz, 0 kivételével): az 
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. Vegyük észre, hogy ha a és b racionális számok, akkor a kapott inverz együtthatóinak nevezőjében álló a2 – 2b2 biztosan nem lehet 0, mert abból az következne, hogy 
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, ami nem lehet, mert a baloldal racionális, a jobboldal irracionális szám. Ezért a kapott inverz együtthatói racionális számok, így valóban minden elemnek van inverze a szorzásra nézve az alaphalmazban, kivéve a nullát.

10. (( kommutativitás): triviálisan teljesül
11. (disztributivitás): triviálisan teljesül 

A fentiek során többször felhasználtuk a valós számok szorzására és összeadására vonatkozó elemi ismereteket. Minden szükséges feltétel teljesül, tehát ez a struktúra valóban egy test.

b) {
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Ez a struktúra nem alkot testet, sőt gyűrűt sem. Az könnyen látható, hogy az összeadásra vonatkozó feltételek (1.–5.) teljesülnek, ehhez a fenti érvelésben csak a 
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-t kell mindenhol 
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-ra kicserélni, minden érvényben marad így is. Emiatt ez a halmaz az összeadásra nézve Abel-csoportot alkot. A szorzásra vonatkozóan azonban már a zártsági feltétel sem teljesül: 


[image: image22.wmf]3

3

3

3

4

2

)

(

)

2

)(

2

(

bd

bc

ad

ac

d

c

b

a

+

+

+

=

+

+

.

Látható, hogy mivel a 
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 nem racionális szám, ezért a zártsági feltétel csak akkor teljesülne, hogyha a 
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alakban felírnunk, ahol p és q racionális számok. Ez azonban nem lehetséges, mert a 
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 egyenlőség alapján a következőket kapjuk:
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Ez viszont ellentmondás, hiszen a baloldalon irracionális, a jobboldalon viszont racionális szám áll (ellenőrizhető, hogy a p+q2 = 0 esetben is ellentmondásra jutunk). Emiatt a zártsági feltétel nem teljesül a szorzásra, tehát nem beszélhetünk gyűrűről.
c) azok a racionális számok, amelyek nevezője nem osztható sem 2-vel, sem 5-tel

Ez a struktúra egy gyűrűt alkot. Ehhez a következőket kell látni:

1. (+ zártság): 
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. Hogyha sem b, sem d nem osztható 2-vel illetve 5-el, akkor a bd sem osztható velük, ezért az összeadás nem vezet ki a halmazból.

2. (+ asszociativitás): triviálisan teljesül

3. (+ egység): a 0 megfelel egységnek.
4. (+ inverz): az 
[image: image34.wmf]b
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 elem inverze: 
[image: image35.wmf]b

a

-

, hiszen a kettő összege 0, és a nevező nem változik.

5. (+ kommutativitás): triviálisan teljesül

6. (( zártság): 
[image: image36.wmf]bd
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. Hogyha sem b, sem d nem osztható 2-vel illetve 5-el, akkor a bd sem osztható velük, ezért a szorzás nem vezet ki a halmazból.
7. (( asszociativitás): triviálisan teljesül

Vagyis a gyűrű-feltételek teljesülnek. Emellett hamar belátható, hogy bár az 1 éppen megfelel a szorzás egységének (azaz egységelemes gyűrűről beszélhetünk), például a 2 racionális számnak nincs inverze a szorzásra nézve, hiszen az 1/2 bármely felírásában igaz, hogy a nevező 2-vel osztható. Emiatt a struktúra nem test.
d) egész együtthatós polinomok

Ez a struktúra egy gyűrűt alkot. Ehhez a következőket kell látni:

1. (+ zártság): két egészegyütthatós polinom összege is egészegyütthatós polinom.

2. (+ asszociativitás): triviálisan teljesül

3. (+ egység): a p(x) = 0 nulladfokú polinom megfelel egységnek.
4. (+ inverz): az p(x) polinom inverze a – p(x) polinom, az együtthatók egészek maradnak.

5. (+ kommutativitás): triviálisan teljesül

6. (( zártság): két egészegyütthatós polinom szorzata valóban egy harmadik egészegyütthatós polinom. 

7. (( asszociativitás): triviálisan teljesül

Vagyis a gyűrű-feltételek teljesülnek. Emellett belátható, hogy bár az p(x) = 1 nulladfokú polinom éppen megfelel a szorzás egységének (azaz egységelemes gyűrűről beszélhetünk), például a p(x) = 2x polinomnak nincs inverze a szorzásra nézve, a q(x) = 1/(2x) függvény nem egészegyütthatós polinom. Emiatt a struktúra nem test.
e) a valós függvények az összeadásra és a függvénykompozícióra, mint műveletekre nézve. 
Ebben az esetben ismét egy egységelemes gyűrűről van szó:

1. (+ zártság): két függvény összege egy újabb függvény: f(x)+g(x) = h(x).

2. (+ asszociativitás): triviálisan teljesül

3. (+ egység): az f(x) = 0 konstans függvény megfelel egységnek.
4. (+ inverz): az f(x) polinom inverze az összeadásra a – f(x) függvény.

5. (+ kommutativitás): triviálisan teljesül

6. (◦ zártság): két függvény kompozíciója is függvény: (f ◦ g)(x) = f(g(x)). 

7. (( asszociativitás): ((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))) és (f ◦ (g ◦ h))(x) = f((g ◦ h)(x)) = f(g(h(x))), vagyis az asszociativitás teljesül.

Emiatt a struktúra gyűrű. A kompozíció egységeleme az identitásfüggvény: I(x) = x. A kompozícióra vonatkozó inverz a szokásos értelemben vett inverzfüggvény lenne, melyet a következő definíció határoz meg: (f -1 ◦ f)(x) = f -1(f(x)) = I(x) = x. Azonban ismert, hogy nem minden függvény invertálható (pl. egyik konstansfüggvény sem invertálható), így a struktúra nem test.
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