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13. gyakorlat

Csoportelmélet
1. Bizonyítsd be, hogy 
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Fejtsük ki a baloldalon álló mennyiséget:
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   (mod p).
Itt a kongruencia abból következik, hogy ha egy számból elveszek p-t, attól még a p-vel való osztási maradéka nem változik. A második egyenlőség pedig egy egyszerű törtegyszerűsítés következménye.

2. Csoportot alkotnak-e az alábbi H halmazok a megadott műveletekre?

a) H egy tetszőleges X halmaz összes részhalmazainak halmaza, a művelet a halmazok szimmetrikus differenciája. Az A és B halmazok szimmetrikus differenciája alatt az A ( B = (A \ B) ( (B \ A) halmazt értjük.

Mivel tetszőleges A és B (A, B ( X) esetén A ( B is X egy részhalmaza lesz, ezért a művelet zárt a H halmazon. Az asszociativitás ellenőrzéséhez meghatározzuk mind (A ( B) ( C -t, mind A ( (B ( C) -t, és megvizsgáljuk, hogy ezek egyenlők-e:
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Az ábrák alapján látható, hogy mindkét esetben ugyanazt a halmazt kaptuk, így az asszociativitás teljesül. Mivel tetszőleges A halmaz esetén A ( Ø = Ø ( A = (A \ Ø) ( ( Ø \ A) =A ( Ø = A, ezért Ø (az üres halmaz) megfelel egységelemnek. Ekkor már csak azt kell látnunk, hogy minden elemnek van H-beli inverze. Ennek megmutatásához elég észrevennünk, hogy minden elem inverze önmaga lesz, hiszen A ( A = (A \ A) ( (A \ A) = Ø ( Ø =  Ø tetszőleges A halmaz esetén. A csoportot definiáló négy feltétel mindegyike teljesül, így ez a struktúra egy csoport.
b) H az n ( n -es (valós) mátrixok, és a művelet a szorzás.

Két n ( n -es mátrix szorzata szintén egy n ( n -es mátrix, így a művelet nem vezet ki az alaphalmazból, a zártsági feltétel teljesül. A mátrixszorzás (tetszőleges mátrixokra) asszociatív, egységelemnek pedig megfelel az egységmátrix. A struktúra azonban mégsem csoport, mert nincs minden n ( n -es mátrixnak inverze, hiszen egy 0 determinánsú mátrixnak nem létezik inverze. 
c) H az n ( n -es 1 determinánsú (valós) mátrixok, és a művelet a szorzás.

Két n ( n -es 1 determinánsú mátrix szorzata szintén egy n ( n -es 1 determinánsú mátrix, így a művelet nem vezet ki az alaphalmazból, a zártsági feltétel teljesül. A mátrixszorzás asszociatív, egységelemnek pedig ismét megfelel az egységmátrix, hiszen a determinánsa 1, ezért H-beli. Már csak azt kell ellenőriznünk, hogy van-e minden elemnek inverze. Legyen A egy 1 determinánsú, n ( n -es mátrix. Ekkor A-nak létezik egy A-1 inverze, melyre A(A-1 = E, ahol E az n ( n -es egységmátrix. Ugyanakkor a mátrixokra vonatkozó szorzástétel szerint det(A)(det(A-1) = det(A(A-1) = det(E) = 1, ahonnan det(A-1) = 1 / det(A) = 1 / 1 = 1, amiből az következik, hogy minden ilyen A mátrix inverze benne van a H alaphalmazban. Mind a 4 feltétel teljesül, így a struktúra csoport.

d) H =  R a valós számok halmaza, a művelet pedig a hagyományos szorzás.

Két valós szám szorzata szintén valós, a zártság teljesül. A valósok körében értelmezett szorzás asszociatív, és az egységelem az 1. Mégsem beszélhetünk csoportról, mert a 0 valós számnak nincs inverze, hiszen nincs olyan szám, mellyel a 0-t szorozva 1-et kapnánk. 
e) H = R\{0}, ahol R a valós számok halmaza, az ( művelet pedig a következő: a(b = 2ab, ahol a jobboldalon a hagyományos szorzás szerepel.

A zártság most is teljesül, mert két nemnulla szám szorzatának a duplája sem nulla. Az asszociativitás gyakorlatilag egyből következik a valós számok körében értelmezett szorzás asszociativitásából: (a(b)(c = (2ab)(c = 4abc = a((2bc) = a((b(c). Az egységelem viszont most nem az 1, hanem az ½, hiszen a ( ½ = ½ ( a = 2(½(a = a. Ekkor egy tetszőleges nemnulla a valós inverze 1/(4a) lesz, hiszen a ( 1/(4a) = 1/(4a) ( a = 2(1/(4a)(a = ½. Mivel a 0 nem szerepel az alaphalmazban, ezért minden elemre értelmezett az inverz, és benne is van az alaphalmazban (hiszen ha a ≠ 0, akkor 1/(4a) ≠ 0 is igaz). Emiatt a struktúra csoport.
f) H a modulo m szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0, 1, .. m-1}), a művelet pedig a maradékosztályokon értelmezett összeadás.
A művelet zártsága egyértelmű, hiszen két maradékosztályt összeadva ismét egy maradékosztályt kapunk, ha az összeadás a maradékosztályokon értelmezett összeadás. Az asszociativitás szintén triviálisan teljesül. Az egységelem a 0 maradékosztály, hiszen ha egy tetszőleges számhoz m-mel osztható számot adunk, akkor a szám maradéka nem változik modulo m. Az x maradékosztály inverze pedig az m – x  maradékosztály, hiszen ha a ≡ x (mod m) és b ≡ m – x (mod m), akkor a+b ≡ x + m – x = 0 (mod m). Vagyis a csoporttulajdonság mindegyik feltétele teljesül.
3. Legyen G olyan csoport, ahol a2 = e teljesül minden a ( G elemre. Bizonyítsd be, hogy G Abel-csoport!

Legyen a, b ( G két tetszőleges csoportbeli elem. Tudjuk, hogy aa = e és bb = e. Azt szeretnénk belátni, hogy ab = ba. Ehhez a következő dolgot kell észrevennünk: (ab)(ba) = a(bb)a = aea = aa = e, azaz az ab elem inverze ba. Ugyanakkor mivel ab szintén a csoport egy eleme, így az inverze csak önmaga lehet, vagyis 
ab = ba. Tehát a csoport valóban Abel-csoport.
4. Egy G csoportban minden a, b ( G elempárra teljesül, hogy (ab)-1 = a-1b-1. Bizonyítsd be, hogy ekkor G Abel-csoport!

Legyen az egységelem e. Ekkor ab(ab) -1 = aba-1b-1= e, vagyis a-1b-1 inverze ab. Emellett baa-1b-1= bb-1= e, vagyis a-1b-1 inverze ba. Viszont az inverz minden csoportban egyértelmű, ezért ab = ba, azaz G valóban Abel-csoport.
5. Egy leképezés minden elemhez az inverzét rendeli. Mikor lesz homomorfizmus ez a leképezés?

Egy h:G → G leképezés (definíció szerint) pontosan akkor homomorfizmus, hogyha tetszőleges a, b ( G esetén h(a)h(b)  = h(ab). Mivel h minden elemhez az inverzét rendeli, ezért ez következővel egyenértékű: 

a-1b-1 = (ab) -1

(*). 

6. Azt állítjuk, hogy ez ekvivalens azzal, hogy G egy Abel-csoport. Az előző feladatban megmutattuk, hogy ha (*) teljesül, akkor a csoport Abel-csoport. Fordítva, ha G egy Abel-csoport, akkor (ab) -1 = (ba) -1, és mivel (ba)(a-1b-1) = baa-1b-1 = bb-1 = e, ezért (ab) -1 = (ba) -1 = a-1b-1, azaz (*) teljesül. Tehát a leképezés pontosan akkor lesz homomorfizmus, hogyha a csoport Abel-csoport.
7. Tekintsünk egy páratlan rendű Abel-csoportot, ahol a művelet neve az összeadás. Bizonyítsuk be, hogy az összes elem összege 0 (vagyis az egység)!
Jelöljük egy a elem inverzét a-1 -el. Ekkor a + a-1 = a-1 + a = 0. Minden elemnél két eset lehetséges: az inverze vagy önmaga, vagy egy másik elem. Legyen G1 azon elemek halmaza, melyek inverze önmaga, G2 pedig azon elemek halmaza, melyek inverze egy másik elem. Vegyük észre, hogy mivel az inverz-kapcsolat kölcsönös (ha a inverze b, akkor a+b = b+a = 0, ezért b inverze a), így minden G2-beli elem inverze is G2-ben van, azaz a G2-beli elemek (az inverz-kapcsolat alapján) párba állíthatók egymással. Így |G2| páros, és a G2-beli elemek összege 0. Mivel a csoport rendje páratlan, így |G1| páratlan kell, hogy legyen. 
Belátjuk, hogy G1 részcsoportot alkot az eredeti csoportban. Először is vizsgáljuk meg a zártsági feltételt! Legyen a, b ( G1, ez definíció szerint azt jelenti, hogy a-nak és b-nek is önmaga az inverze, azaz a + a = 0 és 
b + b = 0. Ekkor viszont a kommutativitás és az asszociativitás miatt (a + b) + (a + b) = a + a + b + b = 0 + 0 = 0, vagyis az a + b elem inverze is önmaga, így a + b ( G1, tehát a zártság teljesül. Az asszociativitás (és a kommutativitás) megmarad G1-ben is, mivel a művelet nem változott. Mivel 0 inverze önmaga, így 0 ( G1, azaz az egységelem benne van G1-ben. Emellett mivel minden G1-beli elem inverze önmaga, ezért az inverz-feltétel is teljesül G1-re, így G1 valóban részcsoport.

Ekkor viszont tekintsünk egy tetszőleges a ( G1 elemet. Mivel a + a = 0, ezért az a elem rendje G1-ben biztosan osztója 2-nek, vagyis ο(a) vagy 1, vagy 2. Mivel azonban G1 rendje, azaz |G1| páratlan, és egy elem rendje mindig osztója a csoport rendjének, így o(a) nem lehet 2 csak 1, vagyis a = 0. Így G1-ben csak egyetlen elem van, a 0. Emiatt nem csak a G2-beli elemek összege 0, hanem a G1-beli egyetlen elem „összege” is 0, vagyis igaz a következő:
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8. Keresd meg az alábbi csoportok közül az izomorfakat!
a) Z4+          b) Z5(          c) Z8(          d) Z10(          e) Z12(
Zm+ azt a csoportot jelöli, melynek elemei a modulo m vett maradékosztályok, azaz a {0, 1, ..., m – 1} számok, a művelet pedig a modulo m értelmezett összeadás. Zm( pedig azt a csoportot jelöli, melynek elemei az m-hez relatív prím, m-nél kisebb természetes számok (emiatt a csoport rendje ((m)), a művelet pedig a modulo m értelmezett szorzás. Két csoport izomorfságát a két csoport műveleti táblája (Cayley-táblája) alapján tudjuk megállapítani, így készítsük el ezért minden csoport esetén ezt a táblázatot:

	Z4+
	0
	1
	2
	3

	0
	0
	1
	2
	3

	1
	1
	2
	3
	0

	2
	2
	3
	0
	1

	3
	3
	0
	1
	2

	Z5x
	1
	2
	3
	4

	1
	1
	2
	3
	4

	2
	2
	4
	1
	3

	3
	3
	1
	4
	2

	4
	4
	3
	2
	1


	Z8x
	1
	3
	5
	7

	1
	1
	3
	5
	7

	3
	3
	1
	7
	5

	5
	5
	7
	1
	3

	7
	7
	5
	3
	1

	Z10x
	1
	3
	7
	9

	1
	1
	3
	7
	9

	3
	3
	9
	1
	7

	7
	7
	1
	9
	3

	9
	9
	7
	3
	1

	Z12x
	1
	5
	7
	11

	1
	1
	5
	7
	11

	5
	5
	1
	11
	7

	7
	7
	11
	1
	5

	11
	11
	7
	5
	1


Hamar belátható, hogy az elemek nevének felcserélésével Z5(, Z8(, Z10( és Z12( műveleti táblája azonossá tehető, mindegyik izomorf az úgynevezett Klein-féle csoporttal. Ahhoz, hogy ezt lássuk, végezzük el a következő átnevezéseket a Z8(, Z10( és Z12( csoportokban:
Z 8(: 1 → 1, 3 → 3, 5 → 2, 7 → 4.

Z 10(: 1 → 1, 3 → 2, 7 → 3, 9 → 4.

Z 12(: 1 → 1, 5 → 3, 7 → 2, 11 → 4.

Ekkor könnyen ellenőrizhető, hogy az így kapott műveleti táblák már mindhárom esetben azonosak lesznek a Z5( esetén kapott táblázattal, ez a négy csoport tehát izomorf. A Z4+ csoport velük nem izomorf, hiszen ez nem a Klein-féle csoporttal, hanem a 4-ed rendű ciklikus csoporttal izomorf.

9. Jelölje (G1,() és (G2,() a (G,() csoport két részcsoportját, ( a művelet. Igaz-e, hogy (G1∩G2,() is részcsoport? És (G1(G2, ()?
Ahhoz, hogy lássuk, hogy (G1∩G2,() is részcsoport, csak azt kell belátnunk, hogy csoport. Legyen a, b ( G1∩G2. Ekkor a, b ( G1, és mivel G1 csoport, ezért a G1-re vonatkozó műveleti zártság miatt a(b ( G1. Ugyanígy a, b ( G2, és mivel G2 szintén csoport, ezért a(b ( G2 is igaz. Ez együtt azt jelenti, hogy a(b ( G1∩G2, azaz a műveleti zártság feltétele teljesül. Az asszociativitás triviálisan igaz marad, hiszen a művelet nem változott. Mivel G1 és G2 is csoport, ezért az egységelem mindkettőben szerepel, így a metszetük is tartalmazza az egységet. Már csak azt kell ellenőrizni, hogy tetszőleges a ( G1∩G2 esetén igaz-e, hogy a-1 ( G1∩G2.  Mivel a ( G1 és G1 csoport, ezért a-1 ( G1. Ugyanígy a ( G2 és G2 csoport, így a-1 ( G2. Az inverz tehát tetszőleges elem esetén benne van G1-ben és G2-ben is, emiatt a metszetükben is. Vagyis (G1∩G2,() csoport, így részcsoportja (G,()-nak.
(G1(G2, () viszont nem feltétlenül alkot csoportot, ennek oka, hogy a zártsági feltétel lehet, hogy nem teljesül. Ezt úgy tudjuk megmutatni, hogy adunk egy ellenpéldát. Legyen az eredeti csoport a modulo 6 vett maradékosztályok halmaza a modulo 6 értelmezett összeadásra nézve (azaz Z6+), és így legyen G = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Legyen emellett G1 = {0, 3} és G2 = {0, 2, 4}, könnyen ellenőrizhető, hogy ez valóban két részcsoport Z6+-ban. Ekkor persze G1(G2 = {0, 2, 3, 4}. Ez valóban nem részcsoport, hiszen a csoport tulajdonságok közül már a zártsági feltétel sem teljesül 2 + 3 = 5 miatt. 
10. A valós számsorozatok halmaza csoportot alkot a számsorozatok összeadására nézve, mint műveletre. Döntsd el, hogy az alábbi részhalmazok közül melyek alkotnak részcsoportot ebben a csoportban?
Számsorozatok összeadása tagonként történik, azaz egy a1, a2, …, an, … sorozat (ez a továbbiakban < an >-el jelöljük majd) és egy b1, b2, …, bn, … sorozat összege az a1+b1, a2+b2, …, an+bn, … sorozat. Az asszociativitás minden esetben triviálisan teljesül, ezt a feltételt tehát nem kell többször megvizsgálnunk. Az egységelem a csupa 0 sorozat (e = < en > = < 0 >), egy a = < an > sorozat inverze pedig az a-1 = < – an > sorozat, hiszen így az a és az a-1 sorozat elemeit tagonként összeadva valóban nullát kapunk. Ezek után lássuk a különböző részhalmazokat:
a) a konvergens számsorozatok halmaza
Ha két konvergens sorozatot, < an > -et és < bn > összeadjuk, akkor szintén konvergens sorozatot kapunk: ha 
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, vagyis a zártsági feltétel teljesül. Az egységelem benne van ebben a halmazban, hiszen a csupa 0 sorozat konvergens, határértéke 0. Ha pedig < an > konvergens, és határértéke A, akkor < – an > is konvergens, és a határértéke –A. Emiatt ez a halmaz minden elem inverzét is tartalmazza, így mind a 4 csoportfeltétel teljesül, ezért a konvergens számsorozatok halmaza részcsoportot alkot. 
b) a divergens számsorozatok halmaza
Előfordulhat, hogy két divergens számsorozatot összeadva a kapott számsorozat már nem divergens, így a művelet kivezet a halmazból, ebben az esetben tehát nem beszélhetünk részcsoportról. A műveleti zártság sérülésére jó példa az alábbi: legyen az egyik sorozat a +1, -1, +1, -1, … sorozat, a másik a -1, +1, -1, +1, … sorozat. Mindkét sorozat divergens, viszont az összegük a csupa 0 sorozat, ami konvergens.

c) a korlátos számsorozatok halmaza
Ha két korlátos számsorozatot összeadunk, akkor egy újabb korlátos számsorozatot kapunk. Ennek belátásához tegyük fel, hogy < an > és < bn > is korlátosak, azaz léteznek k1, k2, m1 és m2 számok, melyekre tetszőleges n esetén igaz, hogy k1 ≤ an ≤ k2 és m1 ≤ bn ≤ m2. Ekkor viszont teljesül a következő is: k1 + k2 ≤ an ≤ m1 + m2, azaz az összegsorozat is korlátos. A csupa 0 sorozat nyilván korlátos, így a halmazban szerepel az egységelem, valamint ha < an > korlátos, akkor < – an > is korlátos, hiszen ha minden n esetén k1 ≤ an ≤ k2, akkor az is igaz, hogy – k2 ≤ – an ≤ – k1. Vagyis ez a halmaz csoportot alkot, így az eredeti csoportnak egy részcsoportja.
d) a monoton növő számsorozatok halmaza
A monoton növő számsorozatok nem alkotnak részcsoportot a számsorozatok csoportjában, mert bár ez a halmaz tartalmazz a csupa 0 sorozatot (az egységet), de nem tartalmazza minden elemhez az ő inverzét. Ennek oka, hogy egy szigorúan monoton növő < an > sorozat (amely egyben persze monoton növő is) inverze, vagyis a  < – an > sorozat szigorúan monoton csökkenő, azaz nem monoton növekvő.
11. Legyen H a G csoport egy részcsoportja, és g ( G tetszőleges. Bizonyítsuk be, hogy ekkor 
g-1Hg = { g-1hg : h ( H } is részcsoport!
Vizsgáljuk meg a négy csoportfeltételt. A zártsági feltétel ellenőrzéséhez válasszunk két tetszőleges elemet 
g-1Hg -ból, mondjuk legyen a = g-1h1g és b = g-1h2g, ahol h1, h2 ( H. Ekkor a két elemen elvégezve a műveletet a következőt kapjuk: ab = g-1h1g g-1h2g = g-1h1h2g, így ab ( g-1Hg, hiszen H részcsoportsága miatt h1h2 ( H. A zártsági feltétel tehát teljesül. Az asszociativitás triviálisan teljesül. Az e egységelem szerepel a halmazban, mivel H részcsoport, így e ( H, vagyis g-1eg = g-1g = e szerepel g-1Hg -ben. Egy tetszőleges g-1Hg -beli 
a = g-1hg elem (h ( H) inverze pedig éppen az a-1 = g-1h-1g elem, hiszen aa-1 = g-1hg g-1h-1g = g-1hh-1g = g-1g = e. Mivel H részcsoportsága miatt h ( H -ból következik h-1 ( H is, ezért az a-1 = g-1h-1g elem szintén benne van a vizsgált g-1Hg halmazban. Ezzel az állítást bizonyítottuk.
12. Bizonyítsd be, hogy csoportokban igaz a o(gh)= o(hg) azonosság tetszőleges g és h elemekre! Itt o(g) a g elem rendje.

Legyen o(gh) = r. Megmutatjuk, hogy (hg)r = e. A feltétel szerint tudjuk a következőt: 
e = (gh)r. 
Szorozzuk be ezt az egyenlőséget balról h-val: 
h = h(gh)r = h(gh)(gh)…(gh) = (hg)(hg)…(hg)h = (hg)rh. 

Most pedig szorozzuk be ennek az egyenlőségnek a két szélét jobbról h-1-el: 
hh-1 = (hg)rhh-1, azaz e = (hg)r .

Emiatt tudjuk, hogy a o(gh) ≤ r = o(hg), viszont mivel ugyanezt az érvelést teljesen szimmetrikusan módon elmondhatnánk a fordított irányban is (vegyük észre, hogy g és h szerepe teljesen szimmetrikus!), ezért 
o(gh) ≥ o(hg) szintén igaz. Ez pedig csak úgy lehet, ha o(gh) = o(hg), az állítást bizonyítottuk.

13. Egy csoportban az a elem rendje 10. Mekkora az a3 illetve az a12 elem rendje?

Az a elem rendje 10, emiatt tudjuk, hogy a 10. hatványa megegyezik az egységelemmel, de semelyik kisebb hatványa nem lehet az egység. Vizsgáljuk meg a-nak egy tetszőleges x-edik hatványát! Legyen mondjuk x maradéka 10-el osztva m, ekkor x = 10k + m valamely k egészre. Emiatt:
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Ebből az következik, hogy a-nak pontosan azon hatványai egyeznek meg az egységelemmel, ahol a kitevőben 10-el osztható szám áll. Így a legkisebb olyan pozitív r szám, amely teljesíti az  
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 egyenlőséget a 10, hiszen a 3 és a 10 legkisebb közös többszöröse, a 30 kell, hogy szerepeljen a kitevőben. Ugyanígy a legkisebb olyan pozitív t szám, amely teljesíti az 
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 egyenlőséget az 5 lesz, mert itt a nevezőben a 10 és a 12 legkisebb közös többszöröse áll, vagyis 60 = 12∙5.  Emiatt o(a3) = 10 és o(a12) = 5. 
14. Tudjuk, hogy a G csoport rendje 100, a g elemre pedig teljesül, hogy g21 = e. Mit tudunk g-ről?

Mivel g21 = e, ezért o(g) | 21 teljesül. Emellett egy elem rendje mindig osztója a csoport rendjének (ez a Lagrange-tétel egy következménye), és így o(g) | 100. De csak egyetlen olyan pozitív szám van, amely a 21-nek és 100-nak is osztója, ez pedig az 1. Vagyis o(g) = 1, azaz g = e. 
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