2005. december 7.
Schlotter Ildikó

ildi@cs.bme.hu

13. gyakorlat

Csoportelmélet
1. Bizonyítsd be, hogy 
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2. Csoportot alkotnak-e az alábbi H halmazok a megadott műveletekre?

a) H egy tetszőleges X halmaz összes részhalmazainak halmaza, a művelet a halmazok szimmetrikus differenciája. Az A és B halmazok szimmetrikus differenciája alatt az A ( B = (A \ B) ( (B \ A) halmazt értjük.

b) H az n ( n -es (valós) mátrixok, és a művelet a szorzás.

c) H az n ( n -es 1 determinánsú (valós) mátrixok, és a művelet a szorzás.

d) H =  R a valós számok halmaza, a művelet pedig a hagyományos szorzás.

e) H = R\{0}, ahol R a valós számok halmaza, az ( művelet pedig a következő: a(b = 2ab, ahol a jobboldalon a hagyományos szorzás szerepel.

f) H a modulo m szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0, 1, .. m-1}), a művelet pedig a maradékosztályokon értelmezett összeadás.
3. Legyen G olyan csoport, ahol a2 = e teljesül minden a ( G elemre. Bizonyítsd be, hogy G Abel-csoport!

4. Egy G csoportban minden a, b ( G elempárra teljesül, hogy (ab)-1 = a-1b-1. Bizonyítsd be, hogy ekkor G Abel-csoport!

5. Egy leképezés minden elemhez az inverzét rendeli. Mikor lesz homomorfizmus ez a leképezés?

6. Tekintsünk egy páratlan rendű Abel-csoportot, ahol a művelet neve az összeadás. Bizonyítsuk be, hogy az összes elem összege 0 (vagyis az egység)!
7. Keresd meg az alábbi csoportok közül az izomorfakat!
a) Z4+          b) Z5(          c) Z8(          d) Z10(          e) Z12(
8. Jelölje (G1,() és (G2,() a (G,() csoport két részcsoportját, ( a művelet. Igaz-e, hogy (G1∩G2,() is részcsoport? És (G1(G2,()?
9. A valós számsorozatok halmaza csoportot alkot a számsorozatok összeadására nézve, mint műveletre. Döntsd el, hogy az alábbi részhalmazok közül melyek alkotnak részcsoportot ebben a csoportban?
a) a konvergens számsorozatok halmaza
b) a divergens számsorozatok halmaza
c) a korlátos számsorozatok halmaza
d) a monoton növő számsorozatok halmaza
10. Legyen H a G csoport egy részcsoportja, és g ( G tetszőleges. Bizonyítsuk be, hogy ekkor 
g-1Hg = { g-1hg : h ( H } is részcsoport!
11. Bizonyítsd be, hogy csoportokban igaz a o(gh)= o(hg) azonosság tetszőleges g és h elemekre! Itt o(g) a g elem rendje.

12. Egy csoportban az a elem rendje 10. Mekkora az a3 illetve az a12 elem rendje?

13. Tudjuk, hogy a G csoport rendje 100, a g elemre pedig teljesül, hogy g21 = e. Mit tudunk g-ről?
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