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12. gyakorlat

Számelmélet, kongruenciák
1. Bizonyítsd be, hogy nem létezik olyan 3 jegyű szám, melynek osztóinak száma osztható volna 11-gyel!
Egy szám osztóinak számát a prímtényezős felbontásából tudhatjuk meg. Legyen egy n szám prímtényezős felbontása a következő: 
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. Ekkor n osztóinak a száma 
[image: image2.wmf])

1

(

)

1

)(

1

(

2

1

+

+

+

k

a

a

a

K

. Mivel a 11 prímszám, így ha egy ilyen szorzatalakban felírt szám értéke osztható 11-el, az csak úgy lehet, hogy a szorzat egyik tényezőjének értéke 11. Emiatt a szóban forgó szám osztója egy p10 alakú szám valamilyen p prímszámra. Mivel egy ilyen szám értéke legalább 210 = 1024, emiatt egy legalább 1024 értékű osztója van a számnak. Így a szám nem lehet 1000-nél kisebb, azaz valóban nincs ilyen háromjegyű szám.
2. Bizonyítsd be, hogy minden n természetes számra n11 + 10n osztható 11-gyel!
Ha n osztható 11-el, akkor n11 + 10n = n(n10 + 10) is osztható 11-el. Ha pedig n nem oszható 11-el, akkor (mivel n prím) n és 11 legnagyobb közös osztója 1, azaz d(n,11) = 1. Ekkor alkalmazhatjuk a kis Fermat-tételt p = 11 értékkel. Innen azt kapjuk, hogy n11-1 ( 1 (mod 11). Ennek a kongruenciának mindkét oldalához 10-et adva kapjuk, hogy n10 + 10 ( 11 ( 0 (mod 11), vagyis n10 + 10 osztható 11-el. Így n11 + 10n = n(n10 + 10) is osztható 11-el.
3. Bizonyítsd be, hogy minden n természetes számra n7 – n osztható 42-vel!
Legyen x = n7 – n = n(n6 – 1) = n(n3 + 1)(n3 – 1) = n(n + 1)(n2 – n + 1)(n – 1)(n2 + n + 1). Egy számnak akkor osztója a 42, hogyha osztója a 2, a 3 és a 7. Vegyük sorra, hogy ezek miért teljesülnek. Először is x-nek osztója a 2, mert x-nek osztója n  és n + 1 is, e közül a két szám közül (mivel a különbségük 1) az egyik biztosan páros. Emiatt tehát x is páros, azaz osztható 2-vel. Ugyanígy x-nek  osztója n + 1, n és n – 1, ami három egymást követő szám. Mivel három egymást követő szám közül az egyik biztosan osztható 3-al, így x is biztosan osztható 3-al. Most már csak azt kell belátnunk, hogy x 7-el is osztható. Ehhez vizsgáljuk meg, hogy attól függően, hogy n milyen maradékot ad 7-el osztva, x-nek melyik tényezője lesz oszható 7-el:
	x maradéka 7-el osztva
	x 7-el osztható tényezője

	0
	n ( 0  (mod 7)

	1
	n – 1 ( 1 – 1 ( 0  (mod 7)

	2
	n2 + n + 1 ( 4 + 2 + 1 ( 7 ( 0   (mod 7)

	3
	n2 – n + 1 ( 9 – 3 + 1 ( 7 ( 0   (mod 7)

	4
	n2 + n + 1 ( 16 + 4 + 1 ( 21 ( 0   (mod 7)

	5
	n2 – n + 1 ( 25 – 5 + 1 ( 21 ( 0   (mod 7)

	6
	n + 1 ( 6 + 1 ( 7 ( 0  (mod 7)


A táblázat alapján látható, hogy n 7-el való osztási maradékától függetlenül mindig van olyan tényezője x-nek, ami osztható 7-el, ezért x is valóban mindig osztható 7-el. Így x tényleg osztható 42-vel.
4. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a háromjegyű számmal, akkor ugyanazt a maradékot kapjuk. Mi ez a maradék?
Tegyük fel, hogy egy háromjegyű x számmal osztva mindkét számot ugyanazt az m maradékot kapjuk. Ezt a következő módon is megfogalmazhatjuk kongruenciák alakjában:

11863 ( m  (mod x) és 

10839 ( m  (mod x). 
Ezt a két kongruenciát egymásból kivonva kapjuk, hogy 1024 ( 0  (mod x), vagyis 1024 osztható x-el. Mivel x háromjegyű, így x értéke csak 128, 256 vagy 512 lehet. Már csak azt kell megfigyelnünk, hogy e három szám közül bármelyikkel osztjuk is a 11863-at, a maradék mindenképpen 87. Vagyis a keresett maradék m = 87.
5. Oldd meg az alábbi kongruenciákat!
a) 9x  ( 24  (mod 96)
A kongruenciának van megoldása, mivel d(9,96) = 3 osztója a 24-nek. A megoldások száma d(9,96) = 3, modulo 96. Néhány ekvivalens átalakítás: 

9x  ( 24  (mod 96)




/ osztunk 3-al

3x  ( 8  (mod 96 / d(96,3) = 96 / 3 = 32)

/ hozzáadunk 2∙32 = 64-et

3x  ( 72  (mod 32) 




/ osztunk 3-al

x  ( 24  (mod 32 / d(32,3) = 32 / 1 = 32).

Emiatt a megoldások x-re (32-es maradékrendszerről visszatérve a 96-os maradékrendszerre):

x ( 24  (mod 96)
x ( 56  (mod 96)
x ( 88  (mod 96).
b) 8x  ( 3  (mod 21)
A kongruenciának van megoldása, mivel d(8,21) = 1 osztója a 3-nak. A megoldások száma d(8,21) = 1, modulo 21. Ekvivalens átalakításokkal a következőt kapjuk: 

8x ( 3  (mod 21)




/ hozzáadunk 21-et

8x ( 3+21 = 24  (mod 21)



/ osztunk 8-cal

x ( 3  (mod 21 / d(21,8) = 21 / 1 = 21)

Vagyis a megoldás x-re: x  ( 3  (mod 21).

c) 51997 ( x (mod 17)
Mivel d(5,17) = 1, ezért az Euler-Fermat -tételt alkalmazhatjuk az a = 5, m = 17, ((m) = 16 szereposztással: 
5((17) = 516 ( 1  (mod 17).  
Mivel 1997 = 16∙124 + 13, ezért:
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  (mod 17).
Vagyis azt kell megállapítanunk, hogy 513 milyen maradékot ad 17-el osztva. Ehhez felhasználjuk, hogy 513 = 58 ∙ 54 ∙ 51. Az 5 egyes hatványainak maradékai 17-el osztva pedig:

51 ( 5  (mod 17)

52 ( 5 ∙ 5 ( 25 ( 8  (mod 17)
54 ( 8 ∙ 8 ( 64 ( 13  (mod 17)
58 ( 13 ∙ 13 ( 169 ( –1  (mod 17)
Így x ( 513 = 58 ∙ 54 ∙ 51 ( (–1) ∙ 13 ∙ 5 ( –65 ( 3  (mod 17).
d) 4949 ( x (mod 15)
Mivel d(49,15) = 1, ezért az Euler-Fermat -tételt alkalmazhatjuk az a = 49, m = 15 szereposztással. Ekkor mivel 15 = 3∙5 és a 3 és az 5 relatív prímek, így ((m) = ((15) = ((5) ∙ ((3) = 4∙2 = 8. Így a tételt alkalmazva:
49((15) = 498 ( 1  (mod 15).  
Mivel 49 = 8∙6 + 1, ezért:
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  (mod 15).

e) 108182 ( x (mod 19)
Mivel d(108,19) = 1, ezért az Euler-Fermat -tételt alkalmazhatjuk az a = 108, m = 19, ((m) = 18 szereposztással:
108((19) = 10818 ( 1  (mod 19).  
Mivel 182 = 18∙10 + 2 valamint 108 ( 13 (mod 19) ezért:
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  (mod 19).
6. Bizonyítsd be, hogy 3914 – 1 osztható 5-tel!
Mivel d(39,5) = 1, ezért az Euler-Fermat -tételt alkalmazhatjuk az a = 39, m = 5, ((m) = 4 szereposztással:
39((5) = 394 ( 1  (mod 5). Így mivel 14 = 4∙3 + 2 valamint 39 ( 4 (mod 5) ezért:
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  (mod 5).
Emiatt 3914 ( 1 (mod 5), vagyis 3914 – 1 osztható 5-tel.
7. Bizonyítsd be, hogy ha n nem osztható 17-tel, akkor n8 – 1 vagy n8 + 1 osztható 17-tel!
Ha n nem osztható 17-el, akkor mivel a 17 prímszám, ezért d(n,17) = 1. Emiatt alkalmazhatjuk az Euler-Fermat -tételt, amiből a következőt kapjuk: 

n((17) = n16 ( 1 (mod 17).

Vagyis n16 – 1 = (n8 – 1)( n8 + 1) oszható 17-el, ami a 17 prímszám volta miatt csak úgy lehet, ha a szorzat egyik tényezője osztható 17-el. 
8. Milyen maradékot ad 37-tel osztva az a szám, aminek 10-es számrendszerbeli alakja 37 db egyesből áll?
Ha x-el jelöljük azt a számot, aminek a 10-es számrendszerbeli alakja 37 db egyesből áll, akkor x-et a következő összegalakban is felírhatjuk:
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Emiatt x maradéka 37-el osztva 1, azaz  x ( 1 (mod 37).
9. Milyen maradékot ad 13-mal osztva 42600? 
Mivel d(42,13) = 1, ezért alkalmazhatjuk az Euler-Fermat -tételt a = 42, m = 13, ((m) = 12 szereposztással:
42((13) = 4212 ( 1 (mod 13). 
Mivel 600 = 50(12, ezért 
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  (mod 13). Vagyis a maradék 1.
Milyen maradékot ad 99-cel osztva 1996659?
Mivel d(1996,99) = 1, ezért alkalmazhatjuk az Euler-Fermat -tételt a = 1996, m = 99 szereposztással. Mivel 
99 = 9 (11, és d(9,11) = 1, ezért ((m) = ((99) = ((9)(((11) = ((32)(((11) = (32 – 31)((10) = 60. Így:
1996((99) = 199660 ( 1 (mod 99). 

Legyen x = 1996659, ekkor

[image: image9.wmf](

)

1

1

1996

1996

1996

1996

1996

10

10

60

600

659

º

º

º

=

×

=

×

x

  (mod 99).
Mivel 1996 = 20(99 + 16, ezért 

1996x ( 16x ( 1  (mod 99) 



/ hozzáadunk 99-et:

16x ( 100  (mod 99) 




/ osztunk 4-el:

4x ( 25  (mod 99 / d(99,4) = 99 / 1 = 99) 

/ hozzáadunk 99-et:

4x ( 124  (mod 99) 




/ osztunk 4-el:

x ( 31  (mod 99 / d(99,4) = 99 / 1 = 99) 

/ hozzáadunk 99-et:

Vagyis a válasz az, hogy  1996659 99-el osztva 31 maradékot ad.
10. Milyen maradékot ad 103-mal osztva
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Mivel a 206207 egy páros szám (hiszen 206 minden hatványa páros), ezért ez:
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  (mod 103). 
Vagyis a maradék 1.

11. Oldd meg x-re a kongruenciát!
x11999 ( 5 mod 13.
Ha x oszható 13-al, akkor x minden hatványa is osztható 13-al, és ekkor x11999 nem adhatna 13-al osztva 5 maradékot. Emiatt tudjuk, hogy d(x,13) = 1, hiszen a 13 prímszám. Ekkor viszont az Euler-Fermat -tétel szerint:
x((13) = x12 ( 1 (mod 13), ahonnan 


[image: image13.wmf](

)

1

1

1000

1000

12

1000

12

12000

º

º

º

º

×

x

x

x

  (mod 13), és így
x12000 ( x11999(x ( 5x ( 1 (mod 13).

Ehhez a kongruenciához adjunk 39 = 3(13 -at:

5x ( 40  (mod 13)




/ osztunk 5-el:

x ( 8  (mod 13 / d(13,5) = 13 / 1 = 13)

vagyis a megoldás az, hogy x ( 8  (mod 13).

x1993 ( 5 mod 21.

Fogalmazzuk át a fenti kongruenciát: x1993 – 5 oszható 21-el, azaz valamely k egész számra x1993 – 5 = 21k. Ezt átrendezve kapjuk, hogy x1993 – 21k = 5. 

Ha x osztható lenne 3-al, akkor akkor a baloldal 3-al oszható lenne, de a jobboldal nem, ami nem lehet. Ugyanígy, ha x osztható lenne 7-el, akkor a jobboldal 7-el osztható lenne, a baloldal viszont nem, ami szintén nem lehetséges. Emiatt tudjuk, hogy d(x,21) = 1. Ekkor viszont alkalmazhatjuk az Euler-Fermat -tételt 
a = x, m = 21 szereposztással. Mivel 21 = 3(7, és d(3,7) = 1, ezért ((m) = ((21) = ((3)(((7) = 2(6 = 12. Emiatt:

x((21) = x12 ( 1 (mod 21), és mivel 1993 = 12(166 + 1, így
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  (mod 21), ahonnan
x1993 ( x ( 5  (mod 21).
12. p prím, n tetszőleges természetes szám. Bizonyítsd be, hogy ha p(10n – 1, akkor 10p-2 ( n (mod p).
Azt, hogy p osztója 10n – 1 -nek, felírhatjuk kongruencia formájában is:

10n ( 1  (mod p)

Ez kis Fermat-tételt alkalmazva pedig azt kapjuk, hogy

10p-1 ( 1  (mod p), amiből a fenti kongruencia miatt

10p-1 ( 1 ( 10n  (mod p). 

Mivel p osztója 10n – 1 -nek, ezért p nem lehet sem 2, sem 5, mert ekkor 10n – 1 nem 0-t, hanem (–1) -et adna maradékul p-vel osztva. Ezért ezt a kongruenciát 10-el osztva a modulus nem változik meg:

10p-2 ( n  (mod p). 
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