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11. gyakorlat

Problémák bonyolultsága
1. Adjunk polinomrendű algoritmust annak eldöntésére, hogy van-e legfeljebb 100 hosszú kör a gráfban?

A feladatot úgy oldjuk meg, hogy először megkeressük, hogy van-e éppen 100 hosszú kör, aztán van-e éppen 99 hosszú kör,  stb.. Mivel a gráfban akár hurokélek is lehetnek, ezért az utolsó lépésben azt vizsgáljuk majd, hogy van-e 1 hosszú kör a gráfban. Amikor egy éppen k hosszú kört keresünk (k ( 100), akkor a következőt tesszük: minden lehetséges módon kiválasztunk k pontot, adott sorrendben, majd megvizsgáljuk, hogy ezek a pontok ebben a sorrendben alkotnak-e kört. Egyetlen ilyen vizsgálat esetén k él létezését kell ellenőrizni (ez k lépés), és ha a gráfban n pont van, akkor összesen n(n – 1)(n – 2)...(n – k + 1) eset van, hiszen ennyiféleképpen választhatunk ki valamilyen sorrendben k pontot az n-ből. Ez tehát minden k esetén kn(n – 1)(n – 2)...(n – k + 1) < nk+1 lépés, amit a k = 100, 99, ...1 esetekre összeadva még mindig polinomidejű algoritmust kapunk. 
2. Mutassuk meg, hogy az alábbi probléma NP-beli: 

Bemenet: egy G gráf és egy k szám.

Kérdés: Kiszínezhető-e G k színnel?

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy egy probléma NP-beli, mutatnunk kell az igenlő válasz esetére egy polinomméretű tanút. Ha a G gráf kiszínezhető k színnel, akkor egy ilyen megfelelő tanú maga a színezés , azaz annak valamilyen pontos leírása, pl. az egyes pontokhoz rendelt színek felsorolása a pontok valamilyen rögzített sorrendjében. Egy ilyen leírás biztosan polinomméretű, hiszen minden pontról csak a színét kell leírnunk, ami k szín esetén legfeljebb log2k biten megadható, így az egészleírás mérete összesen n∙log2k. Emellett egy ilyen tanút le is lehet ellenőrizni polinom időben, hiszen csak két dolgot kell megvizsgálni: valóban csak legfeljebb k színt használ-e a színezés, és tényleg minden él végpontja különböző színnel 
van-e színezve. Ez legfeljebb n + m lépést igényel, ahol m az élek száma, úgyhogy a tanú megfelelő, így a probléma NP-beli.
3. Vezessük vissza a Hamilton-kör létezésére vonatkozó problémát az adott két pont között Hamilton-út létezésére vonatkozó problémára (irányítatlan gráfok körében)!

Tegyük fel, hogy adott egy algoritmus, mely egységnyi időben eldönti, hogy van-e egy adott gráf két adott pontja között Hamilton-út. Ezt felhasználva adunk egy algoritmust, amely eldönti, hogy van-e egy G gráfban Hamilton-kör. Ehhez csak annyit kell tennünk, hogy (az algoritmusunk segítségével) G minden xy élére eldöntjük, hogy van-e G-ben x és y között Hamilton-út. Látható, hogy ha valamelyik él esetén a válasz igen, akkor a gráfban van Hamilton-kör, ha pedig minden él esetén a válasz nem, akkor G-ben biztosan nem lehetett Hamilton-kör. Ez az algoritmus összesen m lépésből áll, így a polinomidejűség miatt a visszavezetés helyes.

Határozza meg az alábbi problémák bonyolultságát!

4. Bemenet: egy G gráf, x,y ( V(G).

Kérdés: Van-e G-ben x és y között 3 éldiszjunkt út?

A probléma P-beli, ezt úgy látjuk be, hogy adunk rá egy polinomidejű algoritmust. Szerkesszünk a feladat inputja alapján (polinom időben) egy H hálózatot, melynek a gráfját G adja (az éleket oda-vissza irányítva), x a forrás és y a nyelő, valamint minden él kapacitása 1. Az ismert O(nm2) futási idejű folyamalgoritmus segítségével határozzuk meg a hálózatban a maximális folyamértéket. Mivel egy ilyen csupa 1 kapacitásokkal rendelkező hálózatban egy k értékű folyam útja éppen k darab éldiszjunkt utat határoz meg a forrásból a nyelőbe, ezért pontosan akkor van x és y között legalább 3 éldiszjunkt út G-ben, hogyha a kapott maximális folyamérték legalább 3. (Hiszen minden legalább 3 értékű folyamnak szükséges van 3 éldiszjunkt útra, és fordítva, ha van 3 éldiszjunkt út, akkor azon átjut egy 3 értékű folyam.) 
5. Bemenet: egy G gráf.

Kérdés: Kiszínezhetőek-e G pontjai 2 színnel úgy, hogy legfeljebb 2 él kivételével minden él  
   végpontjai különböző színűek?

Az, hogy a gráf pontjai két színnel színezhetők úgy, hogy a színezés helyességét legfeljebb 2 szín esetén sértjük meg, azt jelenti, hogy van két olyan él, melyeket törölve a gráf két színnel színezhető. Vegyük észre, hogy ha nem 2, hanem csak 1 vagy 0 él esetén sérül a színezés, akkor is lehet a gráfból törölni két élet, hogy a maradék két színnel színezhető legyen – ha feltesszük, hogy a gráfban van legalább két él. (Ha nincs, akkor a válasz biztosan igen.) Válasszunk ki tehát minden lehetséges módon két élet a gráfban, ez 
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 esetet jelent, ahol m az élek száma. Vizsgáljuk meg minden esetben, hogy  a kiválasztott élek törlése után a maradék gráf kiszínezhető-e két színnel. Ez utóbbi feladatra ismert polinomidejű algoritmus (csak azt kell eldönteni, hogy páros-e a gráf), így az általunk adott algoritmus is polinomidejű. Ha valamely élpár törlése után a maradék gráf két színnel színezhető, akkor a válaszunk (az eredeti problémára) igen, ha pedig bármely két élet töröljük is, a maradék gráf sosem színezhető két színnel, akkor az eredeti problémára is nem a válasz. Azaz a probléma bonyolultsága P. 
6. Bemenet: egy G gráf.

Kérdés: kiszínezhető-e G 4 színnel?

Belátjuk, hogy a probléma NP-teljes. A probléma NP-beli, mert egy megfelelő tanú maga egy jó színezés. Azt, hogy NP-nehéz is, úgy látjuk be, hogy a 3-SZÍN problémát visszavezetjük erre a problémára. Tegyük fel tehát a továbbiakban, hogy adott egy egységnyi futási idejű algoritmusunk, amely tetszőleges gráfról eldönti, hogy kiszínezhető-e 4 színnel. Ennek segítségével adunk egy polinomidejű algoritmust a 3-SZÍN problémára. 

Legyen G egy gráf, melyről szeretnénk eldönteni, hogy kiszínezhető-e 3 színnel. Konstruáljuk a G’ gráfot a következőképpen: vegyünk G-hez egy új x pontot, majd kössük össze minden G-beli ponttal. Ha az így kapott G’ gráf kiszínezhető 4 színnel, akkor mivel az x pont színét nem használhattunk semelyik másik pontnál sem, ezért a maradék G gráfot biztosan 3 színnel színeztük. Fordítva, ha G kiszínezhető 3 színnel, akkor x-hez egy 4. színt rendelve G’ biztosan kiszínezhető 4 színnel. Azaz G’ pontosan akkor színezhető 4 színnel, ha G színezhető 3 színnel. Emiatt a 4 színnel való színezés algoritmusát alkalmazva G’-re (ez egyetlen lépés) megkapjuk a választ. Az algoritmus pedig G’ konstrukciójával együtt is polinom futási időt ad, azaz a visszavezetés helyes. Így a probléma NP-teljes. 
7. Bemenet: egy G gráf, x, y, z ( V(G).

Kérdés: Kiszínezhetőek-e G pontjai 3 színnel jól úgy, hogy x, y és z azonos színű legyen?

Azt állítjuk, hogy a probléma NP-teljes. Az, hogy NP-beli, könnyen belátható, hiszen egy megfelelő színezés jó tanúnak: a színezés helyessége, és az x, y és z pontok színének azonossága is könnyen ellenőrizhető. Az NP-nehézséget úgy látjuk be, hogy a 3-SZÍN problémát visszavezetjük erre a problémára. Tegyük fel tehát a továbbiakban, hogy adott egy egységnyi futási idejű algoritmusunk, amely tetszőleges gráfról és benne három tetszőleges  pontról eldönti, hogy kiszínezhető-e a gráf 3 színnel úgy, hogy a megadott 3 pont színe megegyezzen. 

Legyen tehát G egy gráf, melyről szeretnénk eldönteni, hogy 3 színnel kiszínezhető-e. Konstruáljuk a G’ gráfot úgy, hogy G-hez hozzáveszünk három izolált pontot. Ha G kiszínezhető 3 színnel, akkor az G’ is kiszínezhető 3 színnel úgy, hogy a, b és c színe megegyezzen, ehhez tartsuk meg G színezését, és egészítsük ki úgy, hogy a, b és c színe valamelyik szín (pl. az 1-es) legyen. Fordítva, ha a G’ gráf kiszínezhető 3 színnel úgy, hogy a, b és c színe megegyezzen, akkor ez azt is implikálja, hogy (G’ részgráfjaként) G is kiszínezhető kell, hogy legyen 3 színnel. Emiatt G pontosan akkor színezhető 3 színnel, ha G’ kiszínezhető 3 színnel úgy, hogy a, b és c színe megegyezzen. Ez azt jelenti, hogy az algoritmusunkat egyszer futtatva egy I = G’, a, b, c inputra polinomidőben megkapjuk a választ a 3-SZÍN problémára, emiatt a visszavezetés helyes, vagyis a probléma NP-teljes.
8.  “Van-e egy gráfban k-pontú teljes részgráf?” Mi ennek a problémának a bonyolultsága, ha k fix? És ha k is része az inputnak?

Ha k valamely fix konstans, akkor a következő algoritmus futási ideje polinomiális az input hosszában. Válasszunk ki minden lehetséges módon az n pontból k különbözőt, és vizsgáljuk meg, hogy a kiválasztott pontok egy teljes részgráfot alkotnak-e. A gráfban nyilván pontosan akkor van valahol k méretű teljes részgráf, hogyha valamelyik kiválasztásnál egy klikket kapunk. Mivel egy adott k méretű ponthalmaz esetén 
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 él létezését kell ellenőriznünk, ezért ez összesen 
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 lépés. Ez kevesebb, mint k2nk lépés, ami mivel k konstans, polinomidejű futási időt jelent.
Ha k is része az inputnak, akkor a probléma NP-teljes. Az NP-beliség nyilvánvaló, hiszen egy megfelelő, klikket alkotó ponthalmaz megfelelő tanú. A probléma NP-nehézségét úgy látjuk be, hogy visszavezetjük a „legalább k független pont” NP-teljes problémát erre. Tegyük fel tehát, hogy adott egy egységnyi futási idejű algoritmus, amely eldönti, hogy adott gráf és egy adott k szám esetén van-e a gráfban pontosan k méretű teljes részgráf. Ennek segítségével adunk egy polinomrendű algoritmust a következő problémára: adott egy G gráf és egy k szám, van-e G-ben legalább k független pont? Legyen G’ a G gráf komplementere. G-ben minden független ponthalmaz megfelel egy teljes részgráfnak G’-ben. Emiatt (a függetlenségi probléma megoldásához) csak azt kell megállapítanunk, hogy van-e G’-ben legalább k méretű teljes részgráf. Ehhez futtassuk az algoritmusunkat a következő inputokra: I1=(G’, k), I2=(G’, k+1), ..., I1=(G’, n). Ez összesen n – k + 1 lépés, és minden input hossza polinomiális az eredeti probléma inputhosszának függvényében. Az egyes inputok esetén kapott válaszokból megtudjuk, hogy van-e G’-ben k vagy k+1, ... vagy n méretű teljes részgráf. Ez persze éppen arra a kérdésre ad választ, hogy van-e G’-ben legalább k méretű klikk, azaz van-e legalább k független pont G-ben. Így a visszavezetés helyes, a probléma NP-teljes.
9. a) Bemenet: G egyszerű gráf.
    Kérdés: Van-e G-ben legalább 100 hosszú kör?
A probléma P-beli, mivel az alábbi polinomidejű algoritmussal megoldható. Válasszunk ki minden lehetséges módon 100 pontot valamilyen sorrendben. Ez n(n – 1)(n – 2)...(n – 99) eset. Legyenek egy kiválasztás esetén a pontok v1, v2, ..., v99, v100. Vizsgáljuk meg, hogy a kiválasztott pontok az adott sorrendben szerepelnek-e (egymás mellett) valamely legalább 100 hosszú körön. Ehhez két dolgot kell ellenőriznünk: van-e él vi és vi+1 között (i = 1, 2, ..., 99 esetén), valamint vezet-e út v1-ből v100-ba a többi pont elkerülésével. Ennek kiderítéséhez töröljük a v2, v3, ..., v99 pontokat a gráfból, majd pl. szélességi bejárás segítségével nézzük meg, hogy van-e a maradék gráfban út v1 és v100 között. Ez egyetlen kiválasztás esetén lineáris időben (n + m lépésben, ahol m az élszám) megtehető. Mivel kevesebb, mint n100 eset van, ezért a futási idő valóban polinomiális. A kérdésre pedig pontosan akkor igen a válasz, hogyha van olyan kiválasztás, amelyre azt találjuk, hogy a kiválasztott pontok az adott sorrendben rajta vannak egy legalább 100 hosszú körön.
b) Bemenet: G egyszerű gráf n ponton.
    Kérdés: Van-e G-ben legalább n/100 hosszúságú kör?

A probléma NP-teljes. Az NP-beliségre megfelelő tanú egy legalább n/100 méretű kör (mivel a mérete legfeljebb n, ezért a tanú lineáris időben ellenőrizhető). Az NP-nehézséget úgy látjuk be, hogy visszavezetjük a Hamilton-kör problémát erre. Legyen G egy gráf, melyben szeretnénk tudni, hogy van-e Hamilton-kör. Konstruáljuk a G’ gráfot úgy, hogy adjunk G-hez még 99n izolált pontot, ahol n a G pontjainak száma. Vegyük észre, hogy ez a konstrukció polinomméretű gráfot eredményez, G’ pontjainak száma n’ = n+99n = 100n.  Ha G-ben van Hamilton-kör, akkor ez a kör G’-ben egy n = n’/100 méretű kör. Fordítva, ha G’-ben van legalább n’/100 = n méretű kör, az csak úgy lehet, hogyha G-ben van egy n méretű kör, ami persze egy Hamilton-kört jelent G-ben. Így a polinomidejű konstrukció után egyetlen lépésben futtatva az „n/100 méretű kör” problémára meglévő algoritmusunkat egy polinomidejű algoritmust kapnánk a Hamilton-kör problémára is. Emiatt a visszavezetés miatt tehát a probléma NP-teljes. 
c) Bemenet: G egyszerű gráf n ponton.
    Kérdés: Van-e G-ben legalább 
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 hosszúságú kör?

Ez a probléma is NP-teljes. A bizonyítás teljesen megegyezik a b) részben leírtakkal, az egyetlen különbség az, hogy az új G’ gráfot ebben az esetben úgy kapjuk, hogy n2 – n  izolált pontot adunk G-hez, így az új pontszám n’ = n2 lesz. A konstrukció így már nem lineáris méretű (és idejű), de még mindig polinomiális. Emiatt a visszavezetés helyes marad.
10. Bemenet: G gráf.
Kérdés:  Teljesül-e az Ore-feltétel?

A probléma P-beli, mert adható rá polinomidejű algoritmus. Először számoljuk meg minden pontnak a fokszámát, ez m + n lépésben megtehető (n a pontok, m az élek száma). Ezután minden összekötetlen pontpárra ellenőrizzük, hogy a fokszámaik összege legalább n -e? Ez összesen n2 – m  lépés, így polinomidejű futási időt kapunk. (Megjegyzés: ez persze nem oldja meg a Hamilton-kör problémát, hiszen attól, hogy nem teljesük az Ore-feltétel, még lehet Hamilton-kör a gráfban!)
11. Bemenet: egy G irányítatlan gráf.
Kérdés: Kiszínezhetők-e G csúcsai 4 színnel, pirossal, zölddel, sárgával és kékkel úgy, hogy se 
   egyszínű pontok között, se piros és kék, illetve sárga és zöld csúcsok között ne haladjon    


   él?

A probléma P-beli, ezt úgy fogjuk igazolni, hogy a válasz pontosan akkor igen, hogyha a gráf 2 színnel színezhető – ez utóbbi probléma pedig megoldható polinom időben. Ha a gráf 2 színnel (mondjuk pirossal és zölddel) színezhető, akkor persze (esetleg egy piros pontot kékre, és egy zöldet sárgára átszínezve) a gráfnak egy, a feladat feltételeinek megfelelő színezését kapjuk. Fordítva, tegyük fel, hogy a gráfot kiszínezhetjük a feladat feltételei szerint. Ekkor jelöljük egy adott színezés esetén a piros és a kék csúcsok halmazát A-val, a maradék, tehát zöld és sárga pontokat pedig B-vel. Ekkor a színezés tulajdonságai miatt sem az A halmazon belül, sem a B halmazon belül nem mennek élek, emiatt a gráf páros – a két pontosztály éppen A és B. Ekkor persze a gráf 2 színnel is kiszínezhető. Vagyis a probléma ekvivalens a P-beli 2-SZÍN problémával.
12. Bemenet: G gráf, e,f ( E(G).
Kérdés: Létezik-e kör, amely e-t és f-et is tartalmazza?
A probléma P-beli, mert adható rá polinomidejű algoritmus. Adott G gráf és e, f élek esetén 3 eset lehetséges: a két él párhuzamos (ekkor persze van egy 2 hosszú kör, amely őket tartalmazza, azaz a válasz igen), a két élnek egy közös végpontja van, vagy pedig nincs közös végpontjuk. Vizsgáljuk meg először azt az esetet, amikor a két élnek egy közös végpontja van. Legyen e = xy és f = xz. Ekkor konstruáljuk G’-t úgy, hogy töröljük G-ből az x pontot (minden rá illeszkedő éllel együtt). Ekkor könnyen látható, hogy pontosan akkor van G-ben e-n és f-en átmenő kör, hogyha van G’-ben út y-ból z-be, hiszen minden ilyen kör biztosan egymás után tartalmazza a két élt. Az, hogy G’-ben van-e út y-ból z-be, eldönthető pl. egy szélességi bejárással lineáris idő alatt. 
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Tegyük most azt fel, hogy a két él végpontjai különbözőek, legyen e = xy és f = wz. Konstruáljuk a H hálózatot a következőképpen: vegyünk G-hez két új pontot, s-et és t-t, és adjuk a gráfhoz az sx, sy, tw és tz irányított éleket. Az e és f éleket töröljük a gráfból. Legyen s a forrás, t a nyelő, és legyen minden él kapacitása 1. Az éleket irányítsuk oda-vissza. Ekkor a következő állítás láthatjuk be: G-ben pontosan akkor van e-n és f-en átmenő kör, hogyha H-ban van (legalább) 2 értékű maximális folyam. Ennek bizonyításához először tegyük fel, hogy van G-ben e-n és f-en átmenő kör. Ekkor a kör éleit, valamint az sx, sy, tw, tz éleket felhasználva adható 2 éldiszjunkt út s-ből t-be, ezeken pedig át tud jutni egy 2 értékű folyam. Fordítva, ha van egy legalább 2 értékű folyam, az csak úgy lehet, hogyha van x-ből a w, z pontok valamelyikébe egy út, amely éldiszjunkt egy másik, y-ból a w, t pontok közül a másikba menő úttal. Ekkor viszont ezt a két utat az xy és a wz élekkel összekötve éppen egy kört kapunk, amely átmegy e-n és f-en is. Emiatt a polinomiális idejű folyamalgoritmus segítségével megoldást kapunk az eredeti problémára is. 
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Bizonyítsa be, hogy az alábbi problémák NP-teljesek!
13. Bemenet: egy G gráf, u,v ( V(G).
Kérdés: Van-e G-ben olyan Hamilton-kör, melyben u és v nem szomszédosak?

Az NP-beliségre jó tanú egy megfelelő Hamilton-kör. Az NP-nehézséget beláthatjuk, hogyha visszavezetjük a Hamilton-kör problémát erre. Legyen G egy n pontú gráf, melyről szeretnénk tudni, hogy van-e benne Hamilton-kör. Ha G teljes gráf (ezt n2 időben ellenőrizhetjük), akkor nyilván van benne Hamilton-kör. Ha nem, akkor van benne összekötetlen pontpár, legyen egy ilyen x és y. Mivel ez a két pont semelyik Hamilton-körben sem lehet szomszédos, ezért pontosan akkor van G-ben Hamilton-kör, hogyha G-ben van olyan Hamilton-kör, melyben x és y nem szomszédosak. Ezért ha az utóbbi problémára adott egységnyi idejű algoritmus, akkor a Hamilton-kör probléma polinomidőben megoldható, így a visszavezetés helyes.

14. Bemenet: egy G gráf és egy k szám.
Kérdés: Kiszínezhető-e G k színnel úgy, hogy egy kiválasztott szín kivételével minden szín

   legfeljebb egyszer szerepeljen?

Az NP-beliségre jó tanú egy megfelelő színezés, ez nyilván polinomidőben ellenőrizhető. Az NP-nehézséget úgy bizonyítjuk, hogy visszavezetjük a „legalább k független pont” problémáját erre a problémára. Tegyük fel tehát, hogy adott egy algoritmus, amely egységnyi idő alatt eldönti, hogy kiszínezhető-e egy adott gráf adott számú színnel úgy, hogy egy szín kivételével minden szín egyszer szerepeljen. Legyen G a gráf, melyben arra vagyunk kíváncsiak, hogy van-e benne legalább k független pont. Belátható, hogy G-ben pontosan akkor van k független pont, ha a pontjai kiszínezhetőek n – k +1 színnel úgy, hogy  egy szín kivételével minden színt egyszer használunk. Valóban, ha adott egy ilyen színezés, akkor abban n – k színt csak egyszer használtunk, azaz van egy olyan c szín, amit legalább n – (n – k) = k alkalommal használtunk. Ezen k darab c színű pont viszont a színezés helyessége miatt független ponthalmazt alkot G-ben. Fordítva, ha  van a G-ben legalább k független pont, akkor ezeket egy színnel színezve a maradék pontra elegendő legfeljebb n – k szín (pontonként 1), azaz összesen n – k +1 színt felhasználva a megadott módon is ki tudjuk színezni a gráfot. Azaz a színezési problémát eldöntő algoritmusunkat I = (G, n – k +1) inputtal futtatva polinomidőben megkapjuk a független pontok problémájának megoldását.
15. Bemenet: egy G irányítatlan, súlyozott élű gráf (ahol a súlyok lehetnek negatívok is, sőt lehet 
benne negatív összsúlyú kör is), és K egy szám.
Kérdés: Van-e G-ben legfeljebb K súlyú (egyszerű) út?

Az NP-beliségre polinomidőben ellenőrizhető tanú egy legfeljebb K súlyú út. Az NP-nehézséget úgy látjuk be, hogy visszavezetjük a Hamilton-út problémát erre. Tegyük fel tehát, hogy van egy algoritmusunk, amely tetszőleges élsúlyok esetén meg tudja állapítani egy adott gráfról, hogy van-e benne olyan út, melynek súlya legfeljebb egy adott szám. Legyen G a gráf, melyben Hamilton-utat szeretnénk keresni. Adjunk minden G-beli élnek –1 súlyt. Futtassuk erre a gráfra az algoritmust K = –(n – 1) értékkel. Ha a gráfban van legfeljebb –(n – 1) súlyú út, akkor legalább n – 1 hosszúnak kell lenni, mert minden rövidebb út súlya ennél nagyobb (hiszen minél több élből áll egy út, annál kisebb a súlya a negatív élsúlyok miatt). Emiatt ez az út csak Hamilton-út lehet. Fordítva, egy tetszőleges Hamilton-út súlya –(n – 1). Emiatt ha az algoritmus válasza igen, akkor a G-ben van Hamilton-út, ha pedig nem, akkor G-ben nincs Hamilton-út. A visszavezetés polinomidejű.
16. Bemenet: egy G gráf.
Kérdés: Van-e G-ben olyan feszítőfa, amelyben a maximális fokszám legfeljebb 2?

Ha egy fa maximális fokszáma 2, akkor az a fa egy út. Emiatt egy gráfban pontosan akkor van olyan feszítőfa, melyben a maximális fokszám 2, hogyha van a gráfban Hamilton-út. Azaz a kérdés teljesen ekvivalens a Hamilton-út problémával, amiről tudjuk, hogy NP-teljes.

17. Bemenet: egy G gráf.
Kérdés: Van-e G-ben olyan feszítőfa, amelyben a maximális fokszám legfeljebb 3?
A probléma NP-beli, mert egy jó tanú maga egy ilyen feszítőfa. Az NP-nehézség belátásához visszavezetjük erre a problémára az előző feladatban szereplő NP-teljes problémát. Tegyük fel tehát, hogy van egy algoritmusunk, amely tetszőleges gráfról eldönti, hogy van-e benne maximálisan 3 fokszámú feszítőfa. Legyen G az az n pontú gráf, melyről szeretnénk eldönteni, hogy van-e benne olyan feszítőfa, melynek a maximális fokszáma 2. Készítsük el G-ből a G’ gráfot a következőképpen: adjunk minden x ( V(G) ponthoz egy új x’ pontot, és kössük össze x’-t x-el. Belátjuk, hogy pontosan akkor van G-ben maximálisan 2 fokszámú feszítőfa, ha van G’-ben egy maximálisan 3 fokszámú feszítőfa. Tegyük fel először, hogy G-ben van egy maximálisan 2 fokszámú F feszítőfa. Ekkor G’-ben F-hez hozzávéve az újonnan bevett éleket (minden x ( V(G)  pontra az xx’ élet) egy F’ feszítőfát kapunk G’-ben, melyben minden új (vesszős) pont foka 1, és minden régi (V(G)-beli) pont foka eggyel nőtt. Ezért az F’ feszítőfa minden foka legfeljebb 3. Fordítva, tegyük most fel, hogy van G’-ben olyan F’ feszítőfa, melynek minden fokszáma legfeljebb 3. Mivel a vesszős pontok fokszáma G’-ben 1, ezért, ezek a feszítőfában is levelek. Ha egy fából törlünk egy levelet, akkor a maradék biztos összefüggő marad, emiatt ha F’-ből töröljük az új pontokat, akkor a maradék F fa éppen egy feszítőfa lesz G-ben. Mivel minden régi ponthoz csatlakozott egy levél, melyet töröltünk, ezért minden V(G)-beli pont foka eggyel kevesebb F-ben, mint F’-ben. Emiatt F valóban olyan feszítőfa, melynek minden fokszáma legfeljebb 2. Mivel a visszavezetés polinomidejű (a konstrukcióban n új pont és n új él van, ezután a meglévő algoritmust egy lépésben futtathatjuk), a maximálisan 3 fokszámú feszítőfa létezésének problémája NP-teljes.
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