Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok megoldasa
2007. marcius 30.

Ez a példamegoldas minden feladatra csak egy lehetséges megoldast ad, természetesen
barmely mas j6 megoldast is elfogadunk. Ha hibat talaltok valahol, azt kérlek jelezzétek nekem
emailben! K6sz6nom!

Schlotter Ildi

1. Egy domindkészlet minden domindjanak két felén két kiilonbozs, 1 és n kozotti egész szam
all (ahol n > 1 egész). Tudjuk, hogy barhogyan valasztunk két kiilonb6z6 1 és n kozotti egészt,
pontosan egy olyan dominé van a készletben, aminek két felén épp a két kivalasztott szam all.
A feladatunk az, hogy a készlet Gsszes dominéjat elhelyezziik egyetlen korben tgy, hogy az
egymaés mellé keriils domindfeleken azonos szam élljon (lasd az abrat). Hatarozzuk meg, hogy
mely n-ek esetén létezik ilyen elhelyezés!
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Megoldas.

Szamozzuk meg az n pontu teljes graf csicsait az 1 és n kozé es6 egészekkel. Ekkor minden
dominénak egyértelmiien megfeleltethetd a graf egy éle: az x és y szamokat tartalmazé dominot
az x és y cimkéji pontokat 6sszekotd él reprezentalja.

Ekkor egy olyan dominosorozat, melyben az egyméas melletti domino6feleken azonos szam
all, megfelel egy sétanak a grafban. Emiatt a domindk egy megfelel§ elrendezése éppen egy
olyan zart élsorozat lesz a grafban, amely minden élet tartalmaz - vagyis egy Euler-kor.

A kérdés tehat az, hogy mely n-ekre létezik az n ponti teljes grafban Euler-kor. Mivel
minden teljes graf 6sszefiiggd, igy pontosan akkor van K,,-ben Euler-kor, hogyha benne minden
pont foka paros. K, egy tetszéleges csicsanak a foka n—1, vagyis ez pontosan akkor lesz péros,
ha n paratlan.

A valasz tehat az, hogy pontosan akkor létezik megfelel6 elrendezése a domindknak, ha n
paratlan.

2. A G graf cstcsai legyenek egy (8 x 8-as) sakktabla mez6i. Két kiilonb6z6 cstcs akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel6 mezdék egy futoval egy 1épésben elérhet6k egymasbol. Hata-
rozzuk meg G kromatikus szaméat! (A sakkban a futé csak atlésan mozoghat, de egy lépésben
egy kivalasztott £45°-0s egyenes mentén tetszélegesen sok mezst léphet.)

Megoldas.

Elgszor is vegyiik észre, hogy a sakktabla valamely atlojanak megfelel6 8 G-beli pont egy
klikket alkot GG-ben, hiszen az 4t16 barmely két mezGje egyméasbol egy 1épéssel elérhets futoval.
Emiatt w(G) > 8, amibél x(G) > w(G) > 8.

Emellett G kiszinezhet6 8 szinnel. Ehhez szinezziik G-t tgy, hogy az 1. oszlop mezGihez
hasznaljuk az 1. szint, a 2. oszlop mez&ihez a 2. szint, stb, azaz a k. oszlop mez&inek szine
legyen k. Ekkor 8 szint hasznaltunk, és mivel az egy oszlopban 1é6v6 mez6k nem szomszédosak,

ezért az egyszini pontok fiiggetlenek, a szinezés helyes.
Tehat y(G) = 8.



3. Dontsiik el, hogy perfekt-e az alabbi graf!

Megoldas.

Ha a grafbél elvessziik a bal felsd, bal also és jobb fels6é pontokat, akkor a maradék 5 pont
egy kort feszit. Ehhez ellenérizni kell, hogy egyrészt a kor 5 éle valoban benne van a grafban,
masrészt a kor komplementerének 5 éle valoban hianyzik a grafbol.

Mivel a graf tehéat tartalmaz egy 5 hosszu kort feszitett részgrafként, az erds perfekt graf
tétel (trividlis irdnya) miatt nem lehet perfekt. (Az erds perfekt graf tétel allitasa: egy graf
akkor és csak akkor perfekt, ha nem tartalmaz feszitett részgrafként sem legalabb 5 hosszi
péaratlan kort, sem pedig legalabb 5 hosszt paratlan kor komplementerét.)

4. A G egyszerii grafban a legnagyobb fokszam legyen A. Készitsiik el a G’ grafot a kovetkezd-
képpen: G’-be vegyiik fel G minden cstucsat és élét, tovabba G minden v csucsa esetén vegyiink
fel egy 0j v’ cstcsot, amelyet kossiink ssze v-vel; végiil G minden {u,v} élére G'-ben a meg-
felel v’ és v’ cstcsokat is kossiik Ossze. Mutassuk meg, hogy a kapott G’ graf élkromatikus
szama Y.(G') = A + 1.

Megoldas.

Vizing tétele alapjan G élei kiszinezhet6k A + 1 szinnel. Rogzitsiik G-nek egy optimélis
(A szint hasznalo) élszinezését, és jeloljiik az xy élen hasznalt szint ¢(xy)-nal. Szinezziik ki G’
éleit a kovetkezSképpen. TetszGleges G-beli zy élre a G'-beli xy él szine is legyen most is c(xy),
és ugyanez legyen a szine az 'y’ élnek is. Ez eddig nyilvan jo szinezés, hiszen valdjaban két
diszjunkt, G-vel izomorf részgrafjat szineztiik G'-nek.

Most méar csak minden x cstucsra az xx’ élet kell kiszinezniink. Az z-re illeszkedd éleket
pontosan 1gy szineztiik, mint az x'-re illeszkeddket, igy az zz’ él mindkét végpontjara az eddig
hasznalt szinek halmaza ugyanazt a d(x) darab szint tartalmazza, ahol d(x) az x csics G-
beli foka. Ezért legfeljebb d(z) < A darab szint nem hasznalhatunk xz’ szinezésére, vagyis az
Osszesen hasznalhato A + 1 szin koziil valamelyik biztosan megfelel.

Ezzel a modszerrel tehat minden élet ki tudtunk szinezni A + 1 szinnel. Mivel G’-ben a
legnagyobb fokszdmiu csics foka A + 1, és minden grafban az élkromatikus szam legalabb a
maximalis fokszam, ezért x.(G') = A + 1.

5. Bontsuk emeletekre a PERT diagram iranyitott grafjat, majd hatarozzuk meg a feladat
elvégzéséhez sziikséges minimaélis id6t és a kritikus részfeladatokat!




Megoldéas.

G|C
F|H
rend a kovetkezs: F, B, A, F,G, H,C, D. Az egyes cstucsokhoz tartozo feladatok elvégzéséhez
sziikséges id6k:

Egy lehetséges emeletekre bontas: E | B| A D. Innen egy lehetséges topologikus sor-

t(E) =

t(B) = t(E) + 2 = 2, és EB adja a maximumot,

t(A) =t(B)+ 3 =5, és BA adja a maximumot,

t(F) = max{t(E)+7,t(B)+6,t(A) + 3} = 8, és BF valamint AF is maximalis értéket ad,
t(G) =t(E)+6 =6, és EG adja a maximumot,

t(H) = max{t(F) + 10,t(F) + 1,t(G) + 2} = 10, és EH adja a maximumot,

t(C) = max{t(A) + 5,t(G) + 3} = 10, és AC' adja a maximumot,

t(D) = max{t(A)+7,t(G)+7,t(H)+3,t(C)+2} = 13, és GD és HD adja a maximumot.

Vagyis a tevékenységek elvégzéséhez sziikséges 0sszid6 13 egység. Két kritikus ut talalhato
a graftban: K — G — D és E — H — D. Tehat a kritikus részfeladatok: £, G, H és D.

6. Adjunk meg az alabbi héalozatban egy minimélis ST-vagast (és bizonyitsuk be réla, hogy

minimalis)!
(10)
“h (12)
Megoldéas.

A minimalis ST-vagést G-ben a pontok kiévetkezd felosztasa adja. Legyen X =
{S,D,E} és X = {A,B,C,F,G, T}, ekkor a vagésban szerepl§ (X-bsl X-be mutatd) élek:
SC,SA,DF, DG, ET. Innen a vagas értéke 4 +5+5+1+4 = 19.

Ennek a vagasnak a minimalitasat igazolhatjuk egy 19 értékd folyam megadasaval. Egy
megfelels folyamot berajzoltam az abran (azon az élen, ahol csak a kapacitas szerepel, a folyam
0 értéket vesz fel):

S 5 A G5 B

7. A 2n csucsu G egyszeri grafban a nemszomszédos u és v csucsok foka n — 1, az Gsszes tobbi
cstcs foka legalabb n (ahol n > 1 egész). Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes parositas!
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Megoldéas.

Konstruéljuk a G’ grafot gy, hogy G-ben 6sszekotjiik az u és a v pontokat. Ekkor G’-ben
minden pont foka legalabb n lesz. Mivel G’-nek 2n darab pontja van, igy a Dirac-tétel miatt
G'-ben talalhaté Hamilton-kor. Viszont egy Hamilton-kort tartalmazo grafbol egy élet elhagyva
a maradék grafban mindig van Hamilton-tt, emiatt G’-b6l az wv élet kivéve a visszakapott G
grafban biztosan van Hamilton-it. De GG pontjainak szama péros, igy benne egy tetszéleges
Hamilton-it minden pératlanadik éle épp egy teljes parositas lesz GG-ben.

8. Legyen G egy 100 csticsu graf és x,y € V(G) kiilonb6z6 csiicsok. Tudjuk, hogy barhogyan
valasztjuk G-ben az u,v € V(G) csucsokat ugy, hogy azok x-t6l és y-tol kiilonbozzenek, G-ben
van olyan 1ut, amely z-b&l y-ba vezet és nem tartalmazza sem u-t, sem v-t. Mutassuk meg,
hogy ekkor z-bél y-ba vezet olyan ut, amelynek hossza (éleinek szama) legfoljebb 33.

Megoldas.

A feladat szovege épp azt az allitast fogalmazza meg, hogy G-ben az x és y kozott futd
utakat lefogo (z-t61 és y-tol kiilonb6z6) pontok minimélis szama legalabb 3, hiszen 2 (z-t6l és
y-t61 kiilonb6z6) pont torlése nem elég ahhoz, hogy elvagjuk z-et y-t6l. Ekkor Menger megfelel
tétele szerint az x és y kozott futod pontdiszjunkt utak maximélis szdma szintén legalabb 3. Ez
azt jelenti, hogy megadhat6 3 pontdiszjunkt ut x és y kozott, legyenek ezek Py, P, és Pj.

Most tegyiik fel indirekt m6don, hogy nem igaz a feladat allitasa, vagyis minden x-bél y-ba
vezet6 Ut hossza legalabb 34. Ekkor persze a P, P, és P3; utak hossza is legalabb 34, azaz
bels§ pontjaik szdma fejenként legalabb 33. Ezen 3 ttnak azonban nem lehetnek kozos bels6
pontjaik, igy ez &sszesen mar legalabb 99 egyméastol, valamint x-t8l és y-tol kiilonb6z6 pontot
jelent, ami ellentmond annak, hogy G-nek 100 pontja van. Az allitast ezzel igazoltuk.



