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4. gyakorlat
Determinánsok

1. Legyen σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(100)) az 1, 2, . . . , 100 elemek egy permutációja. Mutassuk meg, hogy I(σ) és I(σ ′)
ellenkező paritásúak, ha σ′-t a következőképpen definiáljuk:

σ′(i) =

{
σ(i+ 1), ha 1 ≤ i ≤ 99
σ(1), ha i = 100

2. Mi a kapcsolat egy permutációnak és az inverzének az inverziószáma között?
Milyen k értékekre van az 1, 2, . . . , n számoknak olyan permutációja, melynek inverziószáma k?

3. Számítsuk ki az alábbi mátrixok determinánsát!

a)




0 0 0 0 1
0 1 0 0 4
0 3 0 2 7
1 5 0 3 9
6 8 5 4 7




b)




0 . . . 0 0 1
0 . . . 0 1 0
0 . . . 1 0 0
... . . .

...
...

...
1 . . . 0 0 0




c)




1 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 3 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 . . . n




d)




1 1 1 . . . 1 1
1 0 0 . . . 0 1
0 1 0 . . . 0 1
0 0 1 . . . 0 1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 1




4. Melyek igazak az alábbi állítások közül?

a) Ha egy n× n-es mátrixnak legalább n2 − n+ 1 eleme 0, akkor a mátrix determinánsa 0.
b) Ha egy mátrix determinánsa 0, akkor a mátrixban előfordul a 0 elem.
c) Ha egy n× n-es mátrixban van egy k × l-es csupa 0 téglalap, és k + l > n, akkor a determináns 0.

5. LegyenA egy n× n-es mátrix, és jelöljük a i-edik sorának j-edik elemét ai,j-vel. LegyenB olyan n× n-es mátrix,
melyre bi,j = i

j ai,j (1 ≤ i, j ≤ n). Mennyi B determinánsa, ha tudjuk, hogy det(A) = 1 ?

6. Egy n × n-es mátrix minden sorában az elemek összege 2010. Bizonyítsuk be, hogy ha a mátrix egyik oszlopában
minden elemet kicserélünk 1-re, akkor az így kapott új mátrix determinánsa 2010-ed része lesz az eredeti mátrix
determinánsának!

7. Számítsuk ki az alábbi mátrixok determinánsát. A mátrixok n× n-esek, a nem jelzett elemek értéke pedig 0.
a) ai,i = i+ j e) ai,j = i2j2 + 1

b) ai,i = min(i, j) f) ai,j = log2 i+ 5j + 3

c) ai,j = (i+ j − 1)2

d) n = 101 és ai,j =

{
32010-nek a (2i+ j)-edik számjegye, ha i · j páros
0, ha i · j páratlan

8. Lehet-e 0 az alábbi determinánsok értéke? Milyen n esetén?

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣

111 100 225 235
220 312 220 410
215 180 268 305
315 145 205 122

∣∣∣∣∣∣∣∣
b)

∣∣∣∣∣∣

n n+ 1 n+ 2
n+ 3 n+ 4 n+ 5
n+ 6 n+ 7 n+ 8

∣∣∣∣∣∣
c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 . . . n
n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2n+ 1 2n+ 2 . . . 3n

...
...

...
n2 − n+ 1 n2 − n+ 2 . . . n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9. Egy n× n-es mátrix minden eleme egyjegyű, így sorai n jegyű pozitív egész számokként is olvashatók. Mi több, az
így kapott számok mindegyike osztható 2010-zel. Igaz-e, hogy a mátrix determinánsa is osztható 2010-zel?

10. Legyenek f1(x), f2(x), . . . , fn(x) legfeljebb (n − 2)-edfokú polinomok, t1, t2, . . . , tn pedig valós számok. Az A
mátrix i-edik sorának j-edik eleme fi(tj). Igazold, hogy det(A) = 0.

11. Amerikában a XIX. század végén nagyon népszerű volt az alábbi játék. Sam Loyd, a fel-
találó, 1000 dolláros jutalmat ígért annak, aki az ábrán látható 4 × 4-es négyzet alapú
dobozban elhelyezett 15 lapocska természetes sorrendjét helyreállítja a lapok tologatásá-
val (tehát felcseréli a 14-es és 15-ös lapot). Az üres helynek a végén a jobb alsó sarokban
kell maradnia. Bizonyítsd be, hogy a feladat megoldhatatlan!
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12. Legyen adott egy π permutáció az {1, 2, . . . , n} halmazon. Az i számot π fixpontjának nevezzük, ha π(i) = i.
Egy permutáció fixpontmentes, ha nincs fixpontja. A fixpontmentes permutációk közül miből van több: páros vagy
páratlan inverziószámúból? Mennyivel?


