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Gyakorl¢ feladatok ZH-ra

Nagysagrendek

1.

Egy algoritmusrol tudjuk, hogy a lIépésszat@?). Lehetséges-e, hogy
(a) minden paros-re azn hosszi bemeneteken a |épésszam legalébkn log® n;
(b) mindenn hosszi bemeneten a lépésszam legfelj@tss ?

. Tegyiik fel, hogyf(n) = O(g(n)). Kévetkezik-e ebbl, hogy4/ (™) = O(29(™) 2

. Az alabbi fliggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy; lutan kdzvetlenilf; kévetketik, akkorf;, =

O(f;) teljesuljon!

f1 =1og(100n)?*  fo = 113n 4 2(logn)'*e™  f3 = 52(log(64n))?

. Az A algoritmus Iépésszama azhosszu bemeneteken legyen legfeljdlil). Tudjuk, hogyL(n) < L(n —

1) + n teljestl, han > 1 ésL(1) = 1. Igazolja, hogyL(n) = O(n?).

. Van egy szamitégépes programunk, ami kgyéretli feladaton a jelenlegi gépiinkén 1 nap alatt fut le. Be

szereztlink egy szazszor gyorsabb gépet. Ugyanazon pnogidamekkora feladatot lehet az Uj gépen 1 nap
alatt megoldani, ha a program lépésszammeéreti feladat esetén

(a) n-nel,

(b) n3-bel,

(c) 2"-nel aranyos?

. EgyA algoritmusrdl azt tudjuk, hogy azhosszl bemeneteken a 1épésszéifialog n). Lehetséges-e, hogy

(a) van olyanr bemenet, amin a Iépésszam& ?
(b) mindenxz bemeneten legfeljeb2007|x| Iépést hasznal?
(Szokas szerinte| azx sz6 hosszat jeldli.)

. lgaz-e, hogy

(@) haf = O(g) ésg = O(h), akkorf = O(h) ?
(b) haf = Q(g) ésg = Q(h), akkor f = Q(h) ?

. Az A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy dsszefiiggrafokonO(n + e) |épést tesz. Mutassa meg, hogy az is igaz,

hogy 6sszeflugl grafokon az algoritmus l1épésszamée).

. Jeldlje egy algoritmus maximdlis Iépésszamatazosszi bemenetekeinn). Azt tudjuk, hogy minden

n = 2k > 4 paros szamrd (2k) < L(2k — 2) + 1 teljesul, és hogy.(4) = 10. Kdvetkezik-e ebbl, hogy az
algoritmus lépésszan@(n) ?

Keresés, rendezés

1.
2.

Hany 6sszehasonlitassal lehet egglem(i tdmbben a legkisebb elemet megtalalni?

Adjunk olyan algoritmust, amelyl.5n] — 2 6sszehasonlitassal megtalalja egglem(i tdémb legnagyobb és
legkisebb elemét!

. Adott azA[l : n] csupa kulonbéz egész szamot ndvedsorrendben tartalmazo témb. (A tombben negativ

szamok is lehetnek!) Adjunk hatékony algoritmust egy olyandex meghatarozasara, melysgi] =
(feltéve, hogy van ilyen): igyekezziink minél kevesebb elem megvizsgalasaval dagoh feladatot!

. Az egész elemeket tartalmazdl : n] tdbmbdt konvexnek nevezzik, ha mindere (1 < i < n) teljesdl,

hogy A[i] < 1/2(A[i—1]+ A[i+1]). Javasoljunk olyan algoritmust, mely minél kevesebb dsazenlitassal
megtalalja egy konvex témb minimalis elemét!

. Egy csupa kiilonbdzegészekdil allé sorozabitonikus ha eBszor o, utana pedig fogy, vagy forditvaGelzor

fogy, utana 8. Példaul az1,3,7,21,12,9,5), (9,7,5,4,6,8) és(1, 2,3, 4, 5) sorozatok bitonikusak. Adjunk
O(n) 6sszehasonlitast hasznalo reridalgoritmust: elemi bitonikus sorozatok rendezésére!



6. Rendezze az,3,12,1,5, 4 témbot
a) buborékrendezéssel,
b) beszurasos rendezéssel,
c) 6sszefésiiléses rendezéssel,
d) kupacos rendezéssel!

7. Adott egy egész szamokat tartalmatd..n] tdomb, amelyben legfeljebb elempér &ll inverziéban egymassal
(két elem akkor all inverzidban, ha a nagyobb méggeh kisebbet). Igaz-e, hogy a buborék-rendezés rendezi
az A tombot
a) legfeljebbn 6sszehasonlitassal?

b) legfeljebbn cserével?

8. Azn méretii (nem feltétlenll rendezet)témb elemei kiilbnb&z pozitiv egész szamok. Adjon algoritmust,
amely meghataroz egy < k¥ < n szamot és kivalaszt kilonbdd elemet azA tdmbldl gy, hogy a
kivalasztott elemek 6sszege nem tébb niift Ha nincs ilyenk, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt.

Az algoritmus lépésszama legyéhnlogn). (Két szdm dsszehasonlitasa, 0sszeadasa vagy szorzasa egy
|épésnek szamit.)

9. Rendezziik a kbvetkédancokat a radix rendezés segitségéwial; acb, bca, bbc, acc, bac, baa.

10. Legyen adott egy egészéklallo A[l : n] tdmb és egy egész szam. Szeretnénk eldonteni, hogy van-e két
olyani,j € {1,...,n} index, melyekred[:] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a feladat@®(n log n) idében!

11. Az A[1 : n] tdmbben egész szamokat tarolunk, ugyanaz a szam tdbbszieripelhet. Hatarozzuk meg
O(nlogn) |épésben a leggyakoribb szdmokat, vagyis azokat, amedyaivbszor semelyik masik szam sem
fordul el6 a tdmbben.

12. Vazoljunk egyO(n) id6éigényl algoritmust (az fikorlat bizonyitasaval egyiitt) olyan egész szambal allo
sorozat rendezésére, melynek elemefhz. ., 3n} tartomanyba esnek!

13. A 4 elemlll abc felett adott két sza: = x5z, €Sy = y1y2 - yi, @aholl < k < n ész;,y; € 1.
Keresslik azz szGban az olyan részszavakat, amelyek anagrammak, azaz az olyanindexeket, hogy
azr;,rii1,...,rir_1 betlk megfeld sorrendbe rakva agz sz6t adjadk. Adjon algoritmust, amiben az
Osszes ilyen helyetO(n) |épésben meghatarozza.

Binaris keresdfak, 2-3 fak, B-fak

1. Epitsen beszurasokkal binaris kéifés az alabbi sorrendben érkegzzamokbol:
8,1,3,10,2,15,9,6,5,12,2,13.
a) Torolje ki azl, 9 és8 elemeket!
b) Milyen sorrendben irja ki a preorder, inorder és posapletjaras a csucsokat?

2. Adott egyn cslcsuU és egk csucsu binaris keréfa. A két faban tarolt 8sszes ele6itD (n + k) Iépésben
készitsen egy rendezett témbot!

3. Hatarozza meg azokat a binaris fakat, amikben a preorjérds szerinti sorrend éppen a postorder bejaras
altal adott sorrend forditottja!

4. Egy binéris kergfabanl, 2, ..., 100 szamokat taroljuk. A baloldali részfa 16 elemet tarol. Midea gyo-
kérben 1é¥% elem? Minimum és maximum mekkora lehet a bal- illetve a gbthhli részfak magassaga?

5. Egy binaris kerg¥a "valamely bejarasan" mindig{@re, in, post}-order valamelyikét értjuk.
a) Mely bejarasoknal lehetséges az, hogy a tarolt elemelafpgbbika megékzi a legkisebbet?
b) Tegyuk fel, hogy egy binaris ker@fsban a4, 2, . . ., n szamok vannak tarolva, tovabba hogy a fa valamely
bejardsanal a szdmokazn—1, ..., 1 sorrendben kdvetkeznek. Hatarozzuk meg, melyik lehetetteejaras
és milyen lehetett ez a binaris kebées!

6. Egy binaris kergsaban csupa kilénb6zegész szamot tarolunk. Lehetséges-e, hogy egy KERHEB(as
soran a keresési (it mentér2@ 18, 3,15, 5, 8,9 kulcsokat latjuk ebben a sorrendben? Ha nem lehetséges,
indokolja meg miért nem, ha pedig lehetséges, hatarozzaandigszes olyan egész szamot, amire ez
megtorténhet.



7. Adjuk meg azt a binaris fat, melynek inorder és postorégitisai a kdvetkér adjak:
PostorderD, A, H,E, F,G, B, C.
Inorder:A,D,C,H,F,E, B, G.

8. Adottn pont a sikon, melyek paronként mindkét koordinatajukbdirdibznek. Bizonyitsuk be, hogy egy
és csak egy binaris fa létezik, melynek pontjai az adqibnt, és az efskoordinata szerint a keréfa tulaj-
donsaggal, a masodik szerint pedig a kupac tulajdonséaggdétkezik.

9. Vazolja egy ismert adat§zerkezet olyan médositasatelebvé teszi, hogy amikat elemet tarolunk benne,
akkor a KERES, BESZUR, TOROL miiveletek Iépésszéniimg n), a MIN, MAX lépésszama pedi@(1).

10. irjon le egy olyan adatszerkezetet, amivel egész szarbgks részhalmazait tarolhatjuk. Jeldlje (i =
1,...,n) ataroland6 halmazokat. Harom miiveletet definialunk,
BESZUR(,z): aT; halmazhoz hozzaveszi azc A elemet
METSZETMERET(,j): megadja a két halmaz metszetéiigkn 7;| elemszamat
UNIOMERET(,7): megadja a két halmaz unidjangk U T} | elemszamat.

A BESZUR lépésszama legy€n(|T;|), a masik két miiveleté ped@(|T;| + |T;|).

11. Epitsen 2-3 fat az alabbi sorrendben étkezamokboli, 2,3, 4, 5,6, 7. A felépitett fabol torélje a4, 5, 6
szadmokat.

12. lllessziik be az aldbbi 6 kulcsot egy kezdetben Ures @8 ddnegadott sorrendbeR;, B, E, A, C, F. Raj-
zoljuk le az eredményiil kapott fat!

13. Egy 2-3 fdba egymas utan 1000 Uj elemet illesztettinklmeassa meg, hogy ha ennek soran egyszer sem
kellett cslcsot szétvagni, akkor a beillesztések soradatemar legalabb 2000 elemet taroltunk a faban.

14. Egy kezdetben Ures 2-3-fAba®@z2,...,n szamokat szurtuk be ebben a sorrendben. Bizonyitsa be,shogy
keletkezett fAban a harmadfoku csuicsok széifiagn).

15. Egy 2-3 faban egy rendezett halmaz 10 000 elemét tardlilken korlatok kozé esik a fa magassaga?
16. Egy 2-3 fa magassaga 8. Mennyi az faban tarolt elemekmaiis illetve maximalis szama?
17. F egy B;»-fa, melynek a magassaga 8. Mennyifsben tarolt elemek minimalis illetve maximalis szama?

18. Egy B,,-fdban rekordokat szeretnénk tarolni. Egy rekord hossfablfe, egy kulcs hossza 20 byte, egy
mutato hossza pedig 4 byte. A lapméret 1000 byte. Mekkordli@sszukn-et, hogy barmelyik bets csics
raférjen egy lapra? Legalabb hany szintje lesz az igy kdao#k, ha 20 millié rekordot szeretnénk tarolni?
(A tarolas soran egy levélben tobb rekordot is tarolhattialkazok raférnek egy lapra.)

19. Adott egyn = 2¥—1 pont teljes binaris keréga. A faban tarolt elemek egészeklaz [1, 2*] intervallumbol
és egy szam legfeljebb egyszer fordd alfaban. Utdbbi feltétel szerint pontosan egy olyanl egész van,
amely nincs a faban. Adjunk egy hatékony moédszenmeghatarozasara.

20. Tervezzen adatstrukturat a kdvetkdeltételekkel. Természetes szamokat kell tarolni, egyrs®bbszor is
szerepelhet. A szilkséges miveletek:
BESZUR(): i egy Ujabb példanyat taroljuk
TOROL(): i egy példanyat toroljik
MINDTOROL(3): i 6sszes példanyat toroljik
DARAB(%): visszaadja, hogy hany példany viahdl
ELEM(K): megmondja, a nagysag szerinti rendezésb&nadik elem értékét.
Az adatstruktara legyen olyan, hogy haféleelemet tarolunk, akkor mindegyik miivelet [épésigé\eg m).
(Példaul ha a tarolt elemek 1,1,3,3,3,8, akkor DARAB(1)EREM(4)=3 ésm =3.)

Hashelés

1. A hash-figgvény legyeri(K) = K (modM), a tAblaméref\/ = 7, és1 < K < 20. Helyezzik el a
tablaban a 3, 4, 7, 11, 14, 17, 20 kulcsokat ebben a sorrendisgd toroljuk a 11, 17 elemeket, és végil
szurjuk be a 10 kulcsot. Osszesen hany (itkozés tortént, ésahla végé allapota, ha
a) linearis
b) kvadratikus maradék prébalast hasznaltunk az UtkoAésakasara?



2.

Nyitott cimzéssel hasheliink egy kezdetben Uves= 11 méretii tabldbaj(K) = K (modM) hash-
fuggvénnyel. Az (itkbzések felolddsara Bsthashelést hasznalunk, ahol a masodik hash-fuggvéhy) =
(TK (mod(M — 1)). Mi lesz a tabla allapota, ha a 4, 5, 15, 7, 16, 21, 26 kulcsekatjuk be ebben a
sorrendben?

. AT[0 : M] tablabar2n elemet helyeztiink el az @sn helyen @n < M) egy ismeretlen hash-fliggvény

segitségével. A tabldban mindghindex( hely Gresen maradi € ¢ < n). Legfeljebb hany Utk6zés lehetett,
ha az litkbzések feloldasara

a) linearis probalast

b) kvadratikus maradék prébalast hasznaltunk?

. Eléfordulhat-e nyitott cimzéses hash-elés esetén, hogy-a3 méretii tdbldban csak 3 elem van, de a keresés

|épésszama?

. Egym méretl hash-tdblaban mar van néhany elem. Adjéom) |épésszamu algoritmust, amely meghata-

rozza, hogy egy Ujabb elem linearis probaval todtéeszirasakor maximum hany itkdzés térténhet.

. AT[0: M — 1] tbldban rekordokat tarolunk nyitott cimzési hasheltvezetssel. Az utkdzések feloldaséara

lineéris prébalast alkalmazunk. Tegyuk fel, hogy a tabkzhélata soran egy hibas torlés tortént: egy cellabdl
kitoroltiink egy rekordot a torlés-bit beallitasa nélkiagdyis a cellan nem latszik, hogy toéroltiink 6kel.)

a) lgaz-e, hogy a hibas térlés helye mindig megtalalhat6?

b) Adjunk hatékony (linearis i@igény() algoritmust a tdbla megjavitasara. (Modositsyk a tablat, hogy
megsziinjenek a hibas torlés negativ kbvetkezményei.)

Gréafelméleti alapfogalmak

1.

10.

LegyenG = (V,E) egy iranyitatlan (nem feltétlenill egyszer(i) graf, amisélval adott. Hogyan lehet
O(|V] + |E|) 1épésben meghatérozni, hogy van-e két azonos fokszamsgaic

. Egyn pontl ésn €10 6sszefiigy grafnak dsszesenfeszitfaja van. Mi ez a graf?
. Egy gréaf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hapzéfigg.

. Hany éle van az cslcsu teljes grafnak? Es azstcsu 4-, illetve 3-regularis grafnak? (Egy grafkegularis,

ha minden csucsanak foka)

. Bizonyitsd be, hogy egy grafban a paratlan fokszamu frs#éma paros!

. Van-e olyan egyszerii graf, amely cslcsainak fokszantiee

a)1,2,23,3,3?
b)1,1,2,2 3,447
)8,8,8,5,5,5,3,2 27

. EgyG egyszeriin ponta grafbarin > 3) csak egy pontnak van péaros foka. Hany paros foku pont varrekko

G komplementerében? (Egy = (V, E) graf komplementere eg§f = (V, E') graf, aholE’-ben pontosan
azok az élek szerepelnek, melyEkben nincsenek benne.)

. Egy 6sszefug@yG grafrol tudjuk, hogy minden pontjanak foka péaratlan, ésegye éle, melyet elhagyva a

graf két komponensre esik szét. Bizonyitsuk be, hogy ekkndkét komponens paratlan sok pontot tartal-
maz!

. lgaz-e, hogy minden dsszefifggrafnak van olyan pontja, melyet (a hozza tartoz6 élekippliet) elhagyva

még mindig dsszefldggrafot kapunk?

Van-e olyan (legalabb 2 pontu) egyszerii graf, melybiemem pont foka kilonbd??

Szélességi bejaras

1.

Adott aG irdnyitatlan graf a kovetkéeéllistaval :
a:bcbra,dic:a,d;d:b,ce fie:d f,g;f :de g, hig:e fhih: f,g;
KeressinkG-bena-bol kiinduld szélességi fespifiat!



. LegyenG egy irdnyitatlan 6sszefu@agraf. Igaz-e, hogy
(a) G mindenj éléhez varG-nek olyan szélességi bejarasa, amelypegy faél?
(b) G mindenF feszitfajahoz van-nek olyan szélességi bejarasa, amelybeninden éle faél?

. Egy jatékban egy. x m racson lépegetiink. Egy Iépés soran a racs mentén vizexirjtedsora vagy fligd-
legesen lefelé tudunk a kdvetkeracspontba Iépni. Azonban adott néhany kereézsz, ahova nem szabad
Iépniink. AdjonO(nm) futasi idejl algoritmust annak meghatarozéasara, hogyttea el racspontbol kez-
dink, akkor el tudunk-e jutni a jobb als6 sarokba.

. Egyn x n-es sakktébla néhany ntgeén az ellenfél egy huszarja (lova) all. Ha mi olyan @ezléplnk,
ahol az ellenfél le tud Gtni, akkor le is {t, de egyébként &nétl nem lép. Valamelyik mémn viszont a mi
huszarunk all. AdjunkO(n?) Iépésszamu algoritmust, ami meghatarozza, hogy mely méesiikre tudunk
(I6lépések sorozataval) eljutni a nélkil, hogy az elletgétne!

. Egy szamitégéphaldzatbanszamitdégép van. Minden olyan eseményt, hogy-adik gép Uizenetet kild a
j-ediknek(i, 5, t) forméban feljegyezink, aholteegész szam az lizenet killdéséndipmhtjat jeldli. Ugyan-
abban & id6pontban egy gép tobb gépnek is kildhet Gizenetet. Hd@ontban az-edik gép virusos volt,
akkor egy(i, 7, t) Uzenet hatdsarajaedik gép megfetizbdhet, ami azt jelenti, hogytat 1 idéponttdl kezdve
mar aj-edik gép is virusos lehet. Legyen adott(azj, t) hdrmasoknak egwy: hosszu listaja, valamint, y
ésty < t; egész szamok. Azt kell eldonteniink, hogy hareedik gép at, idépontban virusos volt, akkor
lehet-e emiatt ag-adik gép &; idépontban virusos. Adjon algoritmust, ami ezt a kérd&gt, — tg)n +m)
Iépés utdn megvalaszolja.



