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A bonyolultsagelmélet alapjai: a P és az NP osztaly

Egy algoritmust (elméleti szempontbél) hatékonynak mondunk, ha 1épésszéma
feliilr6l becstilhet$ a bemenet hosszénak egy polinomjaval, azaz ha f(n) jeloli
az algoritmus maximalis képésszamét az n hosszi bemeneteken, akkor f(n) =
O(n*) teljesiil valamilyen k pozitiv konstansra. Természetesen, ha a kime-
net mondjuk exponencialis hosszi, akkor az algoritmus nem lehet polinom
lépésszami. Ez a helyzet példaul ha az x pozitiv egész bementbél a 2% szamot
akarjuk kiszdmolni, hiszen a bemenet hossza, azaz, az = leirdsdhoz sziikséges
bitek szdma [log(z+1)], mig a kimenet hossza x + 1 bit. Azonban eléfordulhat,
hogy bér a kimenet révid (1 bit), mégsem ismert a feladatra hatékony algorit-
mus. (Sét olyan is eléfordul, hogy egyaltaldn nincs is algoritmus, de most ezzel
az utébbi esettel nem foglalkozunk — majd az MSc képzésben.)

Mostantdl csak olyan tipusu feladatokkal fogunk foglalkozni, amelyekre a
valasz 1 bit, ezek az ugynevezett eldontési problémdk. Ilyenek példaul, hogy

e egy pozitiv egész szam primszam-e,
e egy grafban van-e Hamilton-kor,
e egy graf két adott s és ¢t pontja kozott vezet-e ut.

1. Definicié. Egy eldontési problémdhoz tartozé nyelv azoknak a bemeneteknek
a halmaza, amelyekre a vdlasz igen. A lehetséges bemeneteket (amik tehdt vagy
beletartoznak L-be vagy nem), szavaknak hivjuk.

Az el6z6 példakbdl az alabbi nyelveket kapjuk

e PRIM nyelv, ami a primszéamokbdl all,
PRIM= {m > 0 : m primszdm}
(Itt a szavak a bitsorozatok, amikre, mint kettes szdmrendszerben felirt
szdmokra tekintiink.)



e H a Hamilton-kort tartalmazé grafokbdl allé nyelv,
H= {G : G irdnyitatlan graf, van benne Hamilton-kor}
(Itt a szavak bitsorozatok, ha a szé hossza n?, akkor ezt mint egy n x n
matrixot tekintjiik, a graf pedig az a graf, aminek ez a szomszédossagi
matrixa.)

e UT az olyan grafok nyelve, amiben van s és t kozott it,
0T = {(G, 5,t) : G irdnyitatlan graf ,s, ¢ a G cstcsai, G-ben vezet s-b6l t-be 1t}

2. Definicié. Jelilje P azoknak a nyelveknek a halmazdt, amelyekhez van olyan
algoritmus, ami minden x bemenetre eldonti, hogy x a nyelvbe tartozik vagy
sem, és az algoritmus lépésszama O(|x|*) valamely k pozitiv szdmra. (It |z| az
x bemenet hosszdt jeloli, k fiuggetlen x-tdl.)

Ezt dgy is mondjuk, hogy van a nyelvet polinom idében felismerd (eldontd)
algoritmus.

Az el6z8 példakat vizsgalva konnyen latszik, hogy UT € P, mert egy szélességi
bejarédssal a nyelvbe tartozas eldonthetd és ez egy polinom idejii algoritmus. Az
is igaz, hogy PRIM €P, de ez nem t1l egyszerii, sokdig megoldatlan kérdés volt.
A H nyelvrol nem ismert, hogy P-ben van-e, azaz, hogy van-e ré polinom id6ben
miikodd algoritmus (bizonyos specidlis grafosztdlyok esetén van ilyen).

3. Definicié. Jelolje NP azoknak az L nyelveknek a halmazdt, amelyekre tel-
jesil a kovetkezd: van olyan k > 0 konstans és L, nyelv dgy, hogy L, € P
valamint

rel & Fy lyl=0(z*) és (x,y) € L,.

Ez azt jelenti, hogy ha x € L, akkor van egy polinom hosszi bizonyiték (ez az
y), amire az (x,y) par egylitt polinom id6ben igazolja, hogy = € L. Az y-t az x
tanujanak vagy sugdsnak is szoktdk hivni. Ha viszont x ¢ L, akkor nem lehet
ilyen ,,polinom id6ében meggy6z6” bizonyiték.

1. Megjegyzés. Az NP a nemdeterminisztikus polinom id6 roviditése, és azt
fejezi ki, hogy a definicicban szerepld y-t nem feltétlenul tudjuk hatékonyan meg-
talalni. Az NP-be tartozdashoz azonban elegendd, hogy a tani létezik amennyiben
x € L és ha megkapjuk y-t, akkor gyorsan tudjuk ellendrizni, hogy ez valéban jo
tanu. FEzért is szokds sugasnak hivni, mert elég, ha valaki siig nekink egqy y szot
(utdna a helyességét mdr magunk is tudjuk polinom idSben ellendrizni).

Példak

e H € NP, mert egy G € H grafthoz jé tani a graf csicsainak egy, a
Hamilton-kér mentén valé felsoroldsa. Mivel ez a tanu a graf csucsait
sorolja fel, ezért valéban polinom hosszi lesz. Az L, nyelv az olyan
(G,v1,...,v,) bemenetekbdl &ll, ahol G egy irdnyitatlan graf, vi,...,v,
pedig a G csticsainak egy olyan permutécidja, amire fenndll, hogy {vy,v2},
{va,v3}, ..o, {vn-1,0n}, {vn,v1} mindegyike éle a grafnak. Vildgos, hogy
ha adott a G graf és a vy,...,v, sorrend, akkor valéban polinom id6ben
ellenérizhetd, hogy a (G, v1, ..., v,) bemenet benne van L, nyelvben.



e Legyen OSSZETETT= {m > 0 : m egész, de nem primszam}.
Konnyti 14tni, hogy OSSZETETT € NP, mert legyen

L,={(m,d):1<d<m, dosztéja m-nek}.

Erre teljesiil, hogy L, € P, egy m Osszetett szamhoz j6 tanti az m-nek
egy valédi d osztdja. Ennek hossza legfeljebb annyi, mint m hossza, azaz
k=1.

e Legyen 3sziN = {G : G egy irdnyitatlan egyszer(i graf, aminek csiicsai
kiszinezhet6k 3 szinnel }.
Itt j6 tani lesz a graf csicsainak egy 3 szinnel szinezése, ami, ha n csicsa
van a grafnak, akkor leirhaté n darab 1 és 3 kozotti szammal,

L,={(G,c1,...,¢cn) : 1 <¢; <3 egy jé szinezése G csucsainak}.
Ekkor L, € P.

4. Definicié. Egy L nyelv L komplementere azokbdl a szavakbdl dll, amik nin-
csenek L-ben, azaz L ={x :x ¢ L}.

éltaléban azt tételezziik fel, hogy a szavak a véges hosszu bitsorozatok, ilyenkor
L pontosan azokbdl a bitsorozatokbol all, amelyek nincsenek L-ben.

5. Definici6. Jeldlje co NP az NP-beli nyelvek komplementereibdl dllé halmazt,
azaz coNP = {L : L € NP}.

A definicié6 miatt, mig az NP nyelvek esetében a definicié szerint a nyelvbe
tartozasra van polinom hosszu, polinom id6ben ellendrizhet6 bizonyiték, a co NP
nyelveknél arra van rovid bizonyiték, ha valami nem tartozik a nyelvbe.

1. Allitéas. P C NP és P C coNP.

Bizonyitds: Ha L € P, akkor valaszthatjuk az L, nyelvet L-nek és y legyen
az lres sz6 (azaz ilyenkor nincs sziikségiink arra, hogy megsejtsiink egy bi-
zonyitékot, polinom idében el fel tudjuk ismerni magat az L nyelvet is). O

A szémitdstudomdny taldn legfontosabb (és legnépszeriibb) nyitott kérdése,
hogy vajon P és NP megegyezik vagy nem. Ha P C NP valddi tartalmazés, akkor
ez azt jelentené, hogy vannak olyan kérdések, amikre van rovid (polinom hosszi)
bizonyiték, de ezt a bizonyitékot nem lehet polinom id6ben megtalalni, azaz
egy j6 vélasz ellenérzése algoritmikusan lehet 1ényegesen egyszeriibb, mint egy
jé valasz megtaldldsa (ami koznapi logikdval elég hihetnek tiinik). Mint latni
fogjuk, sok nevezetes probléma bonyolultsiga mulik ezen a kérdésen. Ennek
is koszonhetd, hogy az ezredfordulén a Clay Mathematics Institute — 6 masik

matematikai problémaval egyiitt — a P Z coNP problémara is 1 millié dollaros
dijat tlizott ki (ldsd www.claymath.org/millennium/ ).

Ahhoz, hogy jobban megérthessiik ezt a problémat, tovabbi fogalmakra lesz
sziikkség. Nyelvek bonyolultsdganak Osszehasonlitasara szolgdl a polinomidlis
visszavezetés, vagy mas néven Karp-redukcio.



6. Definicié. Legyen Ly és Lo két nyelv. Az L; nyelv Karp-redukcidja (poli-
nomidlis visszavezetése) az Lo nyelvre egy olyan polinom iddben szdmolhatd f
figgvény, ami minden szohoz eqy szot rendel, és teljesil rd, hogy

rel & f(m) € Lo.
A jelélése: Ly < Ls.

A jelolés arra utal, hogy, mint majd mindjart 14tni fogjuk, az Lo nyelv
algoritmikusan legalabb olyan nehéz, mint az L.

2. Allitas. Ha Ly, € P és Ly < Lo, akkor Ly € P.

Bizonyitas: A feltétel szerint van egy polinomiélis A algoritmus, ami tetszdleges
z sz6rdl eldonti, hogy z € Ly vagy z € L. Legyen x egy szd, amirdl azt akarjuk
tudni, hogy Li-be tartozik-e. Erre egy jo algoritmus, ha elébb kiszdmoljuk
f(z)-et és utdna erre alkalmazzuk A-t. Mivel x € Ly < f(z) € Lo, ezért az

?
A dltal az f(x) € Lo kérdésre adott vélasz megegyezik az dltalunk keresett

véalasszal az x é L kérdésre. Az eljaras lépésszdma: f(x) kiszamoldsa O(|z|)
1épés valamely k-ra, és ezért f(x) hosszéra igaz, hogy |f(x)| = O(|z[*). Az
f(z) bemeneten A lépésszama O(|f(x)|*) valamely f-re mert A polinom idejii
algoritmus, igy tehat a 1épésszam Ssszesen O(|z|®) +O(|f(z)[*) = O(|z|**), ami
valéban polinomja a bemenet |z| hosszédnak.

3. Allitas. Ha Ly € NP és Ly < Lo, akkor L, € NP.

Bizonyitds: Jelolje Lo, € P azt a polinom idében felismerheté nyelvet, amit
az NP definiciéjabdl Lo-re kapunk és legyen f a Karp-redukcié. Ekkor L, =
{(z,y) : (f(z),y) € Lop} j6 lesz Li-hez, hiszen egyrészt

el & f(x)€ls & Jy (f(2),y) €Ly & Ty (2,y) € Ly,

masrészt pedig y polinom hosszi = hosszdhoz képest, amit az el6z6hoz ha-
sonldan lathatunk: y polinom hosszd f(x) hosszdhoz képest, mert y az f(x)-nek
tantja. Tovdbbd f(z) polinom hosszi az |x|-hez képest, mert f polinom idében
szamolhatd, tehdt |y| polinomidlis |z|-ben.

Az kell még, hogy L1, € P, de ez kovetkezik abbdl, hogy (z,y)-bdl (f(z),y)
polinom idében szdmolhaté és a Karp-redukcié definicidja szerint Lo, € P. O

4. Allitas. Ha Ly < Lo, akkor Ly < L.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy ha f egy L1 < Lo Karp-redukcié, akkor ugyanez
a fiiggvény egyben egy L1 < Lo Karp-redukcid is, hiszen x € L1 & f(x) € Lo
ugyanazt jelenti, mint x ¢ Ly < f(z) € Lo. O

5. Allitas. Ha Lo € coNP és Ly < Lo, akkor Ly € coNP.



Bizonyitdas: Mivel Ly < Lo, ezért az el6zé allitas szerint L1 < Ly is teljesiil.
A definici6 szerint L; € coNP pontosan akkor, ha L; € NP. A feltétel szerint
Lo € NP, tehdt a 3. allitas miatt L; € NP, azaz L € coNP O

6. Allitads. Ha Ly < Lo és Ly < L3, akkor Ly < L3, azaz a < reldcid tranzitiv.

Bizonyitds: Legyen f az els6 és g a masodik Karp-redukcié fliggvénye. Ekkor
g(f(z)) egy L1 < L3 Karp-redukcié. Ehhez azt kell csak meggondolni, hogy
ha |£(2)] = O(al¥) é |g(2)] = O(2/%), akkor |g(f(x))] = O(|2|), ami |s]-nek
polinomjaésx € L1 < f(x)eLs < g(f(z)) € Ls. O

7. Definicié. Egy L nyelv NP-nehéz, ha minden L' € NP nyelvre teljestl, hogy
L' < L.

8. Definicio. Egy L nyelv NP-teljes, ha az L nyelv NP-nehéz és L € NP.

Szemléletesen egy NP-nehéz nyelv legalabb olyan nehéz mint barmelyik NP-
beli nyelv (de lehet sokkal nehezebb is), mig az NP-teljes nyelvek az NP osztély
legnehezebb nyelvei, hisz maguk is NP-ben vannak, és legalabb olyan nehezek,
mint barmely NP-beli nyelv.

A P £ NP kérdés eldontéséhez elegendé lenne egy NP-teljes nyelvrél meg-
mutatni, hogy P-ben van, hiszen ha az L nyelv NP-teljes, akkor minden L’ € NP
nyelvre teljesil, hogy L' < L, és ha ugyanekkor L € P is igaz, akkor a 2. &llitds
értelmében L’ € P minden L' € NP nyelvre.

Ezért a hatralevd részben NP-teljes nyelvekkel foglalkozunk. Torténetileg az
els6 NP-teljességi bizonyitdast Stephen Cook és Leonid Levin egyméstol fligget-
leniil, nagyjabdl egy idében, a 70-es évek elején adta. Az ebben szerepl6 nyelv
bizonyos fajta logikai fomuldkrdl szol. A kés6ébbiekben azutdn az NP-teljes nyel-
vek szadma gyorsan nétt, mar a 70-es évek végén megtoltottek egy egész konyvet.

Ha mar van legalabb egy NP-teljes nyelviink, akkor a tovabbi NP-teljességi
bizonyitasok a kévetketd séma szerint készithetoek:

1. Belatjuk, hogy L € NP
2. Egy tetszbleges NP-teljes L’ nyelvre megmutatjuk, hogy L’ < L.

Ez a séma a Karp-redukcié tranzitivitdsa (6. allitds) miatt miikodik, hiszen az
NP-teljesség definici6ja szerint minden L € NP nyelvre L” < L' és {igy L' < L-
bél kovetkezik, hogy L” < L is teljesiil minden L” € NP nyelvre.

Kiindulasi nyelvként bizonyitds nélkiil fogadjuk el, hogy a méar kordbban
latott 3szfN NP-teljes. (Mint mér emlitettiik, nem ez volt az els§ bizony{tottan
NP-teljes nyelv, de nekiink j6 kezdépont lesz.)

1. Tétel. A 3sziN nyelv NP-teljes.

2. Megjegyzés. A hasonléan definidlt 25ziN nyelvre 25ziN € P, hiszen az, hogy
eqy grdf szinezhetd-e 2 szinnel egyszeriien ellendrizhetd (pl. szélességi bejdrdssal
kiszinezhetdk a csucsok két szinnel, ha egydltalan van ilyen szinezés).



A 38zIN nyelv nehézségének felhaszndldsal méar be tudjuk bizonyjtani més
nyelvekrol, hogy NP-teljesek. ElGszor azt szeretnénk megmutatni, hogy grafban
a legnagyobb fliggetlen ponthalmaz méretének meghatarozasa is algoritmikusan
nehéz feladat. Ehhez elobb ezt at kell forditani egy eldontési problémava. Tech-
nikai okok miatt ezt gy célszerii csindlni, hogy az eldontési problémaban nem
a maximum értékére kérdeziink ré, hanem arra, hogy van-e elég nagy fiiggetlen
ponthalmaz. Legyen

MAXFTL = {(G, k) : G egy graf, amiben van k darab fiiggetlen pont}.

2. Tétel. Ha lenne egy A polinom idejl algoritmus, ami felismeri a MAXFTL
nyelvet, akkor polinom iddében meg is lehet hatdrozni egy adott grdfban a ma-
ximdlis fliggetlen ponthalmaz méretét.

Bizonyitds: Ha az n pontd G grafban kerestink maximalis fliggetlen ponthal-
mazt, akkor alkalmazzuk A-t elészor a (G, [n/2]) parra. Ha a vilasz ,,nem”,
azaz nincs [n/2] fliggetlen pont, akkor prébdlkozzunk a (G, [n/4]) parral. Ellen-
kezd esetben pedig, a (G, [3n/4]) parral. Hasonléan folytatva bindris kereséssel
meghatdrozhatjuk azt a legnagyob k értéket, amire (G, k) € MAXFTL. Az eljards
sordn az A algoritmus alkalmazdsainak szdma ©(logn) és mindegyik polinom
1épésig tart, tehat osszesen is polinom idejli algoritmust kapunk. O

3. Megjegyzés. Ha nem csak a méretét akarjuk meghatdrozni, hanem meg is
akarunk taldlni egqy legnagyobb figgetlen ponthalmazt G-ben, az is megoldhatd
lenne polinom iddben az A algoritmus felhaszndldsdval.

Most megmutatjuk, hogy a MAXFTL nyelv felismerése valésziniileg nehéz.
3. Tétel. A MAXFTL nyelv NP-teljes.

Bizonyitds: MAXFTL € NP, hiszen k olyan pontja a grafnak, ami kozott nem
megy él megfelels tant arra, hogy (G, k) € MAXFTL.

Az NP-teljességhez mutatunk egy 3SziN < MAXFTL Karp-redukciét. Ehhez
egy olyan polinom idében szamolhat6 fiiggvényt kell megadni, ami minden G
grafhoz hozzérendel egy (H, k) part tgy, hogy G € 3sziN & (H, k) € MAXFTL.
Jelolje a G graf pontjait v1,...,v,. A H-nak 3n darab pontja lesz, legyenek
ezek ai,...,an, b1,...,by, c1,...,cyp. Ha G-ben van él v; és v; kozott, akkor
menjen él az a; és a;, a b; és b;, valamint a ¢; és ¢; pontok kozdtt is (azaz
vettliink 3 példanyt a G grafbdl). Ezeken feliil még minden 1 < i < n indexre
hiizzuk be mindhdrom élet az a;, b; és ¢; pontok kozott (azaz egy G-beli pont
mindhdrom példdnya kozott), k pedig legyen n. Vildgos, hogy ez a konstrukcid
adott G-re polinom id6ben megvaldsithatd, hiszen a H-nak hdromszor annyi
pontja lesz mint G-nek, éleinek szama 3e 4 3n, ahol e jeloli G éleinek szamat.

El8bb belatjuk, hogy ha G € 3sziN, akkor a H grafban van n fiiggetlen pont:
tekintsiik a G graf egy 3 szinnel valé szinezését. A H-ban vegyiik azt a ponthal-
mazt, ami az a;-k kozil azokat tartalmazza, amik a szinezés elsO szinosztalyaba
tartozo pontoknak felelnek meg, a b;-k kozil a masodik szinosztélyba tartozo



pontok megfelelbit, a ¢;-k koziil pedig a harmadik szinosztdly megfelel6it. Ek-
kor minden i-re az a;, b;, ¢; csucsok koziil pontosan egyet valasztottunk, tehat
Osszesen n darabot. FEzek a kivalasztott csticsok fiiggetlenek H-ban, mert a
kivdlasztott a;-k G-ben fliggetlenek (hiszen azonos szinfire voltak szinezve G-
ben) és ugyanez igaz a b;-kre illetve a c¢;-kre is. Tovdbbd, mivel egy G-beli
pontnak csak egy példanya van benne, ezért a kivédlasztott a, b és ¢ pontok
kozott sincsenek élek. Tgy tehét (H,n) € MAXFTL.

Még azt kell megmutatni, hogy ha (H,n) € MAXFTL, akkor G € 3sziN.
A H graf egy F fiiggetlen ponthalmaza minden i-re az ay, b;, ¢; pontok koziil
csak egyet tartalmazhat. Mivel n pont van F-ben, ezért minden i-re az a;, b;, ¢;
pontok egyikét tartalmaznia is kell. Az F' pontjaibdl az a tipusiak az eredeti
G-nek egy fiiggetlen ponthalmazat adjdk, és ugyanez igaz a b, illetve a ¢ tipusu
pontokra is. Egy H-beli n méreti fiiggetlen ponthalmazbdl az alabbi médon
lehet a G graf egy 3 szinnel val6 szinezését megkapni: A fliggetlen ponthalmazba
esO a tipusu pontok G-beli megfeleldit szinezziik az elsé szinnel, a b tipust pontok
megfelel6it a masodik szinnel, a ¢ tipusi pontok megfelel6it a harmadik szinnel.
Ezzel G pontjainak megadtuk egy 3 szinnel valé szinezését, tehat G' € 3szin. O

4. Megjegyzés. Ha a nyelvet gy definidltuk volna, hogy olyan (G, k) pdrokbdl
all, melyekre a G-beli mazimadlis figgetlen ponthalmaz mérete pontosan k, ak-
kor azzal a nehézséggel néztink volna szembe, hogy nem vildgos mi lenne eqy jo
tani a nyelvbe tartozdsra. Ebben az esetben k pont megaddsa nem elég, mert bdr
azt tudjuk polinom idében ellendrizni, hogy az adott k pont valdban eqy filigget-
len halmazt alkot, de mi garantdlja azt, hogy ennél tobb pontbdl dllo figgetlen
ponthalmaz nincs a grafban?

A MAXFTL nyelvhez hasonléan definidlhatjuk a legnagyobb teljes részgréafhoz
tartozé nyelvet,

MAXKLIKK = {(G, k) : G egy graf, amiben van k pontu teljes részgréf}.
Erre is hasonléak igazak, mint a MAXFTL nyelvre.

4. Tétel. Ha lenne egy A polinom idejii algoritmus, ami felismeri a MAXKLIKK
nyelvet, akkor polinom idében meg is lehetne hatdrozni egy adott grdfban egy
mazximalis méretd teljes részgrdaf pontjainak szamdt.

Bizonyitds: A bizonyités itt is hasonléan megy, a legnagyobb klikk mérete az A
algoritmus segitségével bindris kereséssel meghatarozhato. O

5. Tétel. A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitds: Az vilagos, hogy MAXKLIKK € NP, mert az a k pont, amik altal
feszitett részgraf egy teljes k pontu graf, polinom méreti és polinom id6ben
ellendrizhetd tand.

Az NP-teljesség bizonyitdsdhoz mutatunk egy MAXFTL < MAXKLIKK Karp-
redukciét. Legyen f(G,k) = (G, k), ahol G a G graf komplementerét jeloli. Ez
egy, a graf méretében polinom idében szamolhaté fliggvény és nyilvan

(G, k) € MAXFTL < (G, k) € MAXKLIKK.



Tovébbi NP-teljes nyelvek (bizonyitds nélkiil)
e H = {G: G irdnyitatlan grafban van Hamilton-kor}
e HUT = {G : G irdnyitatlan grafban van Hamilton-it}

e s-THUT = {(G, s,1) : G irdnyitatlan grafban van olyan Hamilton-1t,
aminek végpontjai s és t}

6. Tétel. A RESZGRAFIZO nyelv NP-teljes, ahol
RESZGRAFIZO = {(G1,G2) : 3G’ < Go, G' ~ G4},
(azaz a Gy grdafnak van a Gy grdffal izomorf részgrdfja).

Bizonyitds: Az NP-beliséget mutatja, ha tanuként megadjuk, hogy a G1 me-
lyik csicsdnak a Go melyik csicsa kell, hogy megfeleljen. Ez a tani a bemenet
hosszéban (azaz a két graf megaddsdnak hosszdban) polinomidlis, és polinom
id6ben lehet ellendrizni, hogy ez valéban a G és G2 egy részgrafja kozotti izo-
morfimus. (Nem elegendd csak a G1-nek megfelel§ csicsok halmazit megadni,
mert izomorfizmus taldldsa a tudomény mai alldsa szerint nehéznek latszik, 1d.
a tétel utdni megjegyzést. Viszont azt ellendrizni, hogy a csicsok kozott adott
megfeleltetés jé-e nem all méasbdl, mint hogy minden pontparra ellendrizziik,
hogy ha Gi-ben van kozottiik él, akkor Ga-ben is.)

Az NP-teljesség bizonyitdsdhoz mutassuk meg hogy van H < RESZGRAFIZO
Karp-redukcié. FEhhez definidljuk azt a fiiggvényt, ami minden n pontdi G
grafhoz a (C, G) part rendeli, ahol C egy n pontd kor. Ez a fliggvény kiszdmolhaté
polinom id6ben. Mivel G-ben pontosan akkor van Hamilton-kor, ha van benne
C-vel izomorf részgraf, ezért G €H & (C,G) € RESZGRAFIZO. O

A H nyelv helyett haszndlhattuk volna példdul a MAXKLIKK nyelvet is.

5. Megjegyzés. A hasonlonak tind
GRAFIZO = {(G1,G2) : G ~ Go}

nyelvre igaz, hogy NP-ben van, de nem ismert, hogy NP-teljes-e, vagy hogy
esetleg van-e rd polinom ideji algoritmus.

Néhdny fontos, nem grafokrdl sz6lé NP-teljes eldontési feldat (bizonyités
nélkiil)

e 3DH: Vegyiink hdrom azonos méretii véges halmazt, |A| = |B| = |C|,
és tekintsiink néhany olyan harom elemii halmazt, melyek mindharom
halmazbdl egy-egy elemet tartalmaznak. Kérdés, hogy kivédlaszthaté-e
ezekbdl a 3 elemii halmazokbdl néhany tgy, hogy az AU BUC alaphalmaz
minden eleme pontosan egy kivédlasztott halmazban legyen benne.



A nyelv formalis leirdsa:

3DH = {(A,B,C;F\,F,,--- ,F,):|Al=|B|=|C|, F; CAx BxC,
I € {1,2,...,n}, az F; halmazok (j € I) az AUBUC

minden elemét pontosan egyszer fedik le}.

X3C: Itt egyetlen A véges alaphalmaz van, és ennek adottak bizonyos 3
elemi részhalmazai. Az eldontési feladat itt is az, hogy ezekb&l néhanyat
ki tudunk-e valasztani gy, hogy A minden eleme pontosan egy kivalasztott
halmazban legyen benne.

X3C = {(A;Fl,Fg,...,Fn):Elg{l,Q,...,n}, UjEIFj:A
és j € I-re az F; halmazok diszjunktak}.

RH (részhalmazosszeg): A dontési feladat: adottak sq, s, ..., s, pozitiv
egész szamok, és még egy b pozitiv egész szam is. Kérdés, hogy az s;-k
koziil kivalaszthaté-e néhdny gy, hogy osszegiik épp b-vel legyen egyenlo.

A megfelel$ nyelv:

RH = {(s1,82,.-.,8n;b) : 5;,0 > 0 egészek ,
I C{1,2,...,n},> s; =b}.
jerI
PARTICIO: A dontési feladatban adottak sq, sg, .. ., 5, pozitiv egész szdmok.
A kérdés, hogy két részre oszthatéak-e gy, hogy a két rész Osszege azonos
legyen, azaz van-e olyan I C {1,2,...,n}, melyre
D s5=D %
Jjel Jjé1
tehat
PARTICIO = {(s1,52,...,8n) : 8; > 0 egészek ,
dI C {1,2,...,n},25j = Zsj}
Jjel Jé1
HATIZSAK: Adottak az sq, S2,..., S €5 vy, Vs, . .., U, POZitiv egész szdmok,

valamint b, k pozitiv egészek. Kérdés, hogy van-e olyan I C {1,2,...,n},
melyre Zjel 5; <bés Zje[ v; > k. Kevésbé formalisan: van n targy, az
i-ediknek s; a sulya és v; az értéke. Tovabba van egy hatizsakunk, aminek
teherbirasa b. Kérdés, hogy ki tudunk-e valasztani gy néhany targyat,
hogy Osszességében ne 1épjiik til a hatizsak teherbirasat, de legalabb k
értéket elpakoljunk. (Az eredeti valtozatban ez egy maximalizalasi feladat,
adott b sulykorlathoz hatarozzuk meg a lehetd legnagyobb Osszértéket, ami
elpakolhaté — a fenti ennek az eldontési véltozata.)



e LADAPAKOLAS: Adott n targy, az i-edik mérete 0 < s; < 1 racionalis
szam. Kérdés, hogy belepakolhaté-e az Osszes targy k darab lddaba akkor,
ha minden laddba legfeljebb 1 Gsszméretnyi targyat tehetiink.

o EP (azaz egész értékii programozas): Tekintsitk a 377, ajjz; < b, 25 >0
egyenlétlenségrendszert, ahol a;;,b; adott egész szamok. Kérdés, hogy ha
adottak még a ¢; (1 < j < n) egész szdmok is, akkor mennyi lesz a
Z?:l ¢jz; maximalis értéke, ha minden x; egész szam kell legyen. Az EP
ennek a maximalizalasi feladatnak az eldontési valtozata.

6. Megjegyzés. A hasonldan definidlhaté 2DH nyelv esetében 2 elemd halma-
zok szerepelnek. Ezek felfoghatok egy pdros grdf éleinek, és ilyen szemlélettel
a nyelv pontosan azokat a pdros grdfokat tartalmazza, melyekben van teljes
pdrositds, tehat 2DH € P (magyar mddszer).

7. Megjegyzés. Az el6z6hoz hasonlo gondolatmenettel lathatd, hogy X2C azok-
bol a grdafokbol dll, amikben van teljes pdrositds. Ismert, hogy a teljes pdrositds
létezése eldonthetd polinom iddben, igy tehdt X2C € P.

8. Megjegyzés. Ha az utolsd (EP) problémdndl nem kdtjik ki, hogy minden
x; egész szam kell legyen, akkor kapjuk a linedris programozas (réviden LP)
feladatot. Az ehhez tartozd eldontési feladat a Posztalyban van (és van rd tobb,
a gyakorlatban is hatékonyan mikodd programcsomag). Viszont, ha megkove-
teljiik, hogy a megoldds egész legyen, akkor mdr a feladat NP-teljes lesz. Ez
utobbi tény nem meglepd, mivel a kordabban felsorolt nyelvek mindegyike megfo-
galmazhatd egész programozads feladatként is.

Feladatok

1. Jelolje L; az irdnyitatlan 6sszefiiggd grafokbdl all6 nyelvet és Lo a Hamil-
ton-kort tartalmazoé grafokbol allé nyelvet. Lehetséges-e, hogy L < Lo,
illetve hogy Lo < Ly 7

Megoldds: Az, hogy egy gréaf Gsszefligg6-e, polinom id6ben eldénthetd
(pl. egy szélességi vagy mélységi bejardssal), tehdt Ly € P. Tudjuk, hogy
az Lo nyelv NP-teljes (Lo =H). Mivel P C NP, ezért az NP-teljesség
definiciéja miatt Ly < Ls.

Maésrészt viszont, ha létezik az Lo < Ly Karp-redukcio, akkor a 2. allitas
miatt Le € P, és igy P = NP. Nem kizart, hogy ez igaz legyen, de a

tudomdny mai alldsa szerint nem ismert, hogy P Z NP.

2. Igazolja, hogy ha a 3sziN nyelv benne van co NP-ben, akkor NP = co NP.

Megoldds: Tudjuk, hogy a 3sziN nyelv NP-teljes, tehdt minden L € NP
nyelv visszavezethetd ra, azaz L < 3sziN. A feltétel szerint 3SziN € co NP,
és ezért az 5. 4llitds miatt L € coNP, amib8l NP C coNP kovetkezik.
Maésrészt, ha L € coNP, akkor L € NP, tehdt L < 3sziN. A feltevés
szerint 3SZIN € co NP, ezért az 5. allitds miatt L € coNP, azaz L € NP.
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3. Ismert, hogy a sikgrafokbdl all6 nyelv P-ben van. Legyen
SIKMAXKLIKK = {(G, k) | G egy sikgraf, amiben van k ponti klikk }

Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a nyelv
P-ben van.

Megoldds: Tudjuk, hogy egy sikgrafban nem lehet 4-nél t6bb pontu teljes
részgraf, hiszen K5 nem rajzolhaté sikba. Ekkor viszont a nyelvbe tartozés
az aldbbi mdédon eldénthetd:

Ellendrizziik, hogy az adott graf sikgraf-e, ha nem, akkor készen va-
gyunk (ezt a feladat szovege szerint meg tudjuk tenni polinom idében);

Ha k > 4, akkor a vélasz ,,nem”, és készen vagyunk;

Ha k < 4, akkor ellendrizziik a graf pontjainak az Gsszes k elemi
részhalmazat. Amennyiben taldlunk kozottiik olyat, amin a gréaf teljes,
akkor a valasz ,,igen”, egyébként pedig ,,nem”. Mivel egy n ponta grafbdl
kevesebb mint n* < n* féleképpen tudunk k < 4 pontot kivélasztani, és
egy valasztas ellendrzése O(k?) = O(42) = O(1) 1épés, az algoritmusnak
ez a része is polinomidlis.

4. P-beli vagy NP-teljes az alabbi nyelv?

L = {(G,k) : G graf, amiben van legaldbb k él{ kor}

Megoldds:  Belatjuk, hogy NP-teljes. Az NP-beliségre tanu egy ilyen
kor, melyrdl ellenérizniink kell, hogy tényleg kor-e G-ben és hogy tényleg
legalabb k éle van. Mindkett6 megtehet6é polinom id6ben.

Ezutan megadunk egy H < L visszavezetést. Egy tetszOleges G grathoz
rendeljitk hozzd az f(G) = (G,n) part, ahol n a G pontjainak szdma.
Ekkor G € H & f(G) = (G,n) € L. Mivel f polinom id8ben szdmolhatd,
ezért ez egy j6 Karp-redukcié.

5. P-beli vagy NP-teljes az aldbbi nyelv?

L = {G : G graf cstcsai kiszinezhetéek 4 szinnel}

Megoldds: Megmutatjuk, hogy az L nyelv NP-teljes. Az NP-beliségre
tanu egy 4 szinnel valé szinezés, aminek leirdsa polinom hosszu, az el-
lenorzés soran pedig csak azt kell megvizsgalni, hogy az élek vagpontjai
kiilonbozd szinliek-e. Az NP-teljességhez megadunk egy 3sziN < 4sziN
visszavezetést. Egy tetszlleges G grafbdl készitsiik el azt a G’ grafot,
amit dgy kapunk, hogy egy 1j x pontot hozzavesziink a grafhoz, és ezt
az x pontot minden régivel 6sszekotjiik. Ez a konstrukeié polinom idében
végrehajthaté. Vildgos, hogy ha G € 3sziN, akkor G’ € 4sziN. A mésik
irdnyhoz tegytik fel, hogy G’ kiszinezhet6 4 szinnel. Ekkor az x pont szine
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egyetlen masik pont szinezésére sem hasznédlhaté, hiszen & minden mas
ponttal dssze van kotve. Ez azt jelenti, hogy a G’ graf t6bbi része (ami az
eredeti G-vel izomorf) 3 szinnel van kiszinezve, tehat G € 3sziN.

. Az L nyelv élljon azokbdl a G grafokbdl, melyeknek csticsai kiszinezhet&ek
3 szinnel gy, hogy az egyik szint csak egyszer hasznaljuk. P-beli vagy NP-
teljes ez a nyelv?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy ez a nyelv P-ben van. Egy graf akkor és
csak akkor rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, ha van egy olyan pontja,
amit elhagyva paros grafot kapunk. Ezt viszont tudjuk polinom idében
ellendrizni, mert annak eldontésére, hogy egy graf paros graf-e, van poli-
nom idejli algoritmus (egy szélességi bejards mentén osztjuk a pontokat
két osztdlya, ha ellentmonddsra jutunk, akkor a graf nem péros), és ezt
kell minden egyes pont elhagydsa utan a maradék grafra végrehajtani.

. Egy hivatal 1j épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyan-
akkora teriilet hasznédlhato fel irodak kialakitdsara. Minden részleg meg-
mondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart igényt. Azt akarjuk
eldonteni, hogy meg lehet-e oldani a koltozést ugy, hogy egyetlen részleg
se legyen kettévagva, azaz egy részleg teljes egészében egy emeleten legyen
(de egy emeletre keriilhet tobb részleg is). Igazolja, hogy a problémédhoz
kapcsolédo nyelv P-ben van, vagy azt, hogy a nyelv NP-teljes.

Megoldds: Jeldlje a kérdéses nyelvet L.

L = {(a1,a9,...,a,;b;k) : a;, b,k > 0 egészek, az
a; szamok beoszthaték k diszjunk csoportba gy, hogy a

minde csoportban az elemek osszege < b}

Itt a; jeloli az i-edik részleg igényét, k az épiilet szintjeinek szamat b pedig
az egy szinten hasznalhato teriilet nagysagat.

Ez a nyelv nyilvan NP-ben van, hiszen egy beosztds lehet a tanu, ami-
nek helyességét polinom idében ellenérizni tudjuk (és persze a hossza is
polinomidlis).

Megmutatjuk, hogy van PARTICIO < L Karp-redukcid.

Legyen (s1, S2, - . ., S,) a PARTICIO feladat egy lehetséges bemenete. Ennek
feleltessiik meg azt a feladatot, amikor a hivatal épiiletében 2 szint van,
b= (>_,,)/2 és azi-edik részleg helyigénye a; = s;. Ezzel a megfeleltetéssel
(s1,82,...,8,) € PARTICIO < a koltozés megoldhatd. Tehdt az L nyelvre
visszavezethetd egy NP-teljes nyelv, és L € NP, ezért L maga is NP-teljes.
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