Szamitastudomany alapjai
11. gyakorlathoz megoldésok

1. A Karp-redukcio: tetszéleges G grafra legyen H az a graf, amit ugy kapunk, hogy G-hez
hozzévesziink két csticsot, amit Osszekotiink az Osszes régi csuccsal és egymassal is. Azt
kell bizonyitanunk, hogy G pontosan akkor szinezhets 3 szinnel, ha H 5 szinnel szinezhetd.
Ha G szinezhet6 3 szinnel, akkor H-ban kiszinezziik 3 szinnel a G részgrafot, és a maradék
két szint megkapja a két 10j cstcs, ezzel kiszineztiik H-t 5 szinnel. Most forditva, ha H
szinezhets 5 szinnel, akkor az egyik 1j csiics szinét semelyik maésik csics nem kaphatta
meg, mert az a csics az Osszes tobbivel 6ssze van kotve. Hasonléan a masik csiics szinét
sem kaphatta meg rajta kiviil més csucs, igy a graf maradék részére (ami éppen G) 3 szin
marad, azaz G szinezhet$ 3 szinnel.

2. NP-teljes. A tanu egy ilyen kor, ez polinom idében ellendrizhets. A Hamilton-kort Karp-
redukaljuk erre a probléméra. Legyen G egy graf, amire az a kérdés, van-e benne Hamilton-
kor. Legyen a mostani probléma bemenete a G graf és k = 0. Ekkor pontosan akkor lesz
erre igen a vélasz, ha G-ben van olyan kor, ami legfeljebb 0 csiicsot nem tartalmaz, azaz
minden cstcsot tartalmaz, azaz van G-ben Hamilton-kor.

3. NP-teljes. Az igen véalaszt tanusitja egy e-n dtmend Hamilton-kor, ami polinom idében
ellendrizhetd, igy a tanu-tétel szerint a probléma NP-beli. Egy régi NP-teljes feladatot, a
Hamilton-tt kérdését vezetjiik vissza erre. Legyen G egy graf, amirdl azt akarjuk eldon-
teni, hogy van-e benne Hamilton-ut. Legyen H az a graf, amit tgy kapunk, hogy G-hez
hozzavesziink két cstcsot, amit Osszekotiink az Osszes régi csiicesal és egymaéssal is, és az
0sszekotd €l legyen e (a visszavezetés érdekes modon pont ugyanaz, mint a 2. feladatban).

G

Azt kell belatnunk, hogy H-ban pontosan akkor van e-n a&tmend Hamilton-kor, ha G-ben
van Hamilton-ut. Ez vilagos: egy G-beli Hamilton-ut kiegészithetd a két végpontjabol z-
be és y-ba vezet§ élekkel és e-vel, igy H-ban e-n atmené Hamilton-kor lesz, mig ugyanez
forditva is megtehets: ha H-ban van e-n dtmend Hamilton-kor, akkor ebbdl elhagyva e-t
és a két e-vel szomszédos élet, egy G-beli Hamilton-utat kapunk.

4. P-beli. Végigmegyiink mind az (g) csticsparon, ez cn? 1épés, és mindre megnézziik, hogy
Osszekotottek-e, és fokaik Osszegére teljesiil-e, hogy az legalabb n. Ha valamelyik cstcsparra
mindkét kérdésre nem a vélasz, akkor az a cstucspar megszegi Ore feltételét és a kérdésre
nem a valasz, egyébként ha végigmentiink az Osszes csticsparon és egyik sem szegi meg,
akkor igen.

5. NP-teljes. A tanu vilagos. A Hamilton-kort vezetjiik vissza erre; legyen G egy graf, amiben
az a kérdés, van-e Hamilton-kor; ebbdl gyartsuk le a H grafot dgy, hogy felvesziink két kiilon
haromszog komponenst G mellé. Ha G-nak van Hamilton-kore, akkor H lefedhetd 3 korrel,
hiszen G Hamilton-kére és a két j haromszog lefedi. Masrészt ha H lefedhets 3 korrel,
akkor az csak ugy lehet, hogy a két uj komponenst egy-egy kiilon kor fedi le, tehat G-re
csak egy kor jut, ami lefedi az Gsszes cstcsot, ez éppen egy Hamilton-kor.

6. P-beli. Ez lényegében azért van, mert a szinek koziil kett6t hasznalhatunk fel szabadon, igy
ez egy kettd-szinezési probléma (kicsit felturbozva, de azért polinom ideji marad). Lassuk.

Ha van megfelel§ szinezés, akkor két szint a négy koziil legfeljebb 3 cstics kap, és a tobbi
csucs csak a maradék két szinnel van szinezve. A legfeljebb 3 csiicsra persze tobbféle
lehetdség van: lehet 142, 042, 1+1, 0-+1, 0+1, 0+0 (a legfeljebd 1, illetve 2 cstucs miatt).
Az els6 lehetGségnél a kivalasztasra (711) ("51) lehet6ség van, ez n-nek polinomja, hasonldéan



a tobbi eset is az. Ha mér valahogyan ki van valasztva és szinezve az 1-+2 csics, akkor a
graf maradék részén a két szinnel szinezhetGséget kell ellendrizni, ami polinom ideji. Ezek
alapjan az algoritmus: végigmegytlink az 142, 0+2, 1+1, 0+1, 0+1, 040 lehet&ségeken
sorban. Mindegyiken beliil végigmegyiink az Osszes lehet&ségen a cstcsok kivalasztasara,
pl. 1+2-nél ez (’1‘) (”;1) eset, ez n-nek polinomja. Mindegyiknél megnézziik, hogy a 2
kijelolt csics kozott van-e él, ha igen, akkor ugrunk a kovetkezs esetre. Ha nem, akkor
megnézzik, a maradék szinezhetd két szinnel (ez fiiggetlen a kijelolt 3 cstcstol és polinom
idében megtehetd). Ha igen, készen vagyunk és az egész graf szinezhets két szinnel. Ha
nem, megyiink a kovetkez§ esetre. Miutan végignéztiik az Osszes 1+2 tipusit, megyiink
a 0+2-re és igy tovabb. Ha minden esetet megnéztiink és semelyik nem volt jo, akkor
nincs j6 szinezés. Az egész program polinom sok esetbdl all, mindegyik polinom idé alatt
megvizsgalhato, igy a program futési ideje is polinom.

. P-beli. Pontosan akkor van a grafban e-n 4tmend kor, ha e-t elhagyva a maradék grafban
e két végpontja egy komponensben van. Hagyjuk el a grafbol az e élet és inditsunk egy
bejarast az egyik végpontbol. Ez polinom id§ alatt megvan. Nézziik meg, hogy a bejart
pontok kozott ott van-e e masik végpontja. Ha igen, akkor van e-n atmend kor, ha nem,
akkor nem.

. NP-teljes. Az igen vélaszt tantsitja egy megfeleld szinezés, ami polinom idében ellenérizhetd.
Visszavezetjiik erre a kérdésre a harom szinnel szinezhet6ség problémajat (ami NP-teljes).

Tetsz6leges G-hez legyen H az a graf, amit ugy kapunk, hogy hozzavesziink még két csic-

sot, z-et és y-t, amit nem kotiink 6ssze semmivel. Ha G szinezhetd volt 3 szinnel, akkor H

szinezhetd 3 szinnel gy, hogy x és y szine kiilonb6zd legyen, mert egyszertien kiegészitjik

G szinezését tgy, hogy x megkapja az l-es, y a 2-es szint. Forditva, ha H szinezhet§ 3

szinnel 4gy, hogy x és y szine kiillénb6z6, akkor G is szinezhetd 3 szinnel, mivel G részgrafja

H-nak.

. NP-teljes. A tanu vilagos. Az el6z6 feladat visszavezetése egy az egyben miikodik. Az
ember azt gondolné, hogy x-et és y — t érdemes Gsszekotni, hogy valahogy ebbe legyen
belekodolva az, hogy kiilonbo6zd szintiek, de erre nincs sziikség (noha az is jo). Attol, hogy
nincsenek Gsszekotve, kaphatnak kiilonbozé szint. Erdemes végignézni az el6zé feladat
gondolatmenetét 1épésrél 1épésre, tényleg minden stimmel itt is.

. NP-teljes. Egy legalabb k hosszu kor tanisitja az igen valaszt és polinom idében el-
lendrizhetd, igy NP-beli. Visszavezetjiik erre a probléméra a Hamilton-kor keresést. Csinéljunk
egy H grafot, ami gy néz ki, hogy vessziik G 6t példanyat. Ez egy n = 5k csticsti graf,
amiben nyilvan pontosan akkor van legaldbb k hosszi kor, ha G valamelyik példanyaban
van legaldbb k hossz kor, azaz Hamilton-kor.

Mivel a mostani feladatban Osszefiiggd graf kell, ezért ez igy még nem jé visszavezetés;
elGszor is, ha G nem Osszefliged, akkor Osszefliggévé kéne tenni tgy, hogy Hamilton-kor
azért ne keletkezzen benne. Ez megtehet§ polinom id6ben, mert G komponensei felis-
merhetGek polinom idében, és ezeket sorban Osszekotjiik egy-egy éllel (ha ugy tetszik, egy
feszitofat varazsolunk rajuk). Uj kort ezzel nem hozunk létre, mert egy kor nem nytlhat
at a komponensek kozott, hiszen csak egy-egy éleket hiztunk be. Ezutan a kapott G’ graf
ot példanyat osszekotjiik egy-egy éllel hasonloan, mint az el6bb (dbra).
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Még egy dolog: ha az eredeti G nem Osszefiiggs, akkor persze nincs benne Hamilton-kor,
de ett6l még nem mondhatjuk azt, hogy akkor ezekre nem is nézziik tovabb a dolgot, mert
a Karp-redukcional egy feladat inputjat kell visszavezetni egy masik feladat inputjara. Ha
nem Osszefliggd, akkor is meg kell csinélni a visszavezetést, csak persze iligyesen, gy, hogy
a végén nem legyen a valasz. Itt irom le azt a tipikus hibat is, hogy a visszavezetést nem
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csindlhatjuk tgy, hogy ,vegyiik G-nek a Hamilton-korét,...”, a visszavezetésnek miikodnie

kell minden grafra, fliggetleniil attdl, van-e benne Hamilton-kér vagy nincs.

P-beli. Az a kérdés, van-e olyan feszitéfa, amiben az S-beli cstcsok mind elsGfokiak. Azaz
van-e G-nek olyan feszitéfaja, amiben a G\ S-beli csuicsokon a feszitéfa akarhogyan kinézhet,
de az S-beli cstcsok mind elssfoktiak, azaz G\S-be vannak bekotve. Ez ellendrizhetd
polinom id6ben: azt kell megnézni, hogy G\S Osszefiiggs-e, és azt, hogy fut-e minden S-
beli cstuicsbol él G\ S-be, ez utobbi is nyilvan polinom idében megoldhaté. Ha mindkettére
igen a valasz, akkor van ilyen feszitéfa, ha valamelyikre nem, akkor nincs.

NP-teljes. A tant nyilvanvalo. Az A C S egy nagyon ers megkotés a graf szerkezetére. Ha
példaul A 2 elemi, akkor a feszit6fa csak ugy nézhet ki, hogy egy Hamilton-ut, aminek a
két végpontja A két eleme. Persze ha a Hamilton-utat szeretnénk erre visszavezetni, akkor
nem ilyen egyszerd a helyzet, mert ott nincs kijeldlve két végpont, mig nekiink kéne.

Egy lehetséges visszavezetés a kovetkezs: a G grafot (melyben Hamilton-ut létezése a
kérdeés) ,lezarjuk” két 0j csicesal, melyeket az Osszes régivel osszekotiink, majd még egy-
egy 1j cstcsot bekotiink hozzajuk. Ez az utolso kettd lesz az S halmaz (a kapott graf pedig

G

Ha G-ben van Hamilton-at, akkor H-ban van olyan feszitéfa, melynek két els6foku csicsa
a két kijelolt csics (= olyan Hamilton-ut, melynek két végpontja a két kijelolt csucs),
mert a G-beli Hamilton-ut akarhol is végz6dik, meghosszabithatjuk a két-két 0j csticesal.
Forditva, ha az 1) grafban van olyan feszitéfa, melynek két els6foka cstcsa S-beli, akkor
ennek elhagyva a végérdl a két-két 1j csucsot, az eredeti graf egy Hamilton-utjat kaptuk.



