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. Mutassunk az egészeknek olyan részgy(riijét, amiben nincs egységelem.
. Vezessiik le a gytirtiaxiéomakbdl, hogy a - 0 = 0 minden a-ra.
. Mutassunk a 2 x 2-es méatrixok gytrtijében a nullatdl és egytdl kiilonbozs

(a) nullosztot,
(b) nilpotens elemet,

(¢) idempotens elemet.
. Mutassunk nemnulla nilpotens elemre példat Zg-ban.

(a) Mutassuk meg, hogy kommutativ gytriiben két nilpotens elem szorzata is nilpotens.

(b) Mutassunk a 2 x 2-es méatrixok gytirdjében két nilpotens elemet, amelyek szorzata
nem nilpotens (azaz az (a) rész allitdsa nem kommutativ gytirtiben nem feltétleniil
teljesiil).

. Vegyiink egy csoportot, ebbdl konstrualunk egy gytrtit a kovetkezé mdédon: az alaphalmaz
a csoport elemeinek halmaza, az Gsszeadéds a csoport miivelete (és persze a 0 a csoport
egységeleme), a szorzéast pedig tgy definialjuk, hogy barmely két elem szorzata 0. Gondol-
juk meg, hogy igy valéban gytriit kapunk (amit zérogytriinek neveziink).



Gytirdk és testek

Az R halmaz a + és * miveletekkel gytri, ha

1. a + mivelettel kommutativ csoport (egységeleme a 0),

2. a * miivelet asszociativ és

3. (a+b)*xc=(axc)+ (b*c) minden a,b,c € R-re (disztributivitas).

Az F halmaz a + és * miveletekkel test, ha

1. F a + miivelettel kommutativ csoport (egységeleme a 0),

2. F — {0} a * mtvelettel csoport és

3. (a+b)xc=(axc)+ (b*c) minden a,b,c € R-re (disztributivitas).

Egy gytrtt illetve testet kommutativnak neveziink, ha a szorzds kommutativ.
Peldék gytirdkre:

e az egész szamok a szokasos miiveletekkel,

e 3 polinomok,

e az n X n-es valds elemd matrixok az 6sszeadéssal és matrixszorzassal,

e az n X n-es egész elemd méatrixok az 6sszeadassal és matrixszorzassal,

® 7y, ahol Z,, elemei a szdmok 0-t6] n — 1-ig, miiveletek a szorzas és Gsszeadids modulo n.
Peéldék testekre:

e 3 raciondlis szamok a szokasos miveletekkel,

e 3 val6s szamok a szokasos miveletekkel,

a komplex szamok a szokasos mitiveletekkel,
e ha n prim, akkor Z, nemcsak gyiird, hanem test is.

Gytrikben vannak mindenféle nevezetes elemek. Az a elem nilpotens, ha valamelyik hat-
vanya nulla. A b elem idempotens, ha b*> = b, pl. a 0 ilyen, és ha van 1, akkor az is; de vannak
mésok is (lasd 3. feladat). A ¢ elem nulloszt6, ha 6 maga nem nulla, és mindkét oldalr6l van
olyan nemnulla elem, amivel megszorozva nullat kapunk.

Egy gydrtt illetve testet kommutativnak neveziink, ha a szorzds kommutativ.

Végezetiil egy érdekesség: minden véges test kommutativ (Wedderburn tétele).



