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1. Van-e a Cy4-ben 4-edrendd, 5-6drendi illetve 6-odrendt elem?
2. Adjuk meg C15-ben az egyes elemek rendjét.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G csoportban minden elem rendje 2, akkor G kommutativ
csoport!

Héany részcsoportja van a 15 rendd ciklikus csoportnak?
Mutassunk a D diéder csoportban 2,4, 5 illetve 10 rendd részcsoportot.

Izomorf-e Cg-tal Co ® C3? Es Cg-cal Cy ® Cy4?

N v

Adjunk meg 3, paronként nem izomorf 20 rendii csoportot.

Csoportok

A G halmaz a * miivelettel csoport, ha

1. (a*b)*c=ax(b*c) minden a,b,c € G-re (asszociativitas)

2. van egy e, melyre a x e = e x a = a minden a € G-re (egységelem)

3. minden a € G-hez van ™! € G, melyre axa~! = a~! x a = e (inverz)
Kommutativ csoport, ha az el6bbiek mellett

4. a*b=bx*a minden a,b € G-re (kommutativitas)

Peldak végtelen csoportokra:

o Az egész/raciondlis/valos szamok az Gsszeadéssal

e a pozitiv raciondlis/valos szamok a szorzassal

e a nemnulla racionélis/valos szdmok a szorzassal

e a nemnulla determindnst n X n-es matrixok a matrixszorzassal
Példak véges csoportokra:

o A ciklikus csoport: C,, aminek n eleme van: 1, f, f2,... f*7!, és két elem szorzata az f
megfelel§ hatvanya, ahol ha a kitevs legalabb n, akkor n-nel csékkentjiik (ett6l az egész
»korbeér”, innen a neve); ez kommutativ csoport.

e A diéder csoport: D,, aminek elemeit legegyszeriibb gy elképzelni, mint egy szaba-
lyos n-szdg forgatasait és tlikrdzéseit, amikor minden csdcs cstcsba megy; 2n eleme van:
Lf, f2 . Ut ft 2t ., f7 . D, nem kommutativ, ha n > 2. Még valami: a
szimmetrikus csoport is felfoghaté igy geometriailag, és elemei csak a forgatasok.

e A szimmetrikus csoport: Sy, ami az 1,2, ..., n halmaz permutécioibol all, elemszama n!, és
ez sem kommutativ (han > 2). Ellehet ugy képzelni, mint az 1, ..., n elemek megkeverését;
két keverés szorzata az a keverés, amit gy kapunk, hogy egymés utdn végrehajtjuk cket,
elGszor a szorzat jobboldali elemét, aztéan a baloldalit (kicsit szokatlan modon).



Izomorfia. Két csoport izomorf, ha van az elemeik kozott olyan kolcsdndsen egyértelmii
megfeleltetés (bijekeid), ami a miveletet megtartja.

Rend. Egy véges csoportban minden elemnek valahanyadik hatvanya az egységelem. A
legkisebb ilyen hatvanya az elem rendje. Azt is mondjuk, hogy egy csoport rendje k, ez csak
annyit jelent, hogy k elemt. A Lagrange-tétel szerint minden elem rendje oszt6ja a csoport
rendjének.

Részcsoport. Egy csoport részcsoportja az elemek olyan részhalmaza, amiben benne van az
egységelem, zart a szorzasra és minden elemének az inverze is benne van. Az asszociativitas
nyilvan teljesiil, hiszen ugyanazok az elemek vannak benne. Minden részcsoport rendje osztéja a
csoport rendjének. A részcsoport indexe az a csoport rendje osztva a részcsoport rendjével (azaz:
sahédnyadrésze” a csoportnak). Egy példa részcsoportra: Dy,-nek részcsoportja Cp,.

Normaloszt6. A normaéloszto olyan részcsoport, aminek az elemeit ha balrél végigszorozzuk
egy tetszlleges a elemmel, akkor ugyanazt a halmazt kapjuk, mintha jobbrél szoroztuk volna
végig. Kommutativ csoport esetén minden részcsoport egyittal normaloszto is.

Direkt szorzat. Két csoport direkt szorzatdn az elemeikbdl képzett parok halmazat ért-
jiik, ahol a mitivelet a tagonkénti szorzas, tehat pl. Cy = {1,a},C3 = {1,b,b?} jeloléssel
(figyelem, a két l-es kiilonbozs, mindegyik a sajat csoportjanak egységeleme!): Cy ® C3 =
{(1,1),(1,b), (1,b%), (a, 1), (a,b), (a,b*)}, ahol pl. (a,b) * (1,b%) = (a,1). A direkt szorzat rendje
|G1 ® Go| = |Gy] - |G2|. Ha N a G csoport normélosztoja, akkor azzal le lehet osztani”, az
eredmény a G/N faktorcsoport, amire G = G/N ® N.



