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. n"420n = n(n%+20n). Ha 7|n, akkor a szorzat oszthaté 7-tel, mig ha nem, akkor (7,n) = 1
(mert 7 prim), igy alkalmazhatjuk az Euler-Fermat-tételt (m = 7,a = n-nel; ¢(7) = 6):
n® =1 (mod 7), innen n% + 20 = 21 = 0 (mod 7), azaz n® + 20 oszthaté 7-tel. n” + 20n
mindkét esetben oszthato 7-tel.

.12 =22.3 85240 = 2% - 3. 5. Mind a két szamban szerepelnie kell 22 - 3-nak (mert ez a
legnagyobb kozos oszto (Inko)), és el kell még osztanunk valahogyan a maradék 22 - 5-6t.
5-0s tényez az egyik szamba kell, hogy keriiljon, viszont a masikba nem (mert akkor a Inko
5-tel is oszthaté lenne), mig 22 is kell, hogy az egyik szamban szerepeljen, hogy a legkisebb
koz6s tobbszorosben legyen dsszesen 4 darab 2-es tényezd (24). Viszont ekkor a masikban
mar nem lehet tobb, mint ketts. Igy a két lényegesen kiilonboz6 eset az, hogy a 22 és az 5
ugyanabba a szamba keriilnek-e vagy nem; igy a = 24-3,b =22-5ésa =2*-3-5,b =22-3
megoldasok, és persze a, b felcserélésével is jo megoldésokat kapunk.

. Legyen n = p{* -+ - pp*. Az osztok széma (o +1) - - - (g + 1); mivel 11 prim, ezért ez csak
ugy lehet oszthato 11-gyel, ha valamelyik tényez§ oszthatd 11-gyel. Az a tényezs legalabb
11, igy a megfelel§ « legalabb 10. A legkisebb szdba jové ilyen szamot akkor kapjuk,
ha a legkisebb prim kitevSje ez az «, azaz 2-é, és mas nem is szerepel a primtényezGs
felbontasban. De mar 219 = 1024 is négyjegyt, igy megfelelé haromjegyti szam nincs.

(a) (3,7) = 1|5, igy 1 megoldas lesz. Az 5,12,19,... sorozatbol 12 oszthaté 3-mal, igy
r =5 =4 (mod 7) a megoldas.
(b) (14,21) = 7} 8, igy nincs megoldas.
(c) (9,96) = 3|24, igy 3 megoldas lesz. A kongruenciat 3-mal leosztjuk: 3z = 8 (mod 32).
T2 _

A 8,40,72,... sorozatbol 72 oszthat6 3-mal, igy v = 5 = 24 (mod 32), visszairva az

eredeti kongruenciaba: x = 24,24 + 32,24 + 2 - 32 (mod 96) a megoldasok.
(d) (11,18) = 1|12, igy egy megoldas lesz. A 12,30,48,66,... sorozatbol 66 oszhato
11-gyel, igy = 6 (mod 18) a megoldas.

(e) (6,21) = 3|2, igy 3 megoldas lesz. 2x = 1 (mod 7), az 1,8,15,... sorozatbol 8 os-

zthato 2-vel, igy a megoldas z = § = 4 (mod 7), és az eredeti kongruencia megoldéasai

=3=
xr=4,11,18 (mod 7).

. Az utolso két jegy éppen a 100-zal valo osztasi maradék. (253,100) = 1 és ¢(100) = 40, igy
az Buler-Fermat-tétel alapjan 253583 = 532 (mod 100). 532 = (50+3)? = 50%+2-50-3+32.
Itt az elsé két tag oszthato 100-zal, azaz 532 = 32 = 9 (mod 100), és 53% = 53-9 = 477 = 77
(mod 100), azaz az utolso két jegy 77.

. Vegyiik észre, hogy ¢(35) = 24; (3,35) = 1 és (4,35) = 1 miatt az Euler-Fermat-tétel
alapjan 4%* =1 (mod 35) és 3** = 1 (mod 35), azaz ugyanigy 1 maradékot adnak 35-tel
osztva, igy a kiilonbségiik oszthatd 35-tel.

. 111 = 3 - 37 miatt a 11100...0 alaka szamok mind oszthatoak 37-tel. Vegyiik azokat,
amiknek rendre 56,53,50,...,2 darab 0 van a végén; ezeket Osszeadva éppen a kivant
szamnal 11-gyel kisebbet kapunk (mert a végén két egyes helyett két nulla van); ez a szam
oszthato 37-tel, igy az eredeti szdm osztasi maradéka 11.

. Az utolso jegy a 10-zel valo osztasi maradék. 13 =3 (mod 10). (13,10) =1 és ¢(10) = 4,
7 7
igy az Euler—Fermat-tétel alapjan 1311 = 33° (mod 10). (4,9) =1 és p(4) = 2, igy még
7 7
egyszer alkalmazva a tételt: 33" =33 (mod 10). Ez pedig méar kiszamolhato, és igy
7 7
1317 =33 =33=27=7 (mod 10),

azaz az utolso6 jegy 7.



