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Szamitdstudomany alapjai
12. gyakorlat megoldéasok

(a) 3z = 5(mod 7). Itt (3,7) = 1, igy egy megoldas van. Ezt most kétféleképpen is meghata-
rozzuk. Egyrészt z = 5-39(0~1 = 5.35 (mod 7), ahonnan 3% =27 = —1 (mod 7) és 32 = 2
(mod 7) miatt z =5-(—1)-2 = —10 =4 (mod 7). Méasrészt az = egyiitthatoja egy kicsi
egész szam, igy gyorsan végziink, ha megkeressiik az 5,54 7,54 2 - 7 szdmok koziil a 3-mal
oszthatot. Ez itt az 5+ 7 =12, igy 3x =12 (mod 7) és z =4 (mod 7).

(b) 14z = 8(mod21). Itt (14,21) = 718, igy nincs megoldas.

(c) 11z = 12 (mod 18). Ttt (11,18) = 1, igy egy megoldas van. = = 12 - 11908~ (mod 18).
p(18) = 18(1—1)(1-1) = 6; 112 = 121 = 13 (mod 18) és 113 = 112.11 = 1113 = 143 = —1
(mod 18). Végiil z =12-13-(—1) = —156 =6 (mod 18).

(d) 9z = 24(mod 96). Itt (9,96) = 3|24, igy 3 megoldas van. Ekkor az egészet egyszertsitjiik
3-mal, és el6szor megoldjuk a 3z = 8 (mod 32) kongruenciat (aminek egy megoldasa van).
T egylitthatoja kicsi, igy érdemes a 8,8 + 32,8 + 2 - 32 szdmok k6z6tt megkeresni a 3-mal
oszthatot, ez a 8 4+ 2 - 32 = 72, ahonnan 3z = 72 (mod 32) és £ = 24 (mod 32). Az eredeti
kongruencia megoldasai: = = 24,24 + 32,24 4+ 2 - 32 (mod 96).

(e) ax =5(mod 35), ha a =5, 6 vagy 7.

Ha a = 5, akkor 5z =5 (mod 35). Itt (5,35) = 5|5, igy 5 megoldas van. Egyszertsitiink 5-
tel: =1 (mod 7), ez a kongruencia eleve ,;meg van oldva”, igy nem kell tovabb dolgoznunk
vele. Az eredeti kongruencia megoldasai pedig x = 1,1+ 7,1+ 14,1+ 21,1+ 28 (mod 35).
Ha a = 6, akkor 62 = 5 (mod 35). Itt (6,35) = 1, igy egy megoldds van, méghozza
z=5-6°69"1=15.623 (mod 35). De 62 =36 =1 (mod 35), igy z = 5-(6*)''-6 = 5-6 = 30
(mod 35).

Ha a = 7, akkor 7x =5 (mod 35). Itt (7,35) = 715, igy ekkor nincs megoldas.

(f) ax = 3(mod21), ha a =6, 7 vagy 8.
Ha a = 6, akkor 6z = 3 (mod 21). Itt (6,21) = 3|3, igy 3 megoldas van. 22 = 1 (mod 7).
Itt = egylitthatoja kicsi, igy megkeressiik az 1,1+ 7 szamok koziil a parosat, ami 147 = 8,
innen =4 (mod 7) ésx=4,4+7,4+2-7.
Ha a =7, akkor 7z = 3 (mod 21). Itt (7,21) = 71 3, igy ekkor nincs megoldas.
Ha a = 8, akkor 8z = 3 (mod 21). Itt (8,21) = 1, igy egy megoldas van, méghozza
x = 3-8°CD-1 = 3.812 (mod 21). Itt 82 = 64 = 1 (mod 21), igy = = 3 - (8%)8 =
(mod 21).

(g) ax =b(mod 12), ha a = 4 vagy 5, b = 2 vagy 3.
Ha a = 4,b = 2, akkor 4z = 2(mod 12). Itt (4,12) = 4 1 2, igy ekkor nincs megoldas.
Ha a = 4,b = 3, akkor 4z = 3(mod 12). Itt (4,12) = 41 3, igy ekkor sincs megoldas.
Ha a = 5,b = 2, akkor bz = 2 (mod 12). Itt (5,12) = 1, igy egy megoldas van: x =
2. 5¢(12)=1 = 2.53 (mod 12). Mivel 52 =1 (mod 12), igy z =2-5%-5 = 10 (mod 12).
Ha a = 5,b = 3, akkor 5z = 3 (mod 12). Itt (5,12) = 1, igy egy megoldas van: = =
3.5200-1=3.53=3.5 =3 (mod 12).

Ha n primtényez6s felbontasa n = pi"p3?...pe*~, akkor d(n) = (a1 + 1)(a2 +1)... (ou + 1).
Mivel 9 csak kétféle lényegesen kiilonb6z6 modon 4ll els szorzat alakban: maga 9 vagy 3 - 3, igy
az n szam primtényezds alakjara csak két lehetdség van: n = p§ vagy n = pips. Az elss esetben
p1 = 2 j6, p1 = 3 viszont mar nem, mert 3° > 1000. A mésodik esethez elére annyit, hogy
312 < 1000 < 322, Igy a szoba jovo p1, p2 parokra pips < 32 kell teljesiiljén, hogy p?p3 < 1000
legyen. Igy a parok: (2,3),(2,5),(2,7),(2,11),(2,13),(3,5),(3,7). Végiil n lehetséges értékei:
28 92.32 92.52 92.72 92.112,22.132,3%2.52,32. 72,

Végiil egy megjegyzés: az, hogy d(n) péaratlan, ekvivalens azzal, hogy n négyzetszdm, hiszen
ad(n) = (a;+1)...(ax + 1) szorzat pontosan akkor péaratlan, ha minden tényezGje paratlan,
azaz minden «; péros, ekkor viszont n minden primtényez&je paros hatvianyon szerepel, és igy n
négyzetszam.
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Diofantoszi egyenletek nem szerepeltek el6adason, igy ezeket nem is kell tudni zh-ra.

e 30304 utolso két szamjegye éppen az a 0 < x < 100 szadm, melyre = = 3034%*(mod 100).
e 303 = 3(mod 100) = 303%%* = 3%04(mod 100)
e Az Euler-Fermat-tétel szerint ha (3,100) = 1 (ami itt teljesiil), akkor 3#(190) = 1(mod 100)
és mivel (100) = 100(1 — £)(1 — 1) = 40, igy 31 = 1(mod 100).
o Ekkor 3104 = (340)!%. 34 = 3%(1mod 100). Veégiil 3% = 81(mod 100), igy 303404 utolss két
szamjegye 81.
(a) bz =61 (mod 444). (5,444) = 1, igy egy megoldas van. Az z egyiitthatoja egy kicsi egész

szam, ilyenkor érdemes a megoldast ugy keresni, hogy nézziik a 61, 61 + 444, 61 + 2 - 444,
..., 61 4+4-444 szamokat, és ezek kozott megkeresni az 5-tel oszthatot. Lehet pl. sorban

venni &ket, és mar a masodik oszthato is lesz 5-tel, 61 + 444 = 505, igy az % = 101 nyilvan
kielégiti a kongruenciat, és mivel a megoldids mod 444 egyértelmd, igy a megoldas x = 101
(mod 444).

(b) 202z = 157 (mod 203). Itt pedig az segit, ha észrevessziik, hogy 202 = —1 (mod 203), azaz
—x = 157 (mod 203) és igy x = —157 = 46 (mod 203).

. Az Euler-Fermat-tétel szerint ha (n,35) = 1 teljesiil, akkor n¥(3) = 1 (mod 35). ¢(35)

35(1—3)(1—1) =24, és (3,35) = 1, igy 3** =1 (mod 35). Hasonléan (4,35) = 1 miatt 4> = 1
(mod 35)) is igaz, igy 4** = 3%* (mod 35)), ami viszont épp azt jelenti, hogy 35424 — 3%4.

11 prim, igy a kis-Fermat-tétel szerint 11|n'' — n minden n pozitiv egészre. Tovabba nyilvan
11|11n minden n egészre, és igy 11|(n'! —n) + 11n = n'! 4+ 10n minden n egészre.

Kinai maradéktétel sem szerepelt el6adason, igy ezt sem kell tudni.

(a+b)P = 5)a’ + B)a'tP' + (B)a?P~2 + - + (g)apbo. Itt a két szélsé tag éppen aP és
bP. Megvizsgaljuk a kozéps6 tagokat. Mindegyikben szerepel egy (i) = #ik)! binomialis
egyiitthato, ami oszthaté p-vel, mert a szdmlaloban van egy p primtényez8, mig a nevezében
minden tényezé p-nél kisebb, igy a nevezében nincsen p-s primtényezs. Igy a kozépss tagok
mindegyike oszthaté p-vel, ami épp azt jelenti, hogy (a + b)? = aP 4+ bP (mod p).



