
���������
	��
��	������
���������������������
 "!�#%$ ����&'�
(�����	)�+* $ �
�,���
���
&

 -#/. �10
3x ≡ 5(mod 7)

#32 	�	
(3, 7) = 1 4 � $ �5* $ ���+* $ �
�,���
�76
��� #38 �9	7�+�-��	:&';<	>=?;<�,*<&';<���@*<�A�,�B�+* $-C ��	��ED(��
�9�9��& #%8F$ ��(�;9���9	

x ≡ 5 ·3ϕ(7)−1 ≡ 5 ·35 (mod 7) 4 � C �
���G��� 33 ≡ 27 ≡ −1 (mod 7)
;9�

32 ≡ 2
(mod 7)

������	�	
x ≡ 5 · (−1) · 2 ≡ −10 ≡ 4 (mod 7)

#IH �
��(�;9���9	I���
x
* $ �KJ�	�	 C ��	�L����M* $ ��&K�,N9���

* $ ;9���7������� 4 � $ � $ �'�
(������M61; $ �9J���& 4 C �O�+* $ &'*<(�*9����J�&P��� 5, 5 + 7, 5 + 2 · 7
���"���+�
&Q&1R
�9J��S�

3
DT�����

�-���9	 C ��	�L
	 #F8 �I�
	�	U���
5 + 7 = 12 4 � $ � 3x ≡ 12 (mod 7)

;9�
x ≡ 4 (mod 7)

#
.WV 0

14x ≡ 8(mod 21)
#X2 	�	

(14, 21) = 7 - 8 4 � $ �P���
��N9�Y�+* $ �
�,���
� #
. N�0

11x ≡ 12 (mod 18)
#32 	�	

(11, 18) = 1 4 � $ �5* $ ���+* $ �
�,���
�I6
��� # x ≡ 12 · 11ϕ(18)−1 (mod 18)
#

ϕ(18) = 18(1− 1
2)(1− 1

3) = 6 Z 112 ≡ 121 ≡ 13 (mod 18)
;9�

113 ≡ 112·11 ≡ 11·13 ≡ 143 ≡ −1
(mod 18)

#X[ ; $ J��
x ≡ 12 · 13 · (−1) ≡ −156 ≡ 6 (mod 18)

#
. �G0

9x ≡ 24(mod 96)
#32 	�	

(9, 96) = 3|24 4 � $ � 3
�+* $ �
�,���
�I6
��� #O8 &�&'�
(I����* $ ;9���9*<	I* $ �����"*<(�\����
	?�>J�&

3
DT����� 4 ;9�]*<�,^-���"R
(]�+* $ �
�,���>��&�� 3x̃ ≡ 8 (mod 32)

&'�
� $ (���*<��N<����	 . �����
��*<&_* $ �M�+* $ �
�,���
�`��6-���a0 #
x̃
* $ ��J�	�	 C ��	�L����P&��,N9��� 4 � $ �b;<(���*<�+*9�I� 8, 8 + 32, 8 + 2 · 32

�������+�
&�&'R
�"R
	�	:�+* $ &'*<(�*9�����F�
3
DT�����

�-���9	 C ��	�L
	 4 *<�3� 8 + 2 · 32 = 72 4 � C �
���G��� 3x̃ ≡ 72 (mod 32)
;9�
x̃ ≡ 24 (mod 32)

#Xc �I*<(�*9��*<	��
&'�
� $ (���*<��N<�����+* $ �
�,���
�����Td

x ≡ 24, 24 + 32, 24 + 2 · 32 (mod 96)
#

. *�0
ax ≡ 5(mod 35) 4 C � a = 5 4 6 6
� $ � 7

#
e �

a = 5 4 ��&K&1�
( 5x ≡ 5 (mod 35)
#X2 	�	

(5, 35) = 5|5 4 � $ � 5
�+* $ �
�,���
�Y6
��� #F8X$ �K���"*f(�\����
	�J���&

5
D

	�*<�Td
x̃ ≡ 1 (mod 7) 4 *<�U�:&1�
� $ (���*<��N<���3*<�,*<61*hgT�+* $ 6
�����
�,��6
�Ei 4 � $ �j��*<�k&'*<�
��	���6
� V�V ���
� $ �
�9������&

6'*<�,* #Xc �:*<(�*9��*<	��l&'�
� $ (���*<��N<���j�+* $ �
�,���
�`���l�@*9��� $
x ≡ 1, 1 + 7, 1 + 14, 1 + 21, 1 + 28 (mod 35)

#
e �

a = 6 4 ��&K&1�
( 6x ≡ 5 (mod 35)
#k2 	�	

(6, 35) = 1 4 � $ �m* $ �n�+* $ �
�,���
�o6-��� 4 �+; $-C �
�9���
x ≡ 5·6ϕ(35)−1 ≡ 5·623 (mod 35)

#qp *
62 ≡ 36 ≡ 1 (mod 35) 4 � $ � x ≡ 5·(62)11 ·6 ≡ 5·6 ≡ 30

(mod 35)
#

e �
a = 7 4 ��&�&'�
( 7x ≡ 5 (mod 35)

#X2 	�	
(7, 35) = 7 - 5 4 � $ �M*<&�&'�
()���
��N9�Y�+* $ �
�,���
� #

. =f0
ax ≡ 3(mod 21) 4 C � a = 6 4 7 6
� $ � 8

#
e �

a = 6 4 ��&K&1�
( 6x ≡ 3 (mod 21)
#Y2 	�	

(6, 21) = 3|3 4 � $ � 3
�+* $ �
�,���
�B6
��� #

2x̃ ≡ 1 (mod 7)
#

2 	�	
x̃
* $ �KJ�	�	 C ��	�L����O&��,N9��� 4 � $ �+�+* $ &'*f(�*<����J�&Q��� 1, 1 + 7

�������+�
&�&'R
�<J��l�3�G��(��-����	 4 ����� 1 + 7 = 8 4�
����*<�
x̃ ≡ 4 (mod 7)

;9�
x ≡ 4, 4 + 7, 4 + 2 · 7

#
e �

a = 7 4 ��&�&'�
( 7x ≡ 3 (mod 21)
#X2 	�	

(7, 21) = 7 - 3 4 � $ �M*<&�&'�
()���
��N9�Y�+* $ �
�,���
� #e �
a = 8 4 ��&K&1�
( 8x ≡ 3 (mod 21)

#k2 	�	
(8, 21) = 1 4 � $ �m* $ �n�+* $ �
�,���
�o6-��� 4 �+; $-C �
�9���

x ≡ 3 · 8ϕ(21)−1 ≡ 3 · 812 (mod 21)
#n2 	�	

82 ≡ 64 ≡ 1 (mod 21) 4 � $ � x ≡ 3 · (82)6 ≡ 1
(mod 21)

#
.W$ 0

ax ≡ b(mod 12) 4 C � a = 4
6
� $ �

5 4 b = 2
6-� $ �

3
#

e �
a = 4, b = 2 4 ��&�&'�
( 4x ≡ 2(mod 12)

#F2 	�	
(4, 12) = 4 - 2 4 � $ �M*<&K&1�
()���
��N9�Y�+* $ �
�,���
� #e �

a = 4, b = 3 4 ��&�&'�
( 4x ≡ 3(mod 12)
#F2 	�	

(4, 12) = 4 - 3 4 � $ �M*<&K&1�
(Y���
��N9�)�+* $ �
�,���
� #e �
a = 5, b = 2 4 ��&�&'�
( 5x ≡ 2 (mod 12)

#r2 	�	
(5, 12) = 1 4 � $ �s* $ �t�+* $ �
�,���
�+6-���Sd x ≡

2 · 5ϕ(12)−1 ≡ 2 · 53 (mod 12)
#FH �
6'*<�

52 ≡ 1 (mod 12) 4 � $ � x ≡ 2 · 52 · 5 ≡ 10 (mod 12)
#

e �
a = 5, b = 3 4 ��&�&'�
( 5x ≡ 3 (mod 12)

#r2 	�	
(5, 12) = 1 4 � $ �s* $ �t�+* $ �
�,���
�+6-���Sd x ≡

3 · 5ϕ(12)−1 ≡ 3 · 53 ≡ 3 · 5 ≡ 3 (mod 12)
#

!�# e �
n
��(��
�O	�;<���'*<�"^-�u=v*f� V �
�K	��
���

n = pα1

1 pα2

2 . . . p
αk

k 4 ��&K&1�
( d(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αk + 1)
#

H �
6'*f�
9
N9�`��&P&1;<	>=v;<�,*7�,;<���1* $ *9��*f��&KJ��,R
� V R
�"^+�+L����
�5���
�q*<�,^+���"�
(�����	B������& V ���Sdw��� $ �

9
6-� $ �

3 · 3 4 � $ ����
n
�������x��(��
�O	�;<���'*f�"^-�:������&�����(���N9����&P&';<	Y�,* C *<	�^-��; $ 6
���Sd

n = p8
1

6-� $ �
n = p2

1p
2
2

#wc �I*<�,��^+*9��*<	 V *<�
p1 = 2

��L 4 p1 = 3
6��,���"�
��	u����(���*<� 4 �+*<(�	 39 > 1000

#yc ���
�������
&t*9��*<	 C *<�_*<�,^
(�*����������
	 4 C � $ �
312 < 1000 < 322 #Yz{$ �_�����"L V �7��R�61^ p1 4 p2

�G��(��
&�(��
p1p2 < 32

&'*<�
�|	�*<� ��*9��J�� �>R
� 4 C � $ � p2
1p

2
2 < 1000�,* $ �'*<� #5z}$ �y�_�G��(��
&~d

(2, 3), (2, 5), (2, 7), (2, 11), (2, 13), (3, 5), (3, 7)
#�[ ; $ J��

n
�,* C *<	���; $ *9�u;<(�	�;<&'*<�Td

28, 22 · 32, 22 · 52, 22 · 72, 22 · 112, 22 · 132, 32 · 52, 32 · 72 #
[ ; $ J��Y* $ �t�+* $ �>* $ �K�";9�"d���� 4 C � $ � d(n)

�G��(���	������ 4 *<&K6��
6-���,*<�������9����� 4 C � $ � n ��; $ �K�"*<	�������� 4 C �,���"*<��
d(n) = (α1 + 1) . . . (αk + 1)
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��	��-�`������&K&'�
(:�G��(���	������ 4 C �P���
����*<��	�;<���1*<�"^���*u�G��(���	������ 4�������I���
����*<�
αi
�G��(��-� 4 *<&K&1�
()6��,���"�
��	 n ���
����*<�_��(��
�O	�;<���'*<�"^��>*7�a��(��-� C ��	�6
���K�1�
�����"*<(�*<�@*<� 4 ;9�)� $ � n��; $ �K�"*<	�������� #
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� 4 � $ �M*<�"*<&'*<	Y��*<�x�
�Y&1*<�
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• 303404 ��	��
�,��L�&';<	Y�������:��* $ �1*I;<���@*<�b���O� 0 ≤ x < 100
������� 4 �+*<�
�K(�* x ≡ 303404(mod 100)

#

• 303 ≡ 3(mod 100) =⇒ 303404 ≡ 3404(mod 100)

•
c � 8 ���,*<(�����*<(����
	>DT	�;<	�*<�q���"*<(��
��	 C �

(3, 100) = 1
. �����l�
	�	)	�*f� ��*9��J���0 4 ��&�&'�
( 3ϕ(100) ≡ 1(mod 100);9�)���
6'*<�

ϕ(100) = 100(1− 1
2)(1− 1

5) = 40 4 � $ � 340 ≡ 1(mod 100)
#

•
8 &K&'�
(

3404 ≡ (340)
10
· 34 ≡ 34(mod 100)

#o[ ; $ J��
34 ≡ 81(mod 100) 4 � $ � 303404 ��	��
�,��L�&1;<	
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5x ≡ 61 (mod 444)
#
(5, 444) = 1 4 � $ �M* $ �M�+* $ �
�,���
�]6-��� #�c � x * $ �KJ�	�	 C ��	�L�����* $ �P&K�,N9���|* $ ;9���������� 4 �
�
�1*<��&'�
(B;<(���*<�+*9�7�+�+* $ �
�,���
��	B� $ �o&'*<(�*9����� 4 C � $ �_��;<�9�9J�&b� 61 4 61 + 444 4 61 + 2 · 444 4#9#9# 4 61 + 4 · 444
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�"R
	�	:�+* $ &1*<(�*9�����F��� � DT	�*<�X�-���9	 C ��	�L
	 #3� * C *<	:��� # ���
( V ���6'*<�����a^
&'*<	 4 ;9�F����(h�7���
�������
&+�-���9	 C ��	�L3�,�F�,*9��� � DT	�*<� 4 61+444 = 505 4 � $ �+��� 505
5 = 101
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�
6-���
&K�,*<�,; $ �
	��%�+&'�
� $ (���*<��N<����	 4 ;9�U���
61*<�%�+�+* $ �
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� mod 444

* $ �';<(�	�*<�
�O\ 4 � $ ���+�+* $ �
�,���
� x ≡ 101
(mod 444)
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202x ≡ 157 (mod 203)
#%2 	�	X�@*9��� $ ���Y��* $ �
	 4 C �:;9���9(�*<61*9�����9J�& 4 C � $ � 202 ≡ −1 (mod 203) 4 �������

−x ≡ 157 (mod 203)
;9�)� $ �

x ≡ −157 ≡ 46 (mod 203)
#

��#Yc � 8 ���,*<(����G*<(�����	�DT	�;<	�*9�I���"*<(��
��	 C �
(n, 35) = 1

	�*<� ��*9��J�� 4 ��&�&'�
( nϕ(35) ≡ 1 (mod 35)
#
ϕ(35) =

35(1− 1
5)(1− 1

7) = 24 4 ;9� (3, 35) = 1 4 � $ � 324 ≡ 1 (mod 35)
# e �
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���,L1���

(4, 35) = 1
������	�	

424 ≡ 1
(mod 35))

�,�)� $ ��� 4 � $ � 424 ≡ 324 (mod 35)) 4 �����S6K�,���"�
��	Y;<���b���9	X��*<�,*<��	�� 4 C � $ � 35|424 − 324 #
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n
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6y* $ ;9���9(�* #�� ��6
� V�V �b�����
�
6-���

11|11n
���
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n
* $ ;9���9(�* 4 ;<�Y� $ � 11|(n11 − n) + 11n = n11 + 10n
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(a + b)p =
(
p
0

)
a0bp +

(
p
1

)
a1bp−1 +

(
p
2

)
a2bp−2 + · · · +

(
p
p

)
apb0

#�2 	�	��5&';<	+���";<�,��^�	�� $ ;<���@*<�
ap

;9�

bp
#�H * $ 6K�
�"� $ ��� ����&��t&'R
�";<����^s	�� $ �
&-��	 #xH �
����* $ �K�
& V *<�����"*<(�*<�@*<�3* $ � (

p
k

)
= p!

k!(p−k)!

V �
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�������
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* $ �KJ�	�	 C ��	�L 4 �����Y�-���<	 C ��	�L p DT61*<� 4 �+*<(�	����������������,L V ���r6-����* $ � p ��(��
�O	�;<���1*<�"^ 4 ��� $ �b��*<6'*<�"^ V *<����
����*<�m	�;<���'*<�"^

p
DT��;<�]&K�,��* V�V 4 � $ �n���G*f6'*<�"^ V *<�m���
��N9��*<� p

D}����(��
�O	�;<���1*<�"^ #�z{$ ���A&'R
�";<����^�	�� $ �
&
���
����* $ �K�
&1*3�-���9	 C ��	�L

p
DT6'*<� 4 �����|;<���b���9	X�>*<�,*<��	�� 4 C � $ � (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p)
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