Szamitdstudomany alapjai
7. gyakorlat megoldasok

1. Algoritmus: Keresiink egy megengedett folyamot, majd segédgraf segitségével javité utat

keresiink és javitunk, addig, amig lehet. Ha mér nincs javité at, akkor a kapott folyam
maximalis.
Vagy: Ha szerencsénk van és véletleniil taldlunk egy maximalis folyamot, akkor mar csak
be kell l4tni, hogy ennél nincs jobb. Ezt megtehetjiik ugy, hogy felrajzoljuk a segédgréafot
és megmutatjuk, hogy nincs benne s-bél ¢-be irdnyitott Gt. Vagy pedig mutatunk egy
ugyanolyan értéki vagast, mint amennyi a folyamunk értéke, ekkor Ford-Fulkerson tétel
(=a maximalis folyam és a minimalis vigas mindig egyenl) nem lehet ennél nagyobb fo-
lyam.

1.megoldas: Az els6é abran egy megengedett folyam lathat6, de nem biztos, hogy ez a
maximalis. Balra t6le a segédgraf lathato. (Segédgraf: csicsai: mint az alapgraf csicsai;
élei: i-b6l j-be vezet él, ha az i-b6l j-be vezetd élen nem hasznaltuk ki az 6sszes kapacitast
vagy ha az j-bol i-be vezetd élen javitas tgy torténik, hogy nem 0 egységet hasznalunk.)
A segédgrafban van benne s-bdél t-be 1ut, igy azon javithatunk. A javitas mértéke 1 egy-
ség. A javitas ugy torténik, hogy azokon az éleken, amelyeket azért haztunk be, mert nem
hasznéltuk rajtuk az 6sszes kapacitast, noveliink, azokon az éleken pedig, amelyneket azért
htztunk be, mert nem 0 kapacitds ment rajtuk, cs6kkentiink. Az Gj folyamhoz tartozé
segédgrafban nincs s-bél t-be at, mert ez csak az x-bdl t-be vezets éllel végzédhetne, de
z-be nem vezet él. Igy a folyamunk maximalis.

2. megoldas: Ime egy 3 értéki folyam és egy 3 értékid vagas, tehat a maximalis folyam 3.
(Vagas: a graf csicsainak olyan kettéosztésa, melynél s és t kiilonb6z6 részbe keriil. Vagas
értéke: az el6re mutatd élel sulyOsszege.; A bekarikdzott szamok a hasznélt kapacitdsok,
ahol nincs ilyen, ott 0-t hasznalunk.)

2. Definici6: Egy graf legalabb k-szorosan Osszefiliggd, ha tetszéleges (k — 1) pontjat elhagyva
a graf Osszefiiggd marad.
Definicio: Egy graf legfeljebb k-szorosan Osszefiiggs, ha van k db olyan pontja, melyeket
elhagyva a graf két részre esik.
Definicié: Egy graf k-szorosan 6sszefiiggd, ha legalabb k-szorosan Gsszefiiggs és legfeljebb
k-szorosan Osszefiigg$. Azaz van k db olyan pontja, melyeket elhagyva a graf két részre
esik, de tetsz6leges (k — 1) pontjat elhagyva a graf Gsszefiiggs marad.



Az els§ graf a két bekarikdzott pont elhagyédsaval két részre esik. De ha a grafnak tetszdle-
ges, de csak egy cstcsat hagyjuk el, akkor a graf 6sszefiiggs marad (ehhez elég megvizsgalni
a bekeretezett pontokat, hiszen a graf tobbi pontja ezek egyikével "azonos helyzetben van").
A masodik graf is kétszeren Osszefiiggs, és az indoklas is megegyezik az el6z6 esettel.

. A maximum 6, mert: Ha a graf élein a kapacitdsokat a bal oldali 4bra szerint osztjuk el,
akkor a maximalis folyam értéke 6 (minden élen a rairt kapacitést hasznélva). Ennél tébbet
a kapacitisok tetszGleges elosztésa esetén sem érhetiink el, hiszen az s-b6l kiindulé 3 élen
2-2 egységnél tobbet nem indithatunk el, igy a folyam értéke 6-nél t6bb nem lehet.

A minimum 3, mert: Ha a graf élein a kapacitasokat a jobb oldali abra szerint osztjuk
el, akkor a maximaélis folyam értéke 3 (a jellt utakon 1-1 egységet visziink, a tébbin 0-t).
Ennél kevesebb a kapacitasok tetsz6leges elosztdsa esetén sem érhetiink el, hiszen a a harom
jelolt uton 1-1 egységet mindenképp el tudunk juttatni s-bél ¢-be.

. Definici6: Egy graf kromatikus szdma az a legkisebb pozitiv egész szam, melyre van a
grafnak annyi szint hsznalé megengedett szinezése. (megengedett szinezés: minden cstcs
kap egy szint, ugy, hogy barmely él két végpontja kiilonboz6 szint kap) Tétel: Ha egy
graf tartalmaz pératlan hosszu kort, akkor a graf kromatikus szdma legalabb 3. (hiszen
egy paratlan hosszi kor nem szinezhets két szinnel) A Petersen graf tartalmaz pératlan
hossztisagu kort (pl a kiils6 5 pont egy 6t hosszt kort alkot), igy a graf kiszinezéséhez
legalabb 3 szin kell. Ennyi viszont elég is, mert az aldbbi abran graf egy 3 szint hasznalo
megengedett szinezése lathaté.



5. Menger-tétel: Ha egy graf k-szorosan Osszefiiggd, akkor tetszéleges két pontja kozott fut k
db pontdiszjunkt at. (pontdiszjunkt, azaz egy csicsot csak egy ut hasznalhat.)
Valasszuk ki a graf két teszsleges csicsat (legyenek ezek x és y), a graf haromszorosan
Osszefiiggd, igy Menger tétele miatt barmely két csicsa, igy x és y kozott vezet is, ve-
zet harom pontdiszjunkt ut. Ezen utak kozdtt vagy van kettd, melyek paros sok pontot
hasznalnak, vagy van ketts, melyek paratlan sok pontot hasznalnak (z-en és y-on kiviil).
Minkét esetben igaz, hogy a két azonos paritasa 0t x-szel és y-nal Osszekotve egy paros
kort alkot.

6. 1. megoldas: s-bsl és a-ba legfeljebb 5 egységet tudunk atjuttatni, igy a maximalis fo-
lyam értéke sem lehet 5-nél tobb. a és ¢ kozott két ut is vezet, a fels6n min{3,y} egy-
ség mehet (min{a,b} jeloli a és b koziil a kisebbet), mig az alsén min{x, 3} egység me-
het, igy legfeljebb ezek Osszege mehet a és t kozott. Tehat a maximalis folyam értéke
min{5, min{3, 2} + min{3, y}. [abra]

2. megoldas: Tétel: A maximélis folyam értéke megegyezik a minimélis vagas értékével.
A grafnak 8 olyan vagéasa van, melynél s és ¢ kiilonboz6 részbe esik. Ezek koziil a minimé-
lisat kell kivalasztanunk, ami min{5, min{3, 2} + min{3, y}.

7. Tétel: Ha egy graf k-szorosan osszefiiggs, akkor barmely csiicsanak foka legalabb k. (hiszen
egy legfeljebb (k — 1) foku cstcs szomszédait, legfeljebb (k — 1) csiicsot elhagyva a graf két
részre esik)

Tétel: Ha egy graf sikbarajzolhat6, akkor van legfeljebb 5 foki cstcsa.
A graf hatszorosan Osszefiiggs, igy barmely csicsanak foka legalabb 6, tehat a graf nem
rajzolhaté sikba.

8. A G graf kromatikus szamat x(G) jeldli, a fiiggetlenségi szamat pedig a(G). (egy graf
fliggetlenségi szama a grafbol kivalaszthaté legnagyobb olyan feszitett részgraf mérete,
melynek egyetlen éle sincs) Szinezziik ki a grafot x(G) szinnel, ekkor az egyes szinosztélyok
mérete legyen my, ma, ... My ). Ekkor mi+ma+---+my(q) = |V(G)|. Minden szinosztaly
fiiggetlen pontokbol &ll (azaz olyan pontokbdl, melyek kozt nem fut él), igy legfeljebb a(G)
db csticsot tartalmazhat. Azaz m; < a(G). Tehat [V(G)| = m1 +ma + -+ + my @) <
a(G) * x(G)



