Szamitastudomany elemei
6. gyakorlat megoldasok

1. 1. Tétel. [Hall] G = {A, B, E} pdros grafban pontosan akkor van A-t lefedd pdro-
sitds, ha VX C A-ra teljesil: |N(X)| > |X|, ahol N(X) = {v|Fu € X, (u,v) € E}.

Az alabbi dbrakon maximaélis parositas egy lehetséges éleit piros szagatott vonalak
jelzik, ahol nem lehet teljes parositas, ott nagy piros pontok jelzik, mely csicshalmaz
ra sériil a Hall- feltétel.

2. Dijsktra-algortimus: Veszi a grafnak azt a pontjat (s), amelyiktdl szeretnénk a t6bbi
csucs tavolsagat meghatéarozni. Ekkor a jo halmaz {s}, és tablazat els6 soraban s
ala 0-t irunk, illetve azok ala amelyekhez megy s-bél él az él sulyat, a tobbi al4 oo-
t. Ezentul veszem a tablazat legalsé sorabol még nem j6 halmazba tart6zé pontok
koziil azt, amelyik alatt a legkisebb érték van (v). v-t berakom a jo halmazba, és
irok még egy sort a tablazatba, ahol a j6 halmazba tart6z6 pontok értékeit nem
bédntom, de a tobbi al4 beirom a kisebbet az eddigi érték ill, a v-hez tartozo érték
+ v-bdl a csicsba mennd él silya, ezt addig ismétlem , még a j6 halmaz le nem fedi
az 0sszes pontot.

|s|A[B|C | D]t |j6halmaz |
0[3]2|oc0|o0]|oo|{s}
0[3]2|3 |5 |oc0]|{sA}
03|23 |5 |oc0|{s,ADB}
0/3[2]3 |4 c0|{s,AB,C}
0132|346 |{sA4B,C.D}
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3. 2. Tétel. [Hall] G = {A, B, E} pdros grifban pontosan akkor van A-t lefedd pdro-
sitds, ha VX C A-ra teljesil: |[N(X)| > |X|, ahol N(X) = {v|3u € X, (u,v) € E}.

Mivel 6 ember van, ezért legfeljebb 6 fiiggetlen él lehet, de a jel6lt 4 embernek, csak
a jelolt 3 allas felel meg, igy 1 ember biztos allas nélkiil marad. Tehat legfeljebb 5
fiiggetlen él lehet, annyit viszont mutatunk.



4. 8. Tétel. [Konig] Pdros G gdfban 7(G) = v(G)

Azaz paros grafban az éleket lefogd pontok szdma megegyezik a legnagyobb fiiggetlen
élhalamz méretével. Bar nékiink most az is elég lesz , hogy 7(G) > v(G).

A jeldlt élek fiiggetlen élrendszer, mar csak be kell 1atni, nagyobb nem lehet. Az els6
grafban a jelolt pontok egy éllefogd rendszert alkotnak, mivel mérete megegyezik a
fiiggetlen élek szaméval, ezért a maximalis fiiggetlen él rendszer

A masodikban 14 pont van, igy legfeljebb 7 fiiggetlen él van (teljes péarosités), ha
lenne benne teljes parositas, akkor minden cstcsot le fedne egy él. Ezért vegyiik az
els6 foka pontokat, és jeloljiik be a hozzajuk tartozo éleket. Ami igy marad graf,
abban is van els6 foka pont, ezért jeloljiik be az 6 éleiket is, de bajban lesziink,
mert lesz pont melynek méar nem lesz szabad szomszédja. Tehét az a feltevésiink,
hogy van teljes parositas hibas volt. Vagyis legfeljebb 6 fiiggetlen él lehet, de annyit
mutatunk is.

A harmadik graf val6jaban paros graf (a jel6lt pontok az egyik pontosztaly), mely-
nek a pontosztilydnak a méerete 12 és 15 pont, ezért legfeljebb 12 fiiggetlen él
lehet, anyit viszont mutatunk, ez nem lesz mas, mint a kisebbik pontosztalyt lefedd
élrendszer.
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5. Felteheté hogy paros csicsa van, kiilonben nem lehetne teljes péarositasa. Teljes
indukci6 a fa cstcsainak (n) szamaéra:

n = 2 esetén az egyszem él a teljes parositas.

Tf: n-ig tudjuk, ahol n péros, nézziik n + 2-re, a fanak van els6 foku pontja, igy
annak parositasihoz a hozza tartozo élt mindenképpen be kell htiznunk, igy marad
egy n pontd fank, amir6l mar tudjuk, hogy legfeljebb 1 féle teljes parositasa van.

6. Dijsktra-algortimus: Veszi a grafnak azt a pontjat (s), amelyiktdl szeretnénk a t6bbi
csucs tavolsagat meghatérozni. Ekkor a jo halmaz {s}, és tablazat els6 soraban s
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ala 0-t irunk, illetve azok ala amelyekhez megy s-bdl él az él silyat, a tobbi al& oo-
t. Ezentul veszem a tablazat legals6 sorabol még nem j6 halmazba tartéz6 pontok
koziil azt, amelyik alatt a legkisebb érték van (v). v-t berakom a jo halmazba, és
irok még egy sort a tablazatba, ahol a j6 halmazba tart6z6 pontok értékeit nem
bantom, de a tobbi al4 beirom a kisebbet az eddigi érték ill, a v-hez tartozd érték
+ v-bdl a csticsba mennd él silya, ezt addig ismétlem , még a j6 halmaz le nem fedi
az 0sszes pontot.

Az els6 sor alapjan tudjuk, hogy vi-bél megy vo-be 2, vs-ba 6 és vg-ba 7 élsillyal
él. minimalitds miatt mashova v;-b6l nem megy. Az algoritmusrdl tudjuk, hogy a
kovetkezé sorbol vo-bél kimennd élekrél kapunk informaciot. Minimalitas miatt csak
azt nézziik meg, ahol valtozott a tablazatban az érték. Ezek alapjan vy-b&l megy
vs-ba 3, vy-be 7, vg-ba 4 stllyal él. A kovetkez§ 1épésben ugyanez torténik vs-mal.
Utana a tabla szerint vy, ill vg is kdvetkezhet, ennek megfelelGen két miniméalis graf
lett, ahol a tobbi csticsbol jove éleket szintén feltiintettiik, az eddigiek alapjan.
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1*. 4. Tétel. [|Grif k pont elhagydsa utdn szét esik legaldbb k + 2 komponensre, akkor
nem lehet benne Hamilton-it.

X pontjai izolalt pontok lesznek, tehat |X| — 2 pont elhagyasa utan a graf szét esik
legalabb | X'| komponensre, igy a tétel alapjan nem lehet benne Hamilton-1t.

Egy paros graf egyik pontosztalydban van olyan X részhalmaz, amelyre |N(X)| <
| X'| — 2. Bizonyitsuk be, hogy nincs a grafban Hamilton-1t!



