
���������
	����	��������������������������
�! #" ��$�%���&��'$(	)��� " �����*�+����%

,� .-0/�132�465�78/:9<;>=�?@? A
G = {A,B,E} B!C�D�EGFIH�D�CJ�K =�L B*E L*M EGF =�LN=(OGO E(DQP =�L A R MS?�T J T�UWV B!C�D6E(R

FYX M C(F6Z#[ = ∀X ⊆ A R\D =�M\TY? ]�T FY^ ?`_ |N(X)| ≥ |X| Z = [*E ? N(X) = {v|∃u ∈ X, (u, v) ∈ E} ab �c$+�'��d!d��e��d�&��+%����f��$(g��������`�
�3h*��&������
	����i� " �j�
��k��Y	���l " ���ml������
	ih��
&����i���$ " $+	���		in����*$���$�%
o �������
%qp�$�k!���r�����s����k���	t	���� o ���uh*�+&�����
	6�+��p+�+	�	u�*$ " �>h���&���th0����	���% o �������
%qp+�����`�:v��w�v��k*$�����$��&�$.��l�&�x��e$�yz$����|{~}����`	�lY	����  

�� i� � o ��%�	�&�$({�$�� " ��&	��
�����������������$ " &��+}���$�%Q$���	#$mh0����	 o �+	3�
s � p�$������`���
%�	����r�����&���	���l���%c$z	���d�d��v���w�v��Q	��Gn����
��� " �+	:��� " k*$+	6�+&��������  �� %r%���&Q$ o� k�$�����$��
{s}

p�l��:	6��d�������$(	:���
�������&��+d*$��
s$����c�({�	S��&����%qp!�����`��	�n��:$�����%�$��'�c$������
����%rk����>��� " �

s
{\d0����l���$+�:l�����w��`���+	�p�$�	���d�d!��$����

∞
{

	  i� �����r	�w��un�����������$�	6��d!�'����$+	z�
� " $+��� � ���&��+d � �t��l " ����� o� k*$+����$���d*$.	6$+&	 � � � h0���r	���%%�����x���$��Y	�pt$+�����
�W��%�$���$+	�	:$���� " %r�����d�d�l�&�	�l�%�n+$����
v �  v

{8	>d0��&�$�%�����$ o� k*$��
��$���d*$!p�l��
�
&���%���l " � " �����&	�$�	���d��'�+��$+	�d*$!p�$�k����)$ o� k*$�����$���d*$f	6$+&	 � � � h0���r	���%�l�&	�l�%����
	������d*�+�r	�����p����.$�	���d!d��~$+�'��d0���
&���� $¡%r�
����d�d0��	Q$+�c���!��� " �ul�&	�l�%����
�<p�$

v
{\k!����	6$+&	���� � l�&	�l�%

+ v
{\d0���0$¢v��w�v��d*$.�������!�cl����w��
��$�p����Y	3$������ " ������l�	������£p���l " $ o� k*$��
��$��)���i�����¤}������

$��:����������zh0���r	��+	  
s A B C D t

o� k*$+����$��
� ¥ �

∞ ∞ ∞ {s}� ¥ � ¥ ¦
∞ {s, A}� ¥ � ¥ ¦
∞ {s, A,B}� ¥ � ¥ §
∞ {s, A,B,C}� ¥ � ¥ § �

{s, A,B,C,D}

s t

A

B

C

D

1

1

22

2

3

3 4
4

5

¥  Q¨�/�132�465�78/:9<;>=�?@? A
G = {A,B,E} B!C�D�EGFIH�D�CJ�K =�L B*E L*M EGF =�LN=(OGO E(DQP =�L A R MS?�T J T�UWV B!C�D6E(R

FYX M C(F6Z#[ = ∀X ⊆ A R\D =�M\TY? ]�T FY^ ?`_ |N(X)| ≥ |X| Z = [*E ? N(X) = {v|∃u ∈ X, (u, v) ∈ E} a© �`n���� � ���cd0��&�n+$+��p�����l�&�	S��� " }���� o ��d�d � }�x "�" �Y	��
����l��0����k��Y	�pW���I$ o ���
���
	�§����.d0��&�����%qp!v���$�%$ o ���
���`	z¥����������3}����
���t��� " p0� " � , ���cd0��&zd����Y	����m�+���'�+�)��l��
%Wx!�u��$�&�$+�  )ª ��k*�(	I��� " }���� o ��d�d«¦}�x "�" ��	�������l�������k���	�pq$��!�r�W�
	3nW���������	i�c�!	6$+	�����%  

,



Á B C D E F

1 2 3 4 5 6 7 8

§  ¢¬�/�132�465�78/:9<.®(L*¯ H Am° C�D�EGF G H�CJ�K =�L τ(G) = ν(G)b ��$���h*��&��� " &��+}�d*$+�Q$���l�����%���	t���Y}�� " � h0���r	���%I�������$3��� " � " ��������%I$)�
� " �*$ " ����d�d:}�x "�" ��	������l���k*$���$����I��l�&���	�l�n����  �± ��&)�!l�%rx���%������	i$��:���3���
l " �������²p*k!� " �
τ(G) ≥ ν(G)

 
b o ���
���`	³l��
��%Q}�x "�" ��	������cl��
&�������������&�pr���+&³v���$�%�d0�3%��������'�+	����8p+�*$ " ����d�d.�����´����k!��	  b �3������
" &��+}�d*$���$ o �������
	)h0���r	���%�� " ��l����
��}�� " � &������������&�	:$��
%���	���$�%qpq���
n�������l�&��	��Q��� " � " �������
%�$}�x "�" ��	�������l�����%����������Gn+$+�8p!����l�&	z$²��$(g��������`�
�µ}�x "�" ��	�������l���&������������&
b �������W���
%rd*$�� , §jh0���r	>n+$+��pt� " �f��� " }���� o ��d�d�¶¡}�x "�" ��	������Nl��#n($��·��	���� o ���>h*�+&�����
	6�+� � p�k*$�
�������:d0�������:	���� o ���3h*��&�����`	6����p�$�%r%���&3���
��������v���w�v����+	z���m}��������>� " �¡l��  �� ��l�&	3n�� " �Wx�%�$����������}���%rw�h0����	���%($(	�ptl�� o ������� o x�%�d0��$�k�������� o ��%«	6$�&�	���� � l��
��%��Y	  b ���#� " ����$�&�$+� " &��+}�p$�d!d*$��¸���cn($��¹�������}���%rw¸h0����	�p�����l�&	 o ������� o x�%Nd0��$����Nl������
%���	²����p�����d*$ o d*$��¸�
�����x���%qp
����&�	>�������.h0���r	>�����`���!��%f����&I������������²���$�d�$��N�����������l�� o $  .ª ��k*�+	¢$+��$¡}����
	��Yn�l��x���%qpk�� " �.n($���	���� o ����h*��&������`	6����k��
d*���#n����`	  ��$ " �W������� " }���� o ��d�d � }�x "�" ��	�������l��q����k���	�pW�!�m$+���r�W�
	�c�!	�$+	����!%¡�
�  
b k*$�&��$��!��% " &��+}en+$�� �+o �+d*$���h*��&��� " &��+}µ�<$ o ���
���
	Sh0���r	���%�$+�>� " �W��%�h0����	������	6�+�
� � p������`�r{����%·$�h����r	������Y	6���`�����*$�%�$���l���&���	�� ,º� l�� , ¦»h0���r	�pz����l�&	���� " }���� o ��d�d ,º� }�x "�" ��	������¼l���
��k��Y	�p!$������`	½nW���������	S�c�!	6$(	�����%qp����I�����¾�������m������pW�����r	½$�%r�
����d!d���%²h0���r	������Y	6���`�W	µ�
��}����!�
l���&������������&  

¦  i¿ ���`	���k���	��»k�� " �¸h*�+&�����v���w�v���$»n($���p3%rx��
���rd����·�!��� ����k���	�����	���� o ����h���&�����
	�����$  ·ª ��� o ����
������%�v�� � $.}À$.v���w�v���$��
�*$�%N�
n � �����+����&�$!�

n = 2
�����Y	�l��f$��>� " ��������Ál���$.	���� o ���)h*��&�����`	6���  

ª }��
n
{�� " 	���� o ��%qp~$�k����

n
h*�+&�����p³��l�����x!%

n + 2
{\&��+p³$j}À���*$+%�n($��»�������}���%Ww»h0����	 o $!pu� " �$��!�*$�%¡h���&�����
	�������k!���>$²k!�������²	�$�&	���� � l��
	)���
�������!%�l�h�h0����d0�Q%�������kWw!���W�!��%qp0� " �¡��$�&�$��� " �

n
h0����	�w�}À����%qpq$����
&���������&µ	���� o �!%0p*k�� " ���
� " }���� o ��d�d , }�l����I	���� o ���)h*�+&�����
	6�+��$cn+$+�  

�! i� � o ��%�	�&�$({�$�� " ��&	��
�����������������$ " &��+}���$�%Q$���	#$mh0����	 o �+	3�
s � p�$������`���
%�	����r�����&���	���l���%c$z	���d�d��v���w�v��Q	��Gn����
��� " �+	:��� " k*$+	6�+&��������  �� %r%���&Q$ o� k�$�����$��
{s}

p�l��:	6��d�������$(	:���
�������&��+d*$��
s

�



$����c�({�	S��&����%qp!�����`��	�n��:$�����%�$��'�c$������
����%rk����>��� " �
s
{\d0����l���$+�:l�����w��`���+	�p�$�	���d�d!��$����

∞
{

	  i� �����r	�w��un�����������$�	6��d!�'����$+	z�
� " $+��� � ���&��+d � �t��l " ����� o� k*$+����$���d*$.	6$+&	 � � � h0���r	���%
%�����x���$��Y	�pt$+�����
�W��%�$���$+	�	:$���� " %r�����d�d�l�&�	�l�%�n+$����

v �  v
{8	>d0��&�$�%�����$ o� k*$��
��$���d*$!p�l��

�
&���%���l " � " �����&	�$�	���d��'�+��$+	�d*$!p�$�k����)$ o� k*$�����$���d*$f	6$+&	 � � � h0���r	���%�l�&	�l�%����
	������d*�+�r	�����p����.$�	���d!d��~$+�'��d0���
&���� $¡%r�
����d�d0��	Q$+�c���!��� " �ul�&	�l�%����
�<p�$
v
{\k!����	6$+&	���� � l�&	�l�%

+ v
{\d0���0$¢v��w�v��d*$.�������!�cl����w��
��$�p����Y	3$������ " ������l�	������£p���l " $ o� k*$��
��$��)���i�����¤}������

$��:����������zh0���r	��+	  
b �����
���j���&Q$��'$+h o �+��	��!� o ��%qpuk!� " �

v1

{�d0���~��� " �
v2

{�d0� � p
v3

{\d*$ � l��
v6

{�d*$�¶¡l����w����`��$��
l��  �������
��$��`�`	����z���'$(	�	z���+��k��Gn+$

v1

{\d0���u�!���Â��� " �  b �.$�� " ��&��`	�������& � �e	���� o ��%qp�k�� " �f$%��Gn���	�%������:���&�d � �
v2

{\d0���r%r�
���������zl��
��%r&����r%($�h!����%Q�
�!}���&�����v�� � 	  © �
������$��`�`	����e���'$(	�	ev���$�%$��Y	Q��l�����x�%���� " pt$�k!���~n(���
	�������		Q$�	���d��'�+��$+	�d*$��N$��²l�&	�l�%  �� ����%N$+�'$�h o ���
v2

{\d0���~��� " �
v3

{�d*$¡¥�p
v4

{\d0�.¶�p
v6

{�d*$�§¡��w!���
��$+�tl��  b %��ºn��Y	�%���������l�h0l��d0����� " ��$�������	���&�	�l�����%
v3

{���$+�  
Ã 	6���*$.$�	6��d���$�������&��
�r	

v4

p!���
�
v6

���S%��ºn���	�%�����k���	�pq��������%¡��� " }����
���
�W���¡%�lY	i�����!�������`�
� " &��+}�
��	�	�p*$�k����e$c	���d�d���v���w�v���d � � o �ºn��²l�����%���	i��������	�l���}����`	�x���	��Y	�	�x!%0p*$��>���!��� " ����%�$��'$+h o �+�  

1

2

3

4

5

6

2

6

7

7

3
4

1

4

1

2

3

4

5

6

2

6

7

7

3
4

1

4

1

12

2

,+Är iÅ#/²1)2�4�5�78/:9ÆA(Ç DCJ k B*E L*MITY? [ = H�È�C(F =jÉWM C L F�Ê(Ë MIT F ¯�O�?�T H =�? C�KGK k + 2
O E(ÌmB*E L�TYL FYD T Z =(OGO E(DL�T Ì ?�T [ TYM K TYL*L�TI;:= Ì ¯@?ÍM E L R\Î M a

X
h0����	 o $��t�������'�+�`	ih0���r	���%j������������%qp�	���k*�+	

|X| − 2
h0���r	I����k*$ " ������$��!	6����$ " &��+}#����l�	:������%��� " $��'�+d�d

|X|
%�����h0���!�����&���p*� " �¡$.	�l�	����e$��'$+h o �+���!���Ï����k���	)d0�����!��yz$������`	�����{�w!	  

��" �»h*��&��� " &��+})� " ���
%�h0���r	�������	����
���+d*$���n($������
��$+�
X
&l�����k*$��
��$+��p#$������
�W&��

|N(X)| ≤
|X| − 2

 �± �����������`	����%¡d0�+p*k�� " �¡�����!v��i$ " &��+}�d�$��jym$������|	�����{\w�	�Ð

¥


