Szamitastudomany alapjai
5. gyakorlat feladatainak megoldasai

A feladatok megoldasai itt elég részletetesek, zh-ban nem kell ennyit irni.

1. Az a) rész megoldasa. A PERT moddszert alkalmazzuk. ElSszoér meg kell hatérozni, milyen sor-
rendben vizsgaljuk meg a cstcsokat. Az elsG cstcs mindig a kiindulasi forrds. A masodikat agy
valasztjuk ki, hogy letakarjuk az elsé cstcsot, és a maradékbodl egy forrast (tehat olyan csucsot,
amibe nem fut él, csak a most letakart els6bol) valasztunk (ha tobb van, barmelyik j6). Ezutan
az els6 két kivalasztott csicsot letakarjuk, a maradékbol egy forras lesz a harmadik csics, majd
az eddigi harom kivalasztottattakarjuk le, és igy tovibb. Az utolsé csics az eredeti nyeld lesz. Az
4bran a csticsokhoz tartozé bekarikazott szamok jelolik a sorrendet.

Ezutan ebben a sorrendben végigmegyiink a csicsokon, és mindegyikre meghatarozzuk az oda
vezetd maximaélis it hosszat. Ez az els6 csicsra 0 (onnan indulunk), a méasodik csiicsba csak az
elsé csicsbdl lehet eljutni egy 2 silyu élen at, igy az oda vezets$ egyetlen Ut hossza 2. A harmadik
csticsba mar két lehet&ségilink van, vagy az els6, vagy a masodik csicsbdl juthatunk oda; az els6bél
vezet§ 4t hossza 5, a masodikbdl vezets leghosszabb dté is 5, igy a maximalis Gt hossza 5. Ezt
folytatjuk. A 6. cstcshoz vezetd leghosszabb it tgy adddott, hogy a 6. csticsba vagy a 4., vagy az
5. csicsbol jottiink; ha a 4.-bdl, akkor a leghosszabb 1t hossza 746 (7 volt a 4.-be a leghosszabb tt,
ehhez jon egy 6 sulyu él), ha az 5. csticsbol, akkor a leghosszabb ut hossza 10+4, ebbél az utébbi
tobb, igy a 6.-ba vezetd leghosszabb ut hossza 14.

Az utolsé csiicsba vezets leghosszabb Ut hossza mar megvan, mar csak a konkrét utat kell megadni
(ezt kritikus utnak hivjuk). Ezt visszafelé csindljuk: az utolso eldtti cstics az, amelyikbdl a 6.-ba
irt szamot kaptuk (itt az 5. cstcs, mert azon keresztiil megy hosszabb ut a 6.-ba), az azel6tti az,
amelyikbdl az 5.-be irt szamot kaptuk (a 4.) és igy tovabb. Ha egy cstcsba t6bb helyrdl is johetiink
maximalis Gton, akkor barmelyik j6 a kritikus Gtba (ami esetleg tobbféle lehet). Egy kritikus 4t van
a kozéps6 abran. A kritikus élek meghatarozasanal akkor, amikor az el6bbi méodszernél visszafelé
menet tobb lehetGséglink is van, akkor mindegyikhez tartozoé él kritikus (tehat nem az egyiket kell
venni, hanem az Gsszeset). A kritikus élek a jobboldali abran vannak berajzolva.

A b) és ¢) rész hasonld, megadtam a sorrendet (karikdzott szamok), az egyes csucsokba vezet6
leghosszabb Gt hosszat, valamint a kritikus utat (ezekben a grafokban csak egy kritikus at van,
ekkor ennek az élei a kritikus élek).

2. A feladat megoldasahoz az élek sulyaira nincs sziikség.

(a) Egy meélységi bejarast ugy adhatunk meg, hogy elindulunk az a csicsbol, majd sorban me-
gyiink, az aktualis csicsbol olyan szomszédjaba lépve, amelyet még nem jartunk be. Ekdzben
sorban megkapjak a csicsok a mélységi szamokat. Amikor elakadunk, azaz az aktuélis csucs-
nak nincs bejaratlan szomszédja, 6 megkapja a soron kivetkezs befejezési szamot (az elsé
elakadéasnal az 1-est), majd visszalépiink egyet azon az élen, amelyen jottiink. Ezt a csticsot
(amit mar bejartunk) is megvizsgaljuk, ha van még bejaratlan szomszédja, megyiink arrafelé,
ha nem, 6 is megkapja a befejezési szamot és igy tovabb. Pl. egy lehetséges mélységi bejaras
(a v azt jelenti, visszafelé léptiink): a,b,d,c,v, f,g,h,v,e,v,v,v,v,v. A mélységi és befejezési
szamok a csicsok mellett vannak feltiintetve (els6 a mélységi, masodik a befejezési szdm). A
mélységi feszitdfa éleit is berajzoltam.



(b) A szélességi bejarasnal egy csicsnak elGszor az Osszes szomszédjat bejarjuk (megkapjik a
bejarasi szamokat), majd ezeken a szomszédokon megyiink egyesével végig, és mindegyiknek
megszamozzuk a szomszédait, majd ezeken a "masodszomszédok" megyiink végig stb. Igy
lényegében szintekre osztottuk a cstcsokat, egy szinten azok a csiicsok vannak, amelyek ugyan-
olyan tavol vannak a kiindulési csicstol. A szélességi bejardsnal ha ugyanabbdl a csticsbél
indulunk, a szintek mindig ugyanazok, csak a szinteken beliil a csiicsok sorrendje lehet més,
illetve az is, hogy két szomszédos szint kozotti élek hogyan futnak. Egy lehetséges bejarast
felrajzoltam.

3. (a) Egy teljes grafban barmelyik cstcs szomszédos az Gsszes tobbivel, igy a szélességi bejarasnal
az Osszes csucsot megkapjuk az els§ szinten, igy egy csillagot kapunk részfaként. A mélységi
bejaras pedig mindig tud tovdbbmenni, amig van csudcs, igy ekkor egy utat kapunk.

(b) Azt kell megmutatni, hogy K, minden feszit6faja csillag vagy at (éppen ezek allnak els széles-
ségi vagy mélységi bejaras feszitéfajaként). Ezt lehet pl. tgy, hogy egy 4 cstcsu (3 éld) faban
van legalabb egy legalabb 2 foku csucs, amibdl tehat mar ki is indul két él. Még egy élet kell
ehhez csatlakoztatni, ha ez a két él alkotta V alak egyik végéhez csatlakozik, akkor egy utat
kapunk, ha a kozepéhez, akkor csillagot.

Ugyanez nem igaz Kj5-re, az abran egy olyan fija van, ami se nem csillag, se nem t.

4. Tegyiik fel, hogy a 6tszoget és b hatszoget hasznéltunk fel, ekkor a konvex test lapjainak szama
a + b. Az éleket megszamolhatjuk ugy, hogy 6sszeadjuk az Gsszes lap Osszes éleinek szamat, ez
5a + 6b, és ekkor minden élet kétszer szamoltunk, annél a két lapnal, amiknek a hataran van, igy az
élek szama "“TW’ Az élek szama a cstcsok szdménak %—szerese, mert minden cstcs 3-adfoku, igy
ha Osszeadjuk a fokszamokat, a cstcsok szamanak haromszorosat kapjuk, ez viszont éppen az élek
szamanak kétszerese. Igy a cstucsok szama végiil 5“T+6b. Beirva az Euler-formulaba: ¢ —e+1 = 2,
Sat6b _ MTJ“GI’ +(a+b) = 2, az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy a = 12 (b kiesik, igy a hatszogek
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szamét igy nem tudjuk meghatarozni).

5. Harom uton juthatunk el A-bél D-be: A - B —- D, A—-C — D, A— B — C — D. Az utak
hossza rendre a+ 1, 2+ b, a+ 1+ b, ezeknek kell a maximumét meghatarozni. A harmadik biztosan
legaldbb annyi, mint az els6, igy az elsGvel nem kell tovabb foglalkozni. A mésodik és a harmadik
koziil a harmadik a nagyobb, ha a +1+b > 2+ b, azaz a > 1, mig a masodik a nagyobb, ha a < 1
(ha a = 1, a két ut hossza egyenls). Igy tehat a maximum 2 +b, haa <1ésa+1+b, haa > 1.

6. A feszit6fat rekonstrualjuk. A csticsok sorban a mélységi szam szerint x,y, u,v. Eddig mehetiink,
itt azonban elakadunk, mert v befejezési szama 1, tgyhogy visszalépiink 1-et. u befejezési szdma
nem 2, tehat u-bél még tudunk masmerre tovibbmenni, a soron kovetkezs csiics az 5-6s mélységi
szami, tehat w. Ennek befejezési szama 2, tehat innen vissza, majd u-bdl is, majd y-bdl is, z-bél
azonban még van egy csucs, ez z. z-bdl is vissza, majd z-et is befejeztiik, ezzel a feszitGfa készen
van. A graf ebbdl nem egyértelmd, lehet, hogy pl. éle (y,w) vagy (x,w) is, ezt a bejarasbol nem
tudjuk eldonteni.




7. A szélességi feszit6fabol leolvashatd, hogy a-nak csak egy szomszédja van, hiszen a szélességi bejaras
el6szor mindenképpen a szomszédait jarja be. Hasonléan c-nek sincs tobb szomszédja, majd sorban
d-nek és e-nek sincs. Tehat csak egy él jon szoba, b és f kozott. Ez lehet éle a grafnak, ett6l még
kaphatjuk ugyanazt a bejarast.
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Ha b-bdl indul a bejaras, akkor b-nek és e-nek ugyancsak nincsen mas szomszédja. A szintek is
megéllapithatoéak: d és f van egy szinten, 6k ilyenkor lehetnek szomszédosak, mig a kévetkezd
szintbeli egyetlen cstcs (c) lehet szomszédos f-fel, csak éppen a faba a d-be meng éle keriilt be (és
ekkor f szomszédjai k6zott mar nem vizsgaljuk, mert mar bejartuk). Végiil a-nak nincs korabbi
szomszédja, mert kiilonben korabbi szintre keriilt volna. Igy tehat itt két él lehetséges még: (c, f)
és (¢, d).

8. Az egyik csicshalmaz az emberek, a masik az allasok, egy ember és egy allas kozott él fut, ha az
illets jelentkezik az adott allasra. A feladat egy maximalis parositas taldlasa az igy kapott péros
grafban.

Mind a 6 allds nem tolthetS be, mert van 4 olyan allas (2, 3, 4, 5), amelyekre csak 3 ember
jelentkezett (C, D, E), igy ezek koziil az allasok koziil egy biztosan iires marad (ez egy an. Konig-
akadaly, lasd az els6 abran). Egy hijan az Osszes allas viszont mar betolthets, pl. 1: A, 2: C, 3: E,
4: betoltetlen, 5: D, 6: F (méasodik abra).

Ha most F' megpalyazza a 2-es allast is, akkor betdlthetd mind, csak kicsit at kell alakitani az el6z8
megoldast: a 2-es allast kapja F', a 3-ast C, a 4-est F és a 6-ost G (1: A és 5: D nem valtozik).
Ekkor mind a 6 &llas be van toltve. Lényegében a G—6 — F —2—C —3 — E —4 Ut mentén mindenki
a ,méasik" allast kapta, mint eddig, és ezzel eggyel tobb él keriilt a parositasba. Ezt az utat javitd
utnak hivjuk (harmadik abra).
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