Szamitdstudomany alapjai
4. gyakorlat megoldasok

1. A Dirac-tétel feltétele az, hogy barmely két csics fokszaméanak Gsszege legalabb annyi, mint

a csucsszam. Ez itt nem teljesiil, hiszen a csicsszam 7, de van két harmadfokd csics (x
és y), ezek fokszam-osszege csak 6. Tehat Dirac-tételébsl nem kovetkezik, hogy a grafban
van Hamilton-kor.
Az Ore-tétel feltétele az, hogy barmely két nem dsszekititt csucs fokszamanak Osszege
legalabb annyi, mint a csticsszam. Ez itt teljesiil, hiszen a cstcsszam 7 és barmely két nem
osszekotott csucs fokszam-Osszege legalabb 7. (Mert csak a két harmadfoku cstcs fokszam-
osszege lenne 7-nél kevesebb, de ezek Gssze vannak kotve.) Tehat Ore-tételébdl kovetkezik,
hogy a grafban van Hamilton-kor.

2. A graf:
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A grafban nem minden fokszam péros, igy a graf Euler-kort nem tartalmaz.
A gréafban 2 csics kivételével minden fokszam péros és a graf dsszefliggd, igy a graf Fuler-
utat tartalmaz.

3. (a) A graf sikbarajzolhato:




(b) A graf sikbarajzolhaté: (a két jobb oldali cstcs felcserélésével)
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(c) A graf nem rajzolhat6 sikba, hiszen tartalmaz Kjs-tel topologikusan izomorf részgra-
fot: (a jelolt cstucsok egy topologikus K5 csiicsai)
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(d) A graf nem rajzolhaté sikba, hiszen tartalmaz K3 3-tel topologikusan izomorf részg-
rafot: (a jelolt csucsok egy topologikus K73 3 cstcsai, egy élet el is hagytunk)
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(e) A graf nem rajzolhato sikba, hiszen tartalmaz K3 3-tel topologikusan izomorf részg-
rafot: (a jelolt cstucsok egy topologikus K3 3 csicsai)
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(f) A graf sikbarajzolhato:

4. Egy kis magyarazat a feladathoz: A hatelemii halmaz legyen a kiovetkezd: {1,2,3,4,5,6}.
Ekkor a grafnak cstcsa pl az {3,5} halmaz, mely &ssze van kotve az {1,4} csicesal (mert
a {3,5} és az {1,4} halmaznak nincs kozos eleme), de nincs sszekdtve a {2,3} cstcesal
(mert a {3,5} és az {2,3} halmaznak van kozos eleme).

1. megoldds: A grafnak <g> = 15 csucsa van, mert hat elembdl ennyiféleképpen lehet

2
ennyiféleképpen valaszthatunk ki a maradék 4 elembdl 2-6t. Ezek alapjan az élek szama
% = 45. Tétel: Ha G sikbarajzolhat6, akkor e < 3n — 6, ahol n G csicsszama, e az
élszdma. Mivel ebben ez esetben ez az egyenlStlenség nem teljesiil (45 € 3% 15 — 6 = 39),
igy a graf nem rajzolhato sikba.
2. megoldds: A graf tartalmaz K3 3-at, igy nem rajzolhaté sikba.

. . 4 .
kivalasztani kett6t. Minden csics < > = 6 foku, hiszen egy adott kételemii halmaz esetén

{1,2} {1,3} {2,3}

{4,5} {4,6} {5,6}

5. Tegyiik fel (indirekten), hogy az 5 olyan orszag koziil barmely kettd szomszédos. Ekkor az
orszégok févarosai a kozos hatarukat keresztezve osszekothetdk lennének. (Az abra szerint.)
Ekkor az 5 févaros koziil barmely kettd Ossze lenne ktve, ami azt jelentené, hogy egy K5-6t
rarajzolnank a gémbre. Mivel a gombre rajzolhatésag ekvivalens a sikba rajzolhatésaggal,
igy ez azt is eredményezné, hogy a Kj5-0t sikbarajzolhaté lenne. De ez lehetetlen, ezért
hamis volt a kezdeti feltevés, tehat igaz, hogy van két orszag, melyek nem szomszédosak.



6. Két graf pontosan akkor gyengén izomorf, ha megkaphatok egymasboél "forgatdsok" segit-
ségével. (Forgatas: 1) egy elvagd pontnal (olyan pont, melyet elhagyva a graf két részre
esik) kéttészedjiik a grafot, majd az egyik rész megforditdsa utan ujra Osszeragaszjuk azt,
2) két olyan pontnal, melyeket egyenként elhagyva a graf még nem esik két részre, de me-
lyeket egylittesen elhagyva a graf mar két részre esik, szétszedjik a grafot, majd az egyik
rész megforditdsa utén ujra Gsszeragasztjuk)
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A két graf gyengén izomorf, hiszen megkaphatok egymésbol ilyen forgatasokkal:
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ezeknél forgatunk

7. Az a) grafnak 10 éle van mig a tobbinek 9, igy az nem lehet gyengén izomorf egyetlen
masik graffal sem. A c¢) és d) gyengén izomorf, hiszen ha c)-b6l elhagyjuk a két jelolt pont,
akkor a graf két részre esik és ha az ezen csticsokndl szétvélasztjuk a grafot, majd az egyik
rész megforditasa utan tjra Osszeragasztuk, akkor a d) grafot kapjuk. A b) és e) grafok
izomorfak, igy gyengén izomorfak is.
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8. A grafok duélisa:

9. A @ graf 3-reguléris, ha barmely cstucséanak a foka 3.
G 20 pontu és minden cstucsanak foka 3, ekkor G-nek % = 30 éle van. Igy G teszéleges
sikrajza esetén igaz az Euler-formula, azaz c+t = e—2, ahol ¢ a cstcsok, ¢ a tartoményok, e
pedig az élek szama. Ezt felhasznélva G tartomanyainak szdmat =e—2—c=30—2—-20 =
8. Es mivel G dualisanak, G*-nak a cstcsszama éppen G tartomanyainak szama, igy a
megoldas is 8.

10. Egy sikrajz:

Egy sikrajz egyenes élekkel:




