Szamitdstudomany alapjai
2. gyakorlat megoldasok

1. Az 1,2,3,...2004 szamokat a kovetkez6 1002 db parba oszthatjuk: {1,2004}, {2,2003},
{3,2002}, ... {1002,1003}. Igy ha az 1,2,3,...2004 szamok koziil 1003-at kivalasztunk,
akkor lesz legalabb egy par, melynek mind a két tagjat kivalasztjuk, ezek Osszege pedig
2005 lesz.

2. A kovetkez6 grafnak minden fokszama kiilonb6z4:

De egyszert grafok kozott nincs olyan, aminek minden foka kiilénb6z6 lenne, mert:
Legyen G egy n csicsu egyszerd graf. Ekkor G egy cstucsanak a foka 0,1,2,...vagyn — 1
lehet, de G-ben nem lehet egyszerre 0 és n — 1 fokd is, mert ha G-ben van 0 foka (azaz
izolalt) pont, akkor nem lehet benne n — 1 fokd, mert annak Gssze kellene kotve lenni az
sszes cstcesal, igy a 0 fokaval is. Igy G fokszamai kozott legfelejebb n — 1 kiilénbozé lehet,
tehét lesz G-nek két cstcsa, melynek azonos a fokszdma.
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(a) Egy 4 pontu, 5 éld grafnak egy éle hianyzik, ahhoz hogy teljes graf legyen. (Egy
4 .
teljes 4 pontu grafnak <2> = 6 éle van.) Ezt az egy élet tetszGlegesen kivalasztva

mindenképp az &bran lathaté gréaffal izomorf grafot kapunk, igy az dbran lathato
egyetlen megfelel§ graf.

(b) Egy 5 pontu, 3 éld grafnak mindig van két olyan éle melyeknek van kozos cégpontja,
mert 3 olyan élnek, melyek koziil semelyik kettének nincs kozos csicsa, 6 kiilonbo6zs
végpontja lenne. Ehhez a két élhez a harmadikat tébbféleképpen is megvalaszthatjuk.
Lehet, hogy a hiarom él egy utat alkot, lehet, hogy egy csillagot, de az is lehet, hogy
a hramadik élnek nincs kozos csiicsa az els6 kettGvel. Tehéat 3 paronként nem izomorf
graf van.



(c)

Egy 5 pontt 7 éld grafnak a komplementere egy 5 pontd 3 éld graf, amilyeneket
épp az eléz6 esetben vizsgaltunk. Tovabbé két graf pontosan akkor izomorf, ha a
komplementeriik izomorf. Igy elég csak venniink az el6z6 grafok komplementereit,
ezek paronként nem izomorfak leszek, és nem lesz tovabbi graf, mely ezek egyikével
ne lenne izomorf.

Egy 5 ponta 8 éld grafnak csak két éle hidnyzik, hogy teljes graf legyen. (Egy teljes
5 ponta grafnak <;> = 10 éle van.) Igy egyszertibb azt megvizsgalni, hogy hanyfé-

leképpen hagyhatunk egy teljes grafbol két élet, hogy nem izomrf grafokat kapjunk.
Erre két lehet&ségilink van: a két elhagyott élnek vagy van kzds végpontja vagy nincs.

Egy 5 pontu grafnak, melynek minden foka legalabb 3, a komplementre barmely csu-
csanak foka legfeljebb 1. Igy a keresett grafok komplementere haromféle lehet: iires
graf (nics éle), lehet egy éle vagy lehet két éle, de ezen két élnek nem lehet kozos
végpontja; ha a grafnak legalabb 3 éle lenne, akkor lenne két él, melyek lenne kdzos
végpontja, igy lenne a grafnak legalabb 2 foku cstcsa. Tehat 3 paronként nem izomorf
graf van.

A kovetkezd graf megfelels:

o

Nincs, mert a fokszamdsszeg paratlan.

A graf komplementerének a fokszamai a kovetkezs: 3,3,3,2,2,2,1,1,1 (a graf 9 csicsu,
igy a graf komplementerének fokszamai megkaphatok, ha az eredeti graf fokszamait
kivonjuk 8-bol). Ilyen grafok konnyen rajzolhatunk, ennek komplementere pedig a
feledatnak megfelelo lesz.

Nincs, mert a fokszamosszeg paratlan.

Nincs ilyen graf, mert ha lenne, akkor a 9 fokd minden cstccsal, a 8 fokuinak 1 kivéte-
lével minden csucsal szomszédosnak kellene lennie, de ekkor legfeljebb csak 1 elséfoku
csicsa lehetne a grafnak, pedig nekiink 2 kellene.

Nincs ilyen graf, mert egy 7 cstcst grafnak nem lehet 6-nal nagyobb fokszama.

Nincs ilyen graf, mert ha lenne, akkor a két 6 foku cstcsnak minden mésik cstccsal
szomszédosnak kellene lennie, de ekkor nem lehet a grafban 1 foka cstcs.
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Tegyiik fel, hogy G nem osszefiiggs, be fogjuk latni, hogy ekkor G komplementere, G’
biztosan Osszefiiggs. Ugyanis ha G nem 0Osszefiiggs, akkor 1étezik G cstucsainak egy olyan
két részre osztasa, hogy G-nek egyetlen éle sem megy a két rész kozott. Ekkor viszont
a két rész kozotti Osszes €l éle lesz G'-nek, aminek igy barmely két cstcsa kozott vezet
ut (a kiilonbozo részbeli cstcsok kozott fut él, az azonos részbeliek pedig elérhetsk egy
tetszbleges ellentkezd részbeli csiicson keresztiil), tehat G’ Gsszefiiggs. Tehat igaz, hogy a
G graf vagy a komplementere sszefiiggs.

o

ezeken belll lehetnek még élek ezeken bellil lehetnek még élek

A két graf izomorf, hiszen ha a két 4brdn azonos sorszammal jeldlt csiicsokat megfeleltetjiik
egymaésnak, akkor két csiics kdzott pontosan akkor megy él az egyik grafban, ha a mésikban
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Megfelels graf egy csillag (olyan graf, melynek van egy kozponti cstcsa, melybsl minden
maésik cstcsba megy él, és més éle nincs a grafnak) vagy egy haromszog. Mas graf nem
lehet jo, mert ha vesziink két élet, melynek van kozos csiicsa, akkor a harmadik él

- vagy a kozds cstucsbol indul, és ekkor az Gsszes tobbi élnek is innen kell indulni, kiilonben
nem lesz barmely két élnek kozos csticsa

- vagy pedig a két él masik két végét kotjiik Ossze, ekkor viszont nem lehet tovabbi élet tgy
valasztani, hogy barmely kettének legyen kozos csicsa.
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(a) A kovetkezs graf megfelels:

G G komplementere

(b) Egy 6 pontu teljes grafnak <g> = 15 éle van. Igy egy 6 pontu grafnak és a komp-

lementerének Osszesen 15 éle van, de ha a kettd izomorf, akkor azonos élszamiiaknak
kell lenniiik, ez viszont nem lehet, hiszen a 15 péaratlan szam.
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Legyen v egy A foku csiics! Mivel a graf fa, igy a v-bél kiindulé A darab "nytlvany" nem
érhet Gssze egymassal, tehat ha barmelyiken elindulunk, akkor egyszer el kell jutnunk egy
olyan pontban, melybdl mar nem tudunk tovabb lépni, ez csak elséfoki cstucs lehet. Mivel
minden "nyulvany" végén kell lenni egy ilyen cstuicsnak, igy a grafban lesz legalabb A darab
els6foki cstcs.

(a) Algoritmus: vessziik a graf legkisebb sorszamu els6foku cstcsét, azt letoroljik, és
felirjuk az egyetlen szomszédja sorszamat; majd ezt ismételjiik a maradék grafra,
addig, mig a graf mar csak 2 csticsbol all, erre a grafra méar nem ismételjiik az eljarast.
(igy egy n hossza graf Priifer kodja n-2 hosszt lesz) Ez alapjan a fa Priifer kodja:
9166933

(b) ...

Algoritmus: vessziik sorra a graf éleit nem csékkendé sorrendben, és az épp sorra keriils
élet pontosan akkor vessziik be a feszit6fa élei kozé, ha a mar bevett élekkel nem alkot
kort. Ez alapjan a graf egy feszitéfaja: Kiilonbozo feszit6fat kaphatunk, ha a graf azonos

stlyt éleit més sorrendben vizsgaljuk. Igy a feszitGfak szamanak meghatarozasahoz meg
kell nézni, hogy hol lehetett volna mas élet bevenni. Az elején a 3 db 1 sulya él koziil
barmelyik kett6t bevehetjiik, de a harmadikat semmiképp sem, ez 3 valsztasi lehetéség. A
3 darab 2 silyn él mindegyikét be kell venniink, az 1 stlytak tetszéleges valasztasa esetén.
Ezek utdn a 3 sulyut semmiképp sem vehetjiik be, s6t az atlos 4 salydt sem, mert barhogy
is valsztottunk eddig, ezek bevételével mar kort kapnank. A maésik két 4 silya él koziil
barmelyiket bevehetjiik, de csak az egyiket, ez 2 valasztasi lehetGség. Majd végiil az 5
silyut kell bevenniink a grafba. Tehat Gsszesen 2 * 3 = 6 minim4lis sulyn feszit6faja van a
grafnak.



