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2.2.1. Egyszerű csomagkoncentrátor . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.2.2. Id̋oosztás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.3. Megszakításos csomagkoncentrátor . . . . . . . . . . . . 64
2.2.4. Prioritásos csomagkoncentrátor . . . . . . . . . . . . . . 65
2.2.5. Egyirányú busz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.3. Evolúciós egyenlet a várakozási időre . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Előszó

A tömegkiszolgálás (vagy sorbanállás) elmélete a matematika időben lejátszódó
véletlen jelenségekkel foglalkozó ágának, a sztochasztikus folyamatok vizsgála-
tának fontos fejezete. Jelentőségét mutatja az a tény, hogy századunk első év-
tizedeit̋ol kezdve (A.K. Erlang dán mérnök munkája nyomán) a mai napigezen
elmélet alkalmazásai alkotják a telefonközpontok forgalmi méretezésének alapját.
A számítógép-hálózatok elterjedésével párhuzamosan az informatikai szakembe-
rek két okból is érdeklődni kezdtek e szakterület iránt. Egyrészt azért, mert a
bonyolult számítógépes rendszerek teljesítményének mérésére az egyszerűbbek-
nél használt determinisztikus modellek nem vezettek eredményre, másrészt azért,
mert a több számítógép közötti kommunikáció megszerverzésének során felmerült
kérdések a távközlésben már tanulmányozott sorbanállási problémákhoz vezettek.
A telekommunikáció és a számítógépes adatátvitel utóbbi időben megfigyelhető
összeolvadása csak felerősítette ezt a folyamatot. A korszerű, digitális telefon-
hálózatok központjai, a vonal- és csomagkapcsolt adathálózatok forgalomvezérlő
berendezései mind speciális számítógépek, ezen rendszerek viselkedésének mo-
dellezése viszont tömegkiszolgálási feladatok megoldását igényli.

Jegyzetünk a tömegkiszolgálás elméletébe nyújt matematikai igényességű be-
vezetést (els̋osorban) a BME II. évfolyamos informatika szakos hallgatóiszá-
mára. A tárgyalás során nagy súlyt fektettünk a diszkrét idejű modellek részletes
tanulmányozására, mivel ezek (a fent említett okokból kifolyólag) önmagukban
is egyre nagyobb jelentőségűek, és alkalmazásukkal a klasszikus folytonos idej˝u
problémák vizsgálata is leegyszerűsödik. A jegyzetnek nem célja a műszaki, in-
formatikai feladatok során felmerülő modellezési kérdések megválaszolása, ilyen
jellegű problémákkal a hallgatók a szaktárgyak kereteiben ismerkedhetnek meg.

A jegyzet kéziratához fűzött szakmai és didaktikai megjegyzéseikért köszö-
netet mondunk Deák Istvánnak, Jereb Lászlónak, Telek Miklósnak és Vetier And-
rásnak.

Budapest, 2002. november 11.

Györfi László

Győri Sándor

Pintér Márta
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1. fejezet

Diszkrét idejű Markov-láncok

A
valószínűségszámítás alkalmazása során sokszor kerülünk szembe id̋o-
ben lejátszódó véletlen eseményekkel, illetve véletlen események so-
rozatával. Jegyzetünkben ezeket az ún. sztochasztikus folyamatokat a
tömegkiszolgálásban felvetődő kérdések szemszögéből vizsgáljuk. A

gyakorlati életben gyakran előforduló szituáció az, amikor egy felhasználói igé-
nyeket kiszolgáló rendszer egyszerre csak korlátozott számú felhasználóval tud
foglalkozni, és a többieknek az̋o igényeik kiszolgálásának végéig várakozniuk,
sorban állniuk kell. Ilyen úgynevezett tömegkiszolgálási(sorbanállási, forgalmi)
rendszerre példa lehet egy áruházi pénztár, egy ügyfélfogadó ablak az önkormány-
zati irodában, egy útkereszteződés, egy ipari gyártási folyamat részét végrehajtó
egység, számítógépes rendszerben a CPU, a memória vagy valamely periféria,
egy telefonközpont vagy általánosan bármely kommunikációs hálózat egy olyan
kapcsolóeleme, amely az átviendő információcsomagokat rendezi, irányítja vagy
feldolgozza.

Tömegkiszolgálási rendszerek egy lehetséges matematikaimodellje a követ-
kez̋o. A kiszolgáló egységhez véletlen időpontokban érkeznek a felhasználóktól
az igények. Ha az igény érkeztekor a rendszerben nem tartózkodik más igény,
akkor a kiszolgáló elkezd vele foglalkozni, és valamennyi (véletlen hosszú) id̋o
eltelte alatt elvégzi a vele kapcsolatos feladatokat, majdaz igény távozik a rend-
szerb̋ol. Ha az igény nem üresen találja a rendszert, akkor egy várakozási sorba
áll be, amelynek befogadóképessége lehet véges vagy ideálisan végtelen nagy. A
kiszolgáló egy feladat befejezése után ebből a sorból választja ki valamilyen eljá-
rás szerint azt az igényt, amellyel következőleg foglalkozni fog. Ez az eljárás (a
kiszolgálási sorrend meghatározása) lehet olyan, hogy a várakozók közül a rend-
szer mindig a legkorábban érkezett igényt választja (FCFS vagy FIFO módszer)
vagy a legkés̋obb érkezett igényt választja (LCFS vagy LIFO módszer), választhat
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véletlenül vagy az igényekhez rendelt prioritás alapján. Ha külön nem említünk
mást, akkor mindig FCFS eljárást feltételezünk.

Ha az igények tetsz̋oleges id̋opontban érkezhetnek, és azonnal be is állnak
a sorba, akkor a rendszerben lévők számát gyakran írhatjuk le folytonos idejű
Markov-lánccal (lásd a 3. fejezetet). Először olyan rendszerekkel fogunk foglal-
kozni, melyeknél az id̋ot szakaszokra (egységekre) bontjuk, az egy időegységben
érkez̋o igényeket összegyűjtjük, és azok együtt állnak be a sorbaaz id̋oszelet vé-
gén. A kiszolgáló egy id̋oszakaszban véletlen számú igényt tud kiszolgálni, a
kiszolgált igények távoznak a rendszerből. Konkrét rendszerekkel a 2. fejezetben
foglalkozunk. Ebben a fejezetben bevezetjük az időben lejátszódó véletlen ese-
mények leírására szolgáló matematikai modellt, a sztochasztikus folyamatok fo-
galmát, illetve speciálisan az egyik legegyszerűbb típusú folyamatokat, a Markov-
láncokat elemezzük, melyek alkalmasak sok sorbanállási rendszer leírására.

Ilyen rendszerre konkrét példa az evolúciós egyenlettel leírható sorbanállási
modell, mellyel a 2.1. szakaszban foglalkozunk.

1.1. Markov-láncok fogalma

Valószínűségi változóknak egyt paraméterrel indexeltX = fXt : t 2 Tg csa-
ládját sztochasztikus folyamatnak nevezzük. At paramétert (f̋oleg az al-

kalmazásokban gyakori jelentése miatt) rendszerint az idővel azonosítjuk. Ha
T = f0;1;2; : : :g, akkorX-et diszkrét idejű folyamatnak vagy idősornak, ha pedig
T = [0;∞), akkor folytonos idejű folyamatnak hívjuk.Xt-t diszkrét idejű folyamat
eseténXn-nel, folytonos idejű folyamat esetén pedig (a függvényszerű írásmód-
dal utalva a valós értékű paraméterre)X(t)-vel fogjuk jelölni. Azt azShalmazt,
amelyb̋ol a valószínűségi változók értékeiket veszik,állapottérnek (vagy állapot-
halmaznak) nevezzük. Jegyzetünk további részében főként olyan folyamatokkal
foglalkozunk, melyek állapottere diszkrét halmaz, rendszerint S= f0;1;2; : : :g,
ilyenkor S elemeitállapotoknak hívjuk. A sztochasztikus folyamat statisztikus
jellemz̋oit megadjuk, ha minden végesn-re ést1;t2; : : : ;tn 2 T-re definiáljuk az
Xt1;Xt2; : : : ;Xtn valószínűségi változók együttes eloszlását, tehátX teljes leírásaT,
Sés a véges dimenziós eloszlások megadását jelenti.

LegyenX= fX0;X1; : : : ;Xn; : : :g diszkrét idejű, diszkrét állapotterű folyamat.
Az általánosság rovása nélkül feltesszük a továbbiakban, hogy azSállapottér ele-
mei a nemnegatív egész számok.

1.1. definíció. Az X-et Markov-láncnak nevezzük, ha teljesül rá a Markov-tulaj-
donság, azaz mindenn� 1 ésx0;x1; : : : ;xn�1;xn 2 Sesetén

P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;X0 = x0) = P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1);
amennyiben a feltételes valószínűségek léteznek.
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A kés̋obbiekben minden feltételes valószínűségre vonatkozó állítást úgy ér-
tünk, hogy akkor kívánjuk meg a teljesülését, ha a feltételes valószínűségek létez-
nek, és ezt külön nem fogjuk hangsúlyozni.

Könnyen belátható, hogy egy Markov-láncra minden 0� k � m < n és
xk;xk+1; : : : ;xm;xn 2 Sesetén

P(Xn = xn j Xm = xm; : : : ;Xk = xk) = P(Xn = xn j Xm = xm): (1.1)

A Markov-tulajdonság szemléletesen annyit jelent, hogy a jövő a múlttól csak
a jelenen keresztül függ. Ezt megfogalmazhatjuk úgy is, hogy a jövő és a múlt
feltételesen függetlenek, feltéve a jelent, formálisan minden 0� k < l < n és
x0; : : : ;xn 2 Sesetén

P(Xn = xn; : : : ;Xl+1 = xl+1;Xk = xk; : : : ;X0 = x0 j Xl = xl ; : : : ;Xk+1 = xk+1) == P(Xn = xn; : : : ;Xl+1 = xl+1 j Xl = xl ; : : : ;Xk+1 = xk+1) ��P(Xk = xk; : : : ;X0 = x0 j Xl = xl ; : : : ;Xk+1 = xk+1): (1.2)

HaP(Xn = xn;Xn�1 = xn�1; : : : ;Xk = xk)> 0, akkor

P(Xn = xn;Xn�1 = xn�1; : : : ;Xk = xk) == P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;Xk = xk) ��P(Xn�1 = xn�1 j Xn�2 = xn�2; : : : ;Xk = xk) � : : : ��P(Xk+1 = xk+1 j Xk = xk) �P(Xk = xk)
miatt (1.1) alapján azt kapjuk, hogy

P(Xn = xn;Xn�1 = xn�1; : : : ;Xk = xk) = P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1)��P(Xn�1 = xn�1 j Xn�2 = xn�2) � : : : �P(Xk+1 = xk+1 j Xk = xk) ��P(Xk = xk); (1.3)

vagyis egy együttes valószínűség felírható feltételes valószínűségek, úgynevezett
egylépéses állapotátmenet-valószínűségek, vagy rövidenátmenetvalószínűségek
és egy egydimenziós vetületvalószínűség szorzataként.

Az (1.3) képletb̋ol az is következik, hogy azX Markov-láncot egyértelműen
definiáljuk, ha megadjuk azX0 eloszlását, valamint mindenn� 1-re és minden
i; j 2 S-re a P(Xn = j j Xn�1 = i) feltételes valószínűségeket, azaz a kezdeti el-
oszlás és az átmenetvalószínűségek egyértelműen leírják a Markov-láncot mint
sztochasztikus folyamatot. ÁltalábanP(Xn = j j Xn�1 = i) nemcsaki-től és j-től
függ, hanem az id̋otől, n-től is.

1.2. definíció. Ha P(Xn = j j Xn�1 = i) nem függn-től, akkor azX Markov-lán-
cot homogénnek nevezzük.
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���� ����Y jR I0 1

p

q

1� p 1�q

1.1. ábra. Az 1.1. példa átmenetvalószínűség-gráfja

A továbbiakban csak homogén Markov-láncokkal foglalkozunk, ezért Markov-
lánc alatt a kés̋obbiekben mindig homogén Markov-láncot értünk.

A
pi j = p(1)i j = P(X1 = j j X0 = i)

egylépéses átmenetvalószínűségekből képzett

ΠΠΠ(1) = hp(1)i j

i= [pi j ℄ = ΠΠΠ

mátrix és ap(0)i = P(X0 = i) valószínűségekb̋ol képzett

P(0) = hp(0)i

i= hp(0)0 p(0)1 p(0)2 : : :i
eloszlás (végtelen sorvektor) tehát egyértelműen megadja a Markov-láncot. AΠΠΠ
átmenetvalószínűség-mátrix mellett egy Markov-láncot leírhatunk az átmenetva-
lószínűség-gráfjával is. Az átmenetvalószínűség-gráfegy irányított gráf, amely-
nek pontjai a Markov-lánc állapotai, élei pedig az egy lépésben lehetséges átme-
netek, súlyozva az átmenet (nem nulla) valószínűségével.

1.1. példa. Tekintsük a binárisSállapothalmaz esetét! Legyen

ΠΠΠ =� p00 p01

p10 p11

�=� 1� p p
q 1�q

� :
Ekkor az átmenetvalószínűség-gráf az 1.1. ábrán látható.

Az egylépéses átmenetvalószínűségekhez hasonlóan jelölje

p(n)i j = P(Xn = j j X0 = i)
az n-lépéses átmenetvalószínűségeket, ésΠΠΠ(n) a bel̋olük képzett mátrixot. Defi-

niálják továbbá aP(n) = hp(n)i

i
eloszlást (végtelen sorvektort) ap(n)i = P(Xn = i)

valószínűségek. Teljes indukcióval egyszerűen belátható, hogy

ΠΠΠ(n) = ΠΠΠn; (1.4)
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és
P(n) = P(0)ΠΠΠ(n) = P(0)ΠΠΠn; (1.5)

aholΠΠΠn a ΠΠΠ n-edik hatványát jelöli. Hasonlóan kaphatjuk minden 0� k� n-re,
hogy

P(n) = P(k)ΠΠΠ(n�k) = P(k)ΠΠΠn�k;
ahol definíció szerintΠΠΠ(0) = ΠΠΠ0 = E, ésE az egységmátrixot jelöli. (1.4) alapján
világos, hogy 0� k� n-re

ΠΠΠ(n) = ΠΠΠ(k)ΠΠΠ(n�k);
ezt a képletet Chapman–Kolmogorov-egyenletnek hívjuk. AΠΠΠ(n) mátrixok defi-
niálásakor nem voltunk teljesen precízek, mert nem vettük figyelembe, hogy míg
az S állapottér elemeit 0-tól indexeltük, addig a mátrixok sorait és oszlopait (a
szokásoknak megfelelően) 1-t̋ol. Tehát a pontosság kedvéért aΠΠΠ(n) mátrix i-edik
sorában ésj-edik oszlopában lév̋o elemep(n)i�1; j�1 és hasonlóan aP(n) sorvektor

i-edik elemep(n)i�1.

1.3. definíció. Az olyanA (véges vagy végtelen) mátrixot, melynek elemei nem-
negatívak és minden sorában az elemek összege1, sztochasztikus mátrixnak ne-
vezzük. NyilvánvalóanΠΠΠ(n) sztochasztikus mátrix.

Markov-láncra egy eléggé általános illusztráció az emlékezetnélküli valószí-
nűségi változók sorozatával gerjesztett rekurzió:

1.1. tétel. LegyenfWng független valószínűségi változók sorozata, melyek ér-
tékeiket egyQ halmazból veszik. Legyen továbbáHn : S�Q! S kétváltozós
függvények egy sorozata, ésXn-et definiálja a következ̋o rekurzió:

X0 tetsz̋oleges,S-beli értékű,

Xn+1 = Hn+1 (Xn;Wn+1) (n� 0);
ahol X0 és fWng is függetlenek. EkkorX = fXng egy Markov-lánc. Ha még
ráadásulHn(x;w) időinvariáns, azazHn(x;w) = H(x;w) mindenn-re, ésfWng
azonos eloszlású sorozat, akkorX homogén Markov-lánc.

BIZONYÍTÁS :

P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;X0 = x0) == P(Hn(Xn�1;Wn) = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;X0 = x0) == P(Hn(xn�1;Wn) = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;X0 = x0) == P(Hn(xn�1;Wn) = xn);
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ahol az utolsó lépésben azt használtuk ki, hogyXn�1; : : : ;X0 aWn�1; : : : ;W1 ésX0

függvénye, amelyek függetlenekWn-től. Az előző lépéseket fordított sorrendben
megismételve kapjuk első állításunkat:

P(Hn(xn�1;Wn) = xn) = P(Hn(xn�1;Wn) = xn j Xn�1 = xn�1) == P(Hn(Xn�1;Wn) = xn j Xn�1 = xn�1) == P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1): (1.6)

A tétel második fele az (1.6) kifejezésből következik.
A tétel egy bizonyos értelemben vett megfordítása is igaz (lásd az 1.12. fela-

datot), azaz minden homogén Markov-lánc megadható rekurzióval.
Markov-lánc generálható úgy is, ha felhasználjuk, hogy egyMarkov-lánc adott

állapotában való tartózkodásának ideje geometriai eloszlású, mégpedig azi 2Sál-
lapotban a tartózkodási idő 1� pii paraméterű geometriai eloszlású (lásd az 1.15.
feladatot).

1.2. példa. Ha Hn(x;w) = h(w), vagyisXn = h(Wn), ésfWng azonos eloszlású
sorozat, akkorfXng független valószínűségi változók sorozata. Ekkor

ΠΠΠ =
0BBB�

a0 a1 a2 : : :
a0 a1 a2 : : :
a0 a1 a2 : : :
...

...
...

. ..

1CCCA ;
aholP(h(Wn) = i) = ai (i = 0;1;2; : : :). Ha még az is igaz, hogyP(X0 = i) = ai ,
akkorfXng azonos eloszlású is.

1.3. példa. Ha Hn(x;w) = x+w, fWng nemnegatív egész értékű ésX0 = 0 egy
valószínűséggel, akkor

Xn =W1+W2+ � � �+Wn;
azaz független valószínűségi változók részletösszegeinek a sorozata Markov-lánc.
Ha mégfWng azonos eloszlású is, bevezetve aP(Wn = i) = ai (i = 0;1;2; : : :)
jelölést, az átmenetvalószínűség-mátrix a következő alakú:

ΠΠΠ =
0BBB�

a0 a1 a2 a3 a4 : : :
0 a0 a1 a2 a3 : : :
0 0 a0 a1 a2 : : :
...

...
...

...
...

.. .

1CCCA :
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1.4. példa (Bolyongások).
A. Szimmetrikus bolyongás: Ha az 1.3. példábanWn �1 értékű ésE(Wn) = 0,
akkor fXng-t szimmetrikus bolyongásnak hívjuk. Ekkor az állapottér az egész
számok halmaza, és páratlann időpontbanXn is páratlan, míg páros időpontban
Xn páros.
B. Bolyongás elnyel̋o falak esetén:Ez egy véges állapotú Markov-lánc a követ-
kez̋o átmenetvalószínűség-mátrixszal(0< p< 1;q= 1� p):

ΠΠΠ =
0BBBBBBBBB�

1 0 0 0 : : : : : : : : : : : :
q 0 p 0 : : : : : : : : : : : :
0 q 0 p : : : : : : : : : : : :
...

...
...

...
.. . : : : : : : : : :

...
...

...
...

... q 0 p
...

...
...

...
... 0 0 1

1CCCCCCCCCA :
C. Bolyongás visszaver̋o falak esetén: Ekkor az átmenetvalószínűség-mátrix(0< p< 1;q= 1� p):

ΠΠΠ =
0BBBBBBBBB�

q p 0 0 : : : : : : : : : : : :
q 0 p 0 : : : : : : : : : : : :
0 q 0 p : : : : : : : : : : : :
...

...
...

...
.. . : : : : : : : : :

...
...

...
...

... q 0 p
...

...
...

...
... 0 q p

1CCCCCCCCCA :
D. Ciklikus bolyongás: Ha az állapotokat ciklikusan rendezzük, azaz az első és
az utolsó állapotot is szomszédosnak tekintjük, akkor az átmenetmátrix az els̋o és
az utolsó sorában tér el az előző példabelit̋ol, az els̋o sor(0; p;0; : : : ;0;q), míg az
utolsó(p;0; : : : ;0;q;0) lesz.

Ha megengedünk átmenetet tetszőleges két állapot között, akkor az átmenet-
mátrix a következ̋o:

ΠΠΠ =
0BBBBB�

p0 p1 p2 : : : pT

pT p0 p1 : : : pT�1

pT�1 pT p0 : : : pT�2
...

...
...

. . .
...

p1 p2 p3 : : : p0

1CCCCCA
ahol p0+ p1+ � � �+ pT = 1.
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1.5. példa. Ha Hn(x;(v;y)) = (x�v)++y ésfVng ésfYng két független, azonos
eloszlású sorozat úgy, hogy egymástól is függetlenek, akkor az

Xn+1 = (Xn�Vn+1)++Yn+1

evolúciós egyenlethez jutunk, mely több diszkrét idejű kiszolgálási feladat mo-
dellezésére alkalmas (lásd a 2.1. és a 2.2. szakaszt) a következ̋oképpen: az id̋ot
szakaszokra osztjuk ésXn jelöli az n-edik időegység végén sorbanálló igények
számát. Azn-edik időintervallumbanYn új igény érkezik és a rendszer ugyanek-
kor Vn igényt képes kiszolgálni.

Ennek a példának egy speciális esete az, amikorVn� 1, vagyis egy id̋oegység-
ben a rendszer1 igény kiszolgálására képes. HaP(Yn = i) = bi (i = 0;1;2; : : :),
akkor

ΠΠΠ =
0BBBBB�

b0 b1 b2 b3 : : :
b0 b1 b2 b3 : : :
0 b0 b1 b2 : : :
0 0 b0 b1 : : :
...

...
...

...
.. .

1CCCCCA :
1.2. Irreducíbilis és aperiodikus Markov-láncok

A következ̋okben Markov-láncok két olyan tulajdonságát vezetjük be, ame-
lyek teljesülése az átmenetmátrix, illetve átmenetgráf segítségével könnyen

ellen̋orizhet̋o. Jelent̋oségük abban áll, hogy meglétük elegendő lesz véges álla-
potú Markov-láncok esetén a stabilitáshoz. A stabilitás igen fontos, számtalan
alkalmazási területen kiaknázható és szükséges tulajdonság, amelynek pontos de-
finícióját a következ̋o szakaszban adjuk meg.

1.4. definíció. Az X Markov-láncot irreducíbilisnek nevezzük, ha minden álla-
pota minden állapotából elérhető, ami azt jelenti, hogy mindeni; j 2 S-re létezik

egyni j > 0 úgy, hogyp
(ni j )
i j > 0.

Egy Markov-lánc állapotgráfjában csak a pozitív valószín˝uségű éleket (átme-
neteket) berajzolva a lánc akkor irreducíbilis, ha a gráf bármely pontjából bármely
másik pontjába vezet irányított út.

1.6. példa. Az 1.1. példa Markov-lánca, ahol

ΠΠΠ =� 1� p p
q 1�q

� ;
irreducíbilis, hap> 0 ésq> 0.



1.2. IRREDUCÍBILIS ÉS APERIODIKUSMARKOV-LÁNCOK 17

1.5. definíció. Az X Markov-lánc egyi 2 Sállapotátaperiodikus állapotnak ne-
vezzük, ha létezik egyni > 0 úgy, hogy mindenn� ni-re p(n)ii > 0.

Az irodalomban egyi állapotot akkor neveznek aperiodikusnak, ha azfn; p(n)ii > 0;n� 1g
halmaz elemeinek legnagyobb közös osztója 1. Megmutatható, hogy a két definí-
ció ekvivalens. Azonnal látszik az az irány, hogy az első definícióból következik
a második. Általában, ha periodikus az állapot, akkor a fenti halmaz legnagyobb
közös osztóját nevezik periódusnak.

1.6. definíció. Az X Markov-láncotaperiodikusnak nevezzük, ha minden álla-
pota aperiodikus.

Az 1.1. példa Markov-lánca pontosan akkor aperiodikus, hap< 1 ésq< 1, vagy
p= 1 és 0< q< 1, vagyq= 1 és 0< p< 1.

1.2. tétel. Ha egyX irreducíbilis Markov-láncnak létezik egy aperiodikus álla-
pota, akkor a lánc aperiodikus.

BIZONYÍTÁS : A tétel azt állítja, hogy ha egy irreducíbilis láncnak van lega-
lább egy aperiodikus állapota, akkor minden állapota aperiodikus. Legyenk 2 S
egy aperiodikus állapot. Ekkor megmutatjuk, hogy bármelyj 2 S is aperiodikus.
Mivel a lánc irreducíbilis, ezért létezikr éss egész úgy, hogyp(r)jk = a > 0 és

p(s)k j = b> 0, tehát tetsz̋olegesn egészre

p(n+r+s)
j j = ∑

i2S
∑
l2S

p(r)ji p(n)il p(s)l j � p(r)jk p(n)kk p(s)k j = abp(n)kk : (1.7)

Ha k aperiodikus, akkor létezik egyn0 úgy, hogy mindenn � n0-ra p(n)kk > 0.

(1.7) miatt viszont mindenn� n0-ra p(n+r+s)
j j > 0, tehát mindenn� n0+ r +s-re

p(n)j j > 0, vagyis j aperiodikus állapot.
Egy tulajdonságot nevezzünköröklődőnek, ha amennyiben a lánc egy állapota

rendelkezik ezzel a tulajdonsággal, akkor a többi állapotais. Az 1.2. tétel tehát
azt mondja, hogy irreducíbilis Markov-lánc esetén az aperiodikusság örökl̋odő.

Általában az irreducibilitás és az aperiodikusság könnyenellen̋orizhet̋o tulaj-
donság. Például, ha az átmenetmátrix két mellékátlójában pozitívak az elemek,
akkor minden állapotból minden állapot elérhető, azaz irreducíbilis a Markov-
lánc. Ha a f̋oátló elemei pozitívak, akkor pedig aperiodikus a lánc. (Lásd az 1.18.
feladatot.)

Az 1.5. példa végén szereplő ΠΠΠ mátrixban, hab0 > 0 ésb2 > 0, akkor az 1.18.
feladat alapján a lánc irreducíbilis. Ugyanakkorb0 > 0 miatt a 0 állapot aperiodi-
kus, tehát a lánc is aperiodikus.
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1.3. Véges állapotú Markov-láncok stabilitása

A továbbiakban szeretnénk jellemezni a Markov-láncoknak azt a körét, ahol
a P(n) eloszlásnak van határértéke (azaz mindenj 2 S-re a fp(n)j g sorozat

konvergens), az is egy eloszlás, és az független a kezdetiP(0) eloszlástól.

1.7. definíció. Ha a
lim
n!∞

P(n) = P(∞)
határérték létezik, az egy eloszlás, és az független a kezdeti P(0) eloszlástól, akkor
azX Markov-láncotstabilnak nevezzük.P(∞) pedig a Markov-lánchatárelosz-
lása.

Az irodalomban a fentieknek eleget tevő Markov-láncot gyakran ergodikus-
nak nevezik. Mi az ergodicitás fogalmat más értelemben fogjuk kés̋obb használni.

Jelöljep j ( j = 0;1;2; : : :) aP(∞) ( j +1)-edik elemét, azaz legyen

p j = lim
n!∞

p(n)j :
Egy véges állapotú Markov-lánc stabil, ha a

lim
n!∞

p(n)i j = p̃ j

határérték létezik és nem függi-től, hiszen

lim
n!∞

p(n)j = lim
n!∞ ∑

i2S

p(0)i p(n)i j = ∑
i2S

p(0)i lim
n!∞

p(n)i j = ∑
i2S

p(0)i p̃ j = p̃ j ∑
i2S

p(0)i = p̃ j :
Stabil Markov-lánc határeloszlását megkaphatjuk a

P= PΠΠΠ (1.8)

egyenletet megoldva, mivel

P(∞) = lim
n!∞

P(n) = lim
n!∞

P(0)ΠΠΠn = � lim
n!∞

P(0)ΠΠΠn�1
�

ΠΠΠ = � lim
n!∞

P(n�1)�ΠΠΠ = P(∞)ΠΠΠ:
(1.9)

Másrészt stabil Markov-lánc esetén a megoldás egyértelmű, mert haP egy meg-
oldás, ésP(0) = P, akkor P(1) = P(0)ΠΠΠ = P(0), és indukcióval belátható, hogy
mindenn-re P(n) = P(0), azaz a lánc egy azonos eloszlású sorozat, ésP a határel-
oszlás.
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1.7. példa. Az 1.1. példa Markov-lánca esetén teljes indukcióval belátható, hogy

p(n)0 = q
p+q

+(1� p�q)n
�

p(0)0 � q
p+q

�
(1.10)

és

p(n)1 = p
p+q

+(1� p�q)n�p(0)1 � p
p+q

� ; (1.11)

ahonnan következik, hogy a stabilitás szükséges és elégséges feltételej1� p�qj< 1:
A határeloszlás pedig aP(∞) = � q

p+q; p
p+q

�
eloszlás.

Az előző szakaszban mondottak alapján az 1.1. példa Markov-lánca pontosan
akkor irreducíbilis és aperiodikus, hap > 0, q > 0 és p+ q < 2, ugyanekkor
azonbanj1� p�qj< 1 is teljesül, ami példánkban ekvivalens volt a stabilitással.
Megmutatjuk, hogy ez nem véletlen.

1.3. tétel. Egy véges állapotú, irreducíbilis és aperiodikus Markov-lánc stabil.

A tétel bizonyítását 2 lemmára bontjuk fel.

1.1. lemma. Egy véges állapotú, irreducíbilis és aperiodikusXMarkov-lánc ese-
tén létezikn0 úgy, hogy mindenn> n0 ési; j 2 Sesetén

p(n)i j > 0:
BIZONYÍTÁS : Az irreducibilitás miatt mindeni; j-hez létezikni j úgy, hogy

p
(ni j )
i j > 0;

másrészt az aperiodikusság miatt mindenj-hez létezikn j úgy, hogy mindenn>
n j -re

p(n)j j > 0;
tehát mindenn> ni j +n j esetén

p(n)i j � p
(ni j )
i j p

(n�ni j )
j j > 0:

Legyen
n0 = max

i; j2S
fni j +n jg;

ezzel a bizonyítást befejeztük.
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1.2. lemma (Markov tétele). Ha egy véges állapotúX Markov-lánc esetén léte-
zik N úgy, hogy mindeni; j 2 Sesetén

p(N)i j > 0;
akkorX stabil.

BIZONYÍTÁS : Az 1.23. feladat állítása miatt azt kell megmutatni, hogy bár-
mely j 2S-re aΠΠΠ(n) mátrix j-hez tartozó oszlopa maximumának és minimumának
ugyanaz a határértéke. Tehát bevezetve az

m(n)
j = min

i2S
p(n)i j

és az
M(n)

j = max
i2S

p(n)i j

jelöléseket, azt kell belátnunk, hogy

lim
n!∞

M(n)
j = lim

n!∞
m(n)

j :
Mivel

p(n+1)
i j = ∑

k2S

pik p(n)k j ;
ezért

m(n+1)
j = min

i2S
p(n+1)

i j = min
i2S

∑
k2S

pik p(n)k j �� min
i2S

∑
k2S

pik min
l2S

p(n)l j = min
i2S

∑
k2S

pikm(n)
j = m(n)

j ;
tehát

m(n+1)
j �m(n)

j ;
és hasonló módon

M(n+1)
j �M(n)

j :fM(n)
j g monoton fogyásából ésfm(n)

j g monoton növekedéséből következik, hogy

hafM(n)
j �m(n)

j g 0-hoz tart, akkorfM(n)
j g-nek ésfm(n)

j g-nek ugyanaz a határér-

téke, és ezt akarjuk megmutatni.fM(n)
j g monoton fogyásából ésfm(n)

j g monoton

növekedéséb̋ol az is következik, hogyfM(n)
j �m(n)

j g monoton fogyó, ezért 0-hoz



1.3. VÉGES ÁLLAPOTÚ MARKOV-LÁNCOK STABILITÁSA 21

tartását elég egy részsorozatán megmutatni. Állításunkattehát bebizonyítjuk, ha
belátjuk, hogy

lim
n!∞

�
M(nN)

j �m(nN)
j

�= 0: (1.12)

Legyen
ε = min

i; j2S
p(N)i j :

Ekkor a feltételünk miattε > 0, és

p(N+n)
i j = ∑

k2S

p(N)ik p(n)k j = ∑
k2S

�
p(N)ik � εp(n)jk

�
p(n)k j + ε ∑

k2S

p(n)jk p(n)k j == ∑
k2S

�
p(N)ik � εp(n)jk

�
p(n)k j + εp(2n)

j j :
mivel ε definíciója miattp(N)ik � ε ésp(n)jk � 1, így p(N)ik � εp(n)jk � 0, és ezért

p(N+n)
i j �m(n)

j ∑
k2S

�
p(N)ik � εp(n)jk

�+ εp(2n)
j j = m(n)

j (1� ε)+ εp(2n)
j j

tehát
m(N+n)

j = min
i2S

p(N+n)
i j �m(n)

j (1� ε)+ εp(2n)
j j ;

és hasonló módon
M(N+n)

j �M(n)
j (1� ε)+ εp(2n)

j j ;
következésképpen

M(N+n)
j �m(N+n)

j � �M(n)
j �m(n)

j

�(1� ε):
Legyenn= kN. Ekkor

M((k+1)N)
j �m((k+1)N)

j � �M(kN)
j �m(kN)

j

�(1� ε);
vagyis ezt ismételve

M((k+1)N)
j �m((k+1)N)

j � �M(N)
j �m(N)

j

�(1� ε)k;
és itt a jobb oldali kifejezésk ! ∞ esetén 0-hoz tart, így a bal oldal is, amivel
az (1.12) egyenlőséget beláttuk.

A bizonyításból az is következik, hogy

lim
n!∞

p(n)j = lim
n!∞

p(n)i j = lim
n!∞

m(n)
j > 0;
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hiszen a feltétel miattm(N)
j >0 ésfm(n)

j gmonoton növeked̋o. Ezzel beláttuk, hogy
véges állapotú, irreducíbilis és aperiodikus Markov-láncesetén a határeloszlás
minden tagja pozitív.

Fontos megjegyezni, hogy az irreducibilitás és aperiodikusság véges állapotú
Markov-lánc esetén elégséges, de nem szükséges feltételeia stabilitásnak. Az 1.7.
példában a stabilitásj1� p�qj < 1 feltétele teljesül, hap = 0 ésq > 0, bár a
Markov-lánc nem irreducíbilis. Ekkor a határeloszlásnak lesz nulla tagja, pél-
dánkbanP(∞) = (1;0).
1.8. definíció. Egy diszkrét idejűX sztochasztikus folyamatot (erősen)stacioná-
riusnak nevezünk, ha bármely pozitív egészn-re, m-re és0� t1 < t2 < � � � < tm-
re az(Xt1; : : : ;Xtm) és(Xt1+n; : : : ;Xtm+n) valószínűségi változók együttes eloszlása
megegyezik, azaz a véges dimenziós eloszlások időeltolásra invariánsak.

Nyilván haX erősen stacionárius, akkor azonos eloszlású. A megfordítás általá-
ban nem igaz, de Markov-láncokra igen (lásd az 1.22. feladatot).

Stacionárius Markov-lánc esetén

P(0) = P(1) = P(0)ΠΠΠ;
tehát ez az azonos eloszlás is kielégíti az (1.8) egyenletet. A Markov-láncok azon
osztályában, aholP(∞) határeloszlást tudunk garantálni, ott az (1.8) egyenletnek
egyetlen egy megoldása van (amely eloszlás), tehát stabil Markov-lánc határelosz-
lása a stacionárius eset eloszlása, ezértP(∞)-t gyakran stacionárius (vagy egyen-
súlyi) eloszlásnak hívjuk.

1.4. Oldalak rangsorolása webes keresőrendszerekben

Gyakran el̋ofordul, hogy a felhasználó által feltett kérdésre egy keresőrendszer
rengeteg oldalt talált, melyek közül természetesen némelyek fontosabbak,

mások kevésbé fontosak. Rangsorolni kell tehát az oldalakat automatikusan asze-
rint, hogy mekkora közük van a feltett kérdéshez. Itt a Google keres̋orendszer
Pagerank algoritmusát mutatjuk be.

A feladat a rendelkezésre állóT darab weboldal közti fontossági sorrendet
felállítani. A legtöbb keres̋orendszer abból indul ki, hogy ha egy oldal készí-
tője linket helyez el az oldalán, akkor valamiért fontosnak tartja a mutatott oldalt.
Tehát a linkstruktúrából kiindulva adható a fontosságnak egy heurisztikus definí-
ciója, nevezetesen, hogy egy oldal akkor fontos, ha sok linkmutat rá. Illetve egy
rekurzív definícióval élve: egy oldal fontos, ha fontos oldalak mutatnak rá.
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A weboldalak köztött mutató linkek teszik lehetővé, hogy egyik oldalról egy
lépésben átmenjünk egy másik oldalra, tehát ha az oldalakatállapotoknak tekint-
jük, akkor az Interneten való barangolást homogén Markov-láncként foghatjuk
fel. Az egylépéses állapotátmenet-valószínűség legyen

pi j =( 1
mi
; ha i-ről mutat link j-re,

0; különben,

aholmi az i-edik oldalon található linkek száma.
Egy oldal fontosságát mutatja az, hogy a Markov-lánc mekkora valószínűség-

gel tartózkodik az oldalnak megfelelő állapotában. Vagyis a lánc határeloszlá-
sát kellene meghatározni. A linkstruktúra által adott Markov-lánc azonban nem
biztos, hogy irreducíbilis és aperiodikus, így egyrészt nem biztos, hogy stabil,
másrészt lehetnek benne zárt halmazok, ahonnan nem vezet kifelé link, és így
a határeloszlásban a halmazon kívüli oldalak valószínűsége nulla lesz, vagyis a
halmazon belüli oldalak magukba gyűjtik esetleg az összesfontosságot.

Az els̋o problémát megoldja, hogyha a láncot az egyenletes eloszlásból indít-
juk, azazP(0)= ( 1

T ; : : : ; 1
T ), ugyanis megmutatható, hogy ebben az esetben mindig

létezik határértéke aP(n) eloszlásnak. A határérték megkapható aP= PΠΠΠ egyen-
let megoldásával. De célunk nem a valószínűségek pontos kiszámolása, hanem az
oldalak rangsorolása. Ezért elég aP(n) eloszlásokat aP(n) = P(n�1)ΠΠΠ iterációval
addig számolni, amíg egy iteráció után az eloszlás alapján felállított sorrend nem
változik.

Az algoritmus el̋onye, hogy gyors, könnyen programozható és hűen tükrözi a
„sztochasztikus szörfölő” lelkivilágát, aki egyenletes eloszlás szerint választ egy
kiindulási oldalt, majd az aktuális elérhető oldalak közül választ minden lépésben
egyenletes eloszlással. Viszont nem oldottuk még meg a zárthalmazok okozta
problémát.

A Pagerank algoritmus finomabb változata a fentiΠΠΠ állapotátmenet-mátrix
helyett aΠΠΠ0 = εU+(1� ε)ΠΠΠ mátrixot használja valamely 0< ε < 1-ra, ahol

U =
0BBB�

1
T

1
T : : : 1

T
1
T

1
T : : : 1

T
...

...
.. .

...
1
T

1
T : : : 1

T

1CCCA :
Intuitíven ez az jelenti, hogy minden oldaltól beszedjük fontosságának egy részét,
és ezt a beszedett fontosságot egyenletesen szétosztjuk azoldalak között. AΠΠΠ0
állapotátmenet-mátrix a „szeszélyes sztochasztikus szörfölő” barangolási mód-
szerét mutatja, akiε valószínűséggel nem az aktuális oldalról lép tovább, hanem
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szeszélyesen, véletlenszerűen választ az összes oldal közül. Ebben az új mo-
dellben a Markov-lánc irreducíbilis és aperiodikus lesz, hiszen az átmenetmátrix
főátlójában és mellékátlóiban csupa pozitív elem áll (lásd az 1.18. feladatot). Így
az 1.3. tétel alapján a Markov-lánc stabil lesz, és a tétel bizonyítását követő meg-
jegyzés szerint a határeloszlás minden tagja pozitív, tehát egyik oldal fontossága
sem nullázódik le.

1.5. Visszatér̋oség

Sajnos végtelen állapothalmaz esetén az irreducibilitás ésaz aperiodikusság
nem elég a stabilitáshoz. Ezt illusztrálja a következő példa:

1.8. példa. Tekintsük a következ̋o, az 1.1. tételben bevezetett jelölésekkel defi-
niált folyamatot:S legyen a nemnegatív egész számok halmaza,fWng független,
azonos eloszlású valószínűségi változók sorozata, melyek eloszlása:

P(Wn =�1) = 1
4
; P(Wn = 0) = 1

4
; P(Wn = 1) = 1

2
;

továbbáX0 � 0 ésH(x;w) = (x+w)+, azaz

Xn+1 = (Xn+Wn+1)+ (n= 0;1;2; : : :):
Szavakban a folyamat működése így írható le:Xn-ből 1

2 valószínűséggel felfelé
lépünk egyet,14 valószínűséggel ugyanott maradunk és1

4 valószínűséggel lefelé
lépünk, ha tudunk. Az 1.1. tétel értelmébenfXng homogén Markov-lánc, melynek
átmenetmátrixa

ΠΠΠ =
0BBBBBBB�

1
2

1
2 0 0 0 : : :

1
4

1
4

1
2 0 0 : : :

0 1
4

1
4

1
2 0 : : :

0 0 1
4

1
4

1
2 : : :

...
...

...
...

...
. . .

1CCCCCCCA :
Mivel ΠΠΠ főátlójában és két szomszédos mellékátlójában minden elem pozitív,
azért az 1.18. feladatban mondottakra tekintettel a lánc irreducíbilis és aperio-
dikus. Meg fogjuk mutatni, hogy mindeni 2 S-re lim

n!∞
p(n)i = 0, ami ekvivalens

azzal (lásd az 1.31. feladatot), hogy mindeni 2 S-re lim
n!∞

∑i
j=0 p(n)j = 0. Vegyük

észre, hogy∑i
j=0 p(n)j = P(Xn � i), így az utóbbi valószínűség becslésével kell

foglalkoznunk. Ha bevezetjük aZn = ∑n
i=1Wi jelölést, akkor egyszerűen látható,
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hogy Zn � Xn, így azfXn � ig esemény maga után vonja afZn � ig eseményt,
azaz

P(Xn � i)� P(Zn � i):
Mivel E(Zn) = nE(W1) = n1

4, ezért

P(Zn � i) = P
�
Zn� n

4 � i� n
4

�== P
�
Zn�E(Zn)� i� n

4

�== P
�

1
nZn�E

�
1
nZn
�� i

n� 1
4

�:
Ha n > 4i, akkor i

n � 1
4 < 0, tehát az

�
1
nZn�E

�
1
nZn
�� i

n� 1
4

	
esemény maga

után vonja az
���1

nZn�E
�

1
nZn
���� �� i

n� 1
4

��	 eseményt, és így

P(Zn � i)� P
���1

nZn�E
�

1
nZn
���� �� i

n� 1
4

���� σ2
�

1
nZn
��

i
n� 1

4

�2 ;
ahol az utolsó lépésnél a Csebisev-egyenlőtlenséget alkalmaztuk. Ugyanakkor afWng sorozat független és azonos eloszlású, tehát azt kaptuk, hogy

P(Xn � i)� P(Zn � i)� 1
n2 nσ2(W1)�

i
n� 1

4

�2 = 11
16

n
�

i
n� 1

4

�2 : (1.13)

(1.13) igaz mindenn> 4i-re és jobb oldalan! ∞ esetén0-hoz tart, így a bal is,
tehát lim

n!∞
P(Xn � i) = 0, amib̋ol következik, hogy a lánc nem stabil.

Ahhoz, hogy végtelen állapotú Markov-láncok stabilitására jól kezelhet̋o kri-
tériumot kapjunk, újabb fogalmakat kell tehát bevezetnünk. Legyen f (n)i j annak a
valószínűsége, hogy azi állapotból indítva a lánc pontosan azn-edik lépésben jut
el először aj állapotba, azaz

f (n)i j = P(Xn = j ;Xk 6= j ;1� k< n j X0 = i); (n� 1; i; j 2 S)
és definíció szerint legyenf (0)i j = 0 (i; j 2S). Nyilvánvaló, hogy mindeni; j 2S-re

és mindenn-re f (n)i j � p(n)i j .

1.9. példa. Az 1.1. példában azf (n)01 valószínűségek a következőképpen alakul-

nak: f (1)01 = p, f (2)01 = (1� p)p, f (3)01 = (1� p)2p, . . . , f (n)01 = (1� p)n�1p.

Vezessük be továbbá ap(0)i j jelölést a 0-lépéses átmenetvalószínűségre, ennek ér-
téke értelemszerűen 1, hai = j és 0, hai 6= j .
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1.3. lemma. Az előbb bevezetett jelölésekkel mindeni; j 2 S-re ésn� 1-re

p(n)i j = n

∑
k=1

f (k)i j p(n�k)
j j :

BIZONYÍTÁS : Írjuk fel p(n)i j -et a teljes valószínűség tételével az alábbi teljes
eseményrendszer felhasználásával:

Ak = fX1 6= j ;X2 6= j ; : : : ;Xk�1 6= j ;Xk = jg (k= 1; : : : ;n�1);
An = fXl 6= j (l = 1; : : : ;n�1)g :

Ekkor

p(n)i j = P(Xn = j j X0 = i) == n

∑
k=1

P(Xn = j ;Ak j X0 = i) =
= n�1

∑
k=1

P(Xn = j j Ak;X0 = i)P(Ak j X0 = i)+P(Xn = j ;An j X0 = i) =
= n�1

∑
k=1

P(Xn = j j Xk = j)P(Xk = j ;Xl 6= j (l = 1; : : : ;k�1) j X0 = i)++P(Xn = j ;Xl 6= j (l = 1; : : : ;n�1) j X0 = i) == n�1

∑
k=1

p(n�k)
j j f (k)i j + f (n)i j =

= n

∑
k=1

f (k)i j p(n�k)
j j ;

ahol felhasználtuk a Markov-tulajdonságot.
A bizonyításban definiáltAk események páronkénti kizáróságát felhasználva

egyszerűen belátható, hogy annak a valószínűsége, hogy alánc azi állapotból
indítva valamikor eljut aj állapotba, éppen azf (n)i j -ek összege, azaz

P(Xn = j valamelyn� 1-re j X0 = i) = ∞

∑
n=1

f (n)i j : (1.14)

Ha a láncoti-ből indítjuk és egy valószínűséggel előfordul kés̋obb is azi álla-
pot, akkor azt mondhatjuk, hogy a lánc biztosan visszatéri-be és ez indokolja a
következ̋o definíciót:
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1.9. definíció. Az i 2 Sállapototvisszatér̋onek nevezzük, ha
∞

∑
n=1

f (n)ii = 1;
ésnem visszatér̋onek, ha

∞

∑
n=1

f (n)ii < 1:
1.10. definíció.EgyX Markov-láncotvisszatér̋onek nevezünk, ha minden álla-
pota visszatér̋o, ésnem visszatér̋onek, ha minden állapota nem visszatérő.

1.4. tétel. Az i 2 Sállapot akkor és csak akkor visszatérő, ha
∞

∑
n=0

p(n)ii = ∞: (1.15)

Az i 2 Sállapot pontosan akkor nem visszatérő, ha
∞

∑
n=0

p(n)ii < ∞: (1.16)

BIZONYÍTÁS : A tételt belátjuk, ha megmutatjuk, hogy egyi visszatér̋o állapotra
(1.15), nem visszatérő állapotra pedig (1.16) áll fenn. Vezessük be az

aN = N

∑
n=0

p(n)ii (N� 0)
jelölést, ezt használva az 1.3. lemma alapján

aN = p(0)ii + N

∑
n=1

p(n)ii =
= 1+ N

∑
n=1

n

∑
k=1

f (k)ii p(n�k)
ii =

= 1+ N

∑
n=1

N

∑
k=1

f (k)ii p(n�k)
ii Ifk�ng =

= 1+ N

∑
k=1

 
f (k)ii

N

∑
n=1

p(n�k)
ii Ifk�ng!=

= 1+ N

∑
k=1

 
f (k)ii

N

∑
n=k

p(n�k)
ii

!=
= 1+ N

∑
k=1

 
f (k)ii

N�k

∑
n=0

p(n)ii

! ;
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azaz

aN = 1+ N

∑
k=1

f (k)ii aN�k: (1.17)

Az faNg sorozat monoton növekedő és konvergál∑∞
n=0 p(n)ii -hez, amelyet ezután

a-val jelölünk, és amely lehet+∞ is.
Tekintsük el̋oször a visszatérő esetet és indirekt módon tegyük fel, hogya

véges. (1.17) alapján mindenN�M � 1-re

aN � 1+ M

∑
k=1

f (k)ii aN�k;
amib̋ol mindkét oldalN szerinti határértékét véve mindenM � 1-re

a� 1+a
M

∑
k=1

f (k)ii :
EnnekM ! ∞ szerinti határértékére a visszatérőség miatt

a� 1+a;
ami ellentmonda végességének, tehát indirekt feltételünk nem lehet igaz, vagyis
a= ∞.

Most tegyük fel, hogyi nem visszatér̋o. faNg monoton növekedéséből és
az (1.17) egyenletb̋ol következik, hogy

aN � 1+aN

N

∑
k=1

f (k)ii ;
tehát átrendezve és határértéket véve

a� 1

1� ∞
∑

k=1
f (k)ii

< ∞:
1.5. tétel. X irreducíbilis Markov-lánc esetén a visszatérő és a nem visszatérő
tulajdonságok öröklődők.

BIZONYÍTÁS : Használjuk az 1.2. tétel bizonyításának a jelöléseit. Ekkor (1.7)
miatt

∞

∑
n=0

p(n+r+s)
j j � ab

∞

∑
n=0

p(n)kk :
Ebb̋ol az el̋oző tétel alkalmazásával következik, hogy hak visszatér̋o, akkor j is
az, és haj nem visszatér̋o, akkork sem az.
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1.6. tétel. Ha azX Markov-lánc irreducíbilis és nem visszatérő, akkor minden
i; j 2 S-re

lim
n!∞

p(n)i j = 0:
BIZONYÍTÁS : Az irreducibilitás miatt létezikr � 1 úgy, hogyp(r)ji = a> 0, tehát
mindenn> r-re

p(n)j j � p(r)ji p(n�r)
i j = ap(n�r)

i j :
Ebb̋ol mindkét oldalt összegezve

∞

∑
n=r+1

p(n)j j � a
∞

∑
n=r+1

p(n�r)
i j :

A bal oldal j nem visszatér̋osége miatt (1.16) alapján véges, tehát

∞

∑
n=1

p(n)i j < ∞:
De ha ez a sor konvergens, akkorp(n)i j 0-hoz tart, és ezt akartuk megmutatni.

Visszatér̋o Markov-láncra nemcsak az igaz, hogy egy valószínűséggelvisz-
szatér a kiindulási állapotába, hanem az is, hogy egy valószínűséggel eljut bár-
melyik állapotába. Emlékezzünk vissza, hogy annak a valószínűsége, hogy a
Markov-lánc azi állapotból indulva eljut aj állapotába (1.14) szerint azf (n)i j va-
lószínűségek összege.

1.4. lemma. Ha azXMarkov-lánc irreducíbilis és visszatérő, akkor mindeni; j 2
S-re

∞

∑
n=1

f (n)i j = 1:
BIZONYÍTÁS : Legyen

f �i j = ∞

∑
n=1

f (n)i j ;
akkor a visszatérőség definíciója miatt mindenj 2 S-re

f �j j = 1: (1.18)

Láttuk, hogyf �i j éppen annak a valószínűsége, hogyi-ből indítva a láncot valami-
kor eljut j-be, és így

f �i j � 1: (1.19)
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Írjuk fel f �i j -ot részletesebben!

f �i j = ∞

∑
n=1

f (n)i j = f (1)i j + ∞

∑
n=2

∑
k2S
k6= j

pik f (n�1)
k j =

= pi j + ∞

∑
n=2

 
∑
k2S

pik f (n�1)
k j � pi j f (n�1)

j j

!=
= pi j � ∞

∑
n=2

pi j f (n�1)
j j + ∞

∑
n=2

∑
k2S

pik f (n�1)
k j =

= pi j � pi j

∞

∑
n=1

f (n)j j + ∑
k2S

pik

 
∞

∑
n=1

f (n)k j

!== pi j (1� f �j j )+ ∑
k2S

pik f �k j = ∑
k2S

pik f �k j; (1.20)

ahol az utolsó lépésnél felhasználtuk az (1.18) egyenlőséget. Az irreducibilitás
miatt létezikN � 1 úgy, hogyp(N)ji > 0, ekkor az (1.20) képletet ismételten alkal-
mazva azt kapjuk, hogy

f �j j = ∑
k2S

p jk f �k j = ∑
k2S

p jk

 
∑
l2S

pkl f
�
l j

!= ∑
l2S

p(2)jl f �l j = : : := ∑
t2S

p(N)jt f �t j ;
ahonnan (1.18) és (1.19) felhasználásával

1= f �j j = ∑
t2S

p(N)jt f �t j � p(N)ji f �i j +∑
t2S
t 6=i

p(N)jt = p(N)ji f �i j +1� p(N)ji = 1+ p(N)ji ( f �i j �1):
Ha itt f �i j < 1 lenne, akkorp(N)ji > 0 miatt ellentmondást kapnánk.

Bizonyítás nélkül közöljük, hogy hai visszatér̋o állapot, akkori-ből indítva
a láncot nemcsak az igaz, hogy egy valószínűséggel visszatér i-be, hanem egy
valószínűséggel végtelen sokszor is visszatér. Ha pedigj nem visszatér̋o, akkor
j-ből a lánc egy valószínűséggel csak véges sokszor tér visszaj-be.

Belátható, hogy véges állapotú Markov-láncnak mindig van legalább egy visz-
szatér̋o állapota, tehát ha irreducíbilis is, akkor visszatérő is.

1.6. Végtelen állapotú Markov-láncok stabilitása

A véges állapotú Markov-láncokhoz hasonlóan végtelen állapothalmaz esetén
is vizsgálható a stabilitás az átmenetvalószínűségek alapján. Ebben az eset-

ben is teljesül a következő tétel, amelyet véges esetben be is bizonyítottunk.
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1.7. tétel. Az XMarkov-lánc akkor és csak akkor stabil, ha mindeni; j 2 S-re a

lim
n!∞

p(n)i j = p̃ j

határérték létezik, függetleni-től minden j 2S-re ésfp̃ jg eloszlást ad meg. Stabil
láncrap̃ j = p j .

Az 1.7. tétel szemléletesen azt jelenti, hogy stabil Markov-lánc esetén aΠΠΠ(n)
(azaz (1.4) alapján aΠΠΠn) mátrix konvergál egy olyan mátrixhoz, amelynek minden
sora megegyezik aP(∞) vektorral.

Az 1.7. tétel és (1.4) miatt a stabilitás levezethető egyedül aΠΠΠ mátrixból. Bi-
zonyítás nélkül közöljük, hogy aP(∞) határeloszlás végtelen esetben is megoldja
a

P= PΠΠΠ (1.21)

egyenletet.

1.8. tétel. Ha aP(∞) határérték létezik és független a kezdeti eloszlástól, akkor
az vagy azonosan0, vagy eloszlás. Ez utóbbi esetbenP(∞) az (1.21) egyenlet
egyértelmű olyan megoldása, amely eloszlás.

1.10. példa.Egyszerűen látható, hogy a következő átmenetvalószínűség-mátrix-
szal jellemezhető Markov-láncra létezik aP(∞) határérték, függetlenP(0)-tól és
azonosan0 (azaz a lánc nem stabil):

ΠΠΠ =
0BBBBB�

0 1 0 0 0 : : :
0 0 1 0 0 : : :
0 0 0 1 0 : : :
0 0 0 0 1 : : :
...

...
...

...
...

. ..

1CCCCCA :
Ha azX Markov-lánci 2 S állapota visszatérő, akkor azf (n)ii feltételes való-

színűségek valószínűségi eloszlást definiálnak a pozitív egész számok halmazán,
ezt az eloszlást a visszatérési idő eloszlásának nevezzük. A visszatérési idő el-
oszlásának várható értéke, az átlagos visszatérési idő fontos szerepet játszik a
továbbiakban.

1.11. definíció.Az i 2 Sállapototpozitív visszatér̋onek nevezzük, ha visszatérő
és az átlagos visszatérési idő véges, azaz

mi = ∞

∑
n=1

n f (n)ii < ∞;
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ésnulla visszatér̋onek, ha visszatérő és

mi = ∞:
1.12. definíció.Az X Markov-láncotpozitív visszatér̋onek (illetvenulla vissza-
térőnek) nevezzük, ha minden állapota pozitív visszatérő (illetve nulla visszatér̋o).

Markov-láncok határeloszlására vonatkozóan fő tételünk a következ̋o:

1.9. tétel. Ha azX Markov-lánc irreducíbilis, aperiodikus és visszatérő, akkor
mindeni; j 2 S-re

lim
n!∞

p(n)i j = 1
mj

:
Tehát ha aj állapot pozitív visszatérő, akkor a határeloszlásbanp j > 0, ha

pedig j nulla visszatér̋o, akkor a határeloszlásbanp j = 0.

1.10. tétel.X irreducíbilis, aperiodikus és visszatérő Markov-lánc esetén a pozi-
tív visszatér̋o és a nulla visszatérő tulajdonságok öröklődők.

BIZONYÍTÁS : Használjuk ismét az 1.2. tétel bizonyításának a jelöléseit. Ekkor

p(n+r+s)
j j � abp(n)kk ; (1.22)

ahonnan következik, hogy hak pozitív visszatér̋o, akkor az 1.9. tétel miatt (1.22)
jobb oldala egy pozitív számhoz tart, ezért a bal oldal sem tarthat 0-hoz, tehátj is
pozitív visszatér̋o. Ha j nulla visszatér̋o, akkor (1.22) bal oldala 0-hoz tart, tehát
a jobb oldal is 0-hoz tart, ezértk is nulla visszatér̋o.

Eddigi eredményeinket a következőképpen foglalhatjuk össze:

1.11. tétel. Ha azX Markov-lánc irreducíbilis és aperiodikus, akkor két eset le-
hetséges:

Pozitív visszatér̋o eset: a lánc stabil, mégpedig mindeni; j 2 S-re

lim
n!∞

p(n)i j

létezik, függetleni-től és pozitív, továbbá a határérték egy eloszlás.

Nem visszatér̋o vagy nulla visszatér̋o eset: a lánc nem stabil, mégpedig minden
i; j 2 S-re

lim
n!∞

p(n)i j = 0:
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Mindkét esetben igaz, hogy mindeni 2 S-re és minden kezdeti eloszlásra

lim
n!∞

p(n)j = lim
n!∞

p(n)i j :
Az 1.11. tétel szerint a stabilitást a következő három tulajdonság garantálja

együttesen (tehát ezek fennállta elégséges feltétel a stabilitásra):� irreducibilitás,� aperiodicitás,� pozitív visszatér̋oség.

1.7. Foster-kritérium

EgyX homogén Markov-lánc stabilitására az 1.11. tétel ad elégséges feltételt.
Az ott megkívánt tulajdonságok közül az irreducibilitást és az aperiodikussá-

got általában könnyebben, míg a pozitív visszatérőséget nehezen lehet ellenőrizni.
A tétel jelent̋osége, hogy amennyiben egy irreducíbilis és aperiodikus Markov-
lánc esetén léteziki; j 2 Súgy, hogyp(n)i j nem 0-hoz tart, akkor az a lánc pozitív
visszatér̋o, tehát stabil is. Ezt a tétel végén mondottak alapján úgy ismegfogal-
mazhatjuk, hogy ha egy irreducíbilis és aperiodikus Markov-láncnak van legalább
egy állapota, melynek valószínűsége nem 0-hoz tart, akkoraz a lánc stabil.

A továbbiakban Foster egy eredményét mutatjuk meg, amely egy elégséges
feltételt ad a stabilitásra, és amelynek bizonyítása az előző megjegyzésre épül.

1.12. tétel (Foster-kritérium). Legyen azX Markov-lánc irreducíbilis és aperi-
odikus. Tegyük fel, hogy léteznekI � 0, C> 0 ésd > 0 számok úgy, hogyk� I
esetén

E(Xn+1 j Xn = k)�C; (1.23)

ésk> I esetén
E(Xn+1 j Xn = k)� k�d: (1.24)

Ekkor a lánc stabil.

BIZONYÍTÁS : A feltételek miatt tetsz̋olegesi 2 S-re a teljes várható érték tételé-
nek alkalmazásával

E(Xn+1 j X0 = i) = E
�
Xn+1IfX0=ig�
P(X0 = i) =

= ∞

∑
k=0

E
�
Xn+1IfXn=k;X0=ig�

P(X0 = i) =
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= ∞

∑
k=0

E
�
Xn+1IfXn=k;X0=ig�

P(Xn = k;X0 = i) P(Xn = k j X0 = i) =
= ∞

∑
k=0

E(Xn+1 j Xn = k;X0 = i)P(Xn = k j X0 = i) =
= I

∑
k=0

E(Xn+1 j Xn = k)P(Xn = k j X0 = i)+
+ ∞

∑
k=I+1

E(Xn+1 j Xn = k)P(Xn = k j X0 = i)�
� I

∑
k=0

CP(Xn = k j X0 = i)+
+ ∞

∑
k=I+1

(k�d)P(Xn = k j X0 = i) =
= I

∑
k=0

(C�k+d)P(Xn = k j X0 = i)+
+ ∞

∑
k=0

(k�d)P(Xn = k j X0 = i)�� (C+d)P(Xn � I j X0 = i)++E(Xn j X0 = i)�d: (1.25)

Ha be tudjuk látni, hogyP(Xn � I j X0 = i) határértéke pozitív, akkor létezik egy

0� j � I állapot, melyre lim
n!∞

p(n)i j > 0 és az el̋ozőekben mondottak miatt a lánc

stabil.
Indirekt módon tegyük fel, hogyP(Xn � I j X0 = i) határértéke 0, ekkorε =

d=2(C+d)> 0-hoz létezikN úgy, hogy mindenn> N-re

P(Xn � I j X0 = i)< d
2(C+d) ;

azaz (C+d)P(Xn � I j X0 = i)�d <�d
2
:

Ezt az (1.25) egyenlőtlenségbe helyettesítve mindenn> N-re

E(Xn+1 j X0 = i)� E(Xn j X0 = i)� d
2
;

ahold=2> 0, ebb̋ol viszont következik, hogy lim
n!∞

E(Xn j X0 = i) =�∞, amiXn�
0 miatt lehetetlen. Ezzel beláttuk, hogyP(Xn � I j X0 = i) határértéke nem lehet
0, és a bizonyítást befejeztük.
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1.8. Ergodicitás

Gondoljunk a fejezet elején bevezetett tömegkiszolgálási rendszerre. Tételez-
zük fel, hogy a rendszerben azn-edik időszelet végén lév̋o igényekXn száma

homogén Markov-láncot alkot. Ha azfXng lánc stabil, azaz a
n

p(n)i = P(Xn = i)o
valószínűség-eloszlásnak van egy egyértelműfpig határeloszlása, és ezt ki is tud-
juk számolni vagy közelítőleg meg tudjuk határozni, akkor a rendszer viselke-
désér̋ol sok dolgot megállapíthatunk. Előfordulhat viszont, hogy a stabilitás té-
nyét egyszerűen igazolhatjuk (pl. a Foster-kritériummal), de a határeloszlás ki-
számolása nehézségekbe ütközik. Ilyen esetekben jó lenne tudni, hogy azfXng
lánc értékeinek megfigyeléséből tudunk-e következtetni a határeloszlás tagjainak
nagyságára vagy a határeloszlás várható értékére. Vagyis igaz-e az, hogy azS
állapothalmaz egyA részhalmazára az

1
n

n�1

∑
i=0

IfXi2Ag
relatív gyakoriság konvergál a

∑
k2A

pk

valószínűséghez, vagy az
1
n

n�1

∑
i=0

Xi

átlag konvergál a határeloszláshoz tartozó várható értékhez, azaz a

∞

∑
k=0

kpk

számhoz.
Az ellenkez̋o irányú feladatkitűzésnek is van gyakorlati jelentősége. Tegyük

fel, hogyA az állapotok egy olyan halmaza, mely a kiszolgáló rendszer „rossz”
állapotait tartalmazza (például ha a rendszerben bentlévő igények száma nagy, ak-
kor sokat kell egy új igénynek várakoznia), és valamilyen módon kiszámítottuk,
hogy a határeloszlás szerintA-nak kicsi a valószínűsége. Ez a felhasználó szá-
mára nem mond túl sokat,őt az érdekli, hogy a szolgáltatás tömeges (sokszori)
igénybevétele esetén milyen arányban kap „rossz” szolgáltatást, azaz mekkora a
„rossz” állapotok relatív gyakorisága. Ha ez a relatív gyakoriság konvergál a ha-
táreloszlás szerinti valószínűséghez, akkor ez az érték már a felhasználó számára
is jelent̋oséggel bír.



36 1. DISZKRÉT IDEJŰ MARKOV-LÁNCOK

Ilyen jellegű, a nagy számok törvényével analóg tulajdonságok teljesülésekor
a folyamatot ergodikusnak nevezzük. Az ergodicitás vizsgálata el̋ott vegyük észre,
hogy itt nem számsorozatok, hanem valószínűségi változóksorozatának konver-
genciájáról van szó. Először ennek különböző típusaiba engedünk betekintést.

1.13. definíció.Az fYng valószínűségi változók sorozataegy valószínűséggel(vagy
majdnem mindenütt) konvergál azY valószínűségi változóhoz, ha

P
�

lim
n!∞

Yn =Y
�= 1:

Például a nagy számok erős törvénye azt állítja, hogy ha azYn valószínűségi vál-
tozók teljesen függetlenek és azonos eloszlásúak, továbbáE(Yn) létezik, akkor

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

Yi = E(Y0) egy valószínűséggel:
1.14. definíció.Az fYng valószínűségi változók sorozatasztochasztikusan(vagy
valószínűségben) konvergál azY valószínűségi változóhoz, ha mindenε > 0-ra

lim
n!∞

P(jYn�Yj> ε) = 0:
Erre illusztráció a nagy számok gyenge törvénye, amely azt mondja ki, hogy ha
azYn valószínűségi változók teljesen függetlenek és azonos eloszlásúak, továbbá
E(Yn) létezik, akkor

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

Yi = E(Y0) sztochasztikusan:
Bizonyítás nélkül közöljük, hogy az egy valószínűségű konvergencia maga után
vonja a sztochasztikus konvergenciát, így a nagy számok gyenge törvényének itt
ismertetett alakja következik a nagy számok erős törvényéb̋ol, ez magyarázza el-
nevezésüket.

1.15. definíció.Az fYng valószínűségi változók sorozataL1-ben konvergál azY
valószínűségi változóhoz, ha

lim
n!∞

E(jYn�Yj) = 0:
1.5. lemma. HaYn !Y L1-ben, akkorYn !Y sztochasztikusan is.

BIZONYÍTÁS : A Markov-egyenl̋otlenség alapján mindenε > 0-ra

P(jYn�Yj> ε)� E(jYn�Yj)
ε

;
és a jobb oldal a feltétel szerint 0-hoz tart, tehát a bal is.
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1.16. definíció.Az fYng valószínűségi változók sorozataL2-ben (vagy négyzetes
középben) konvergál azY valószínűségi változóhoz, ha

lim
n!∞

E
�(Yn�Y)2

�= 0:
1.6. lemma. HaYn !Y L2-ben, akkorYn !Y L1-ben is és sztochasztikusan is.

BIZONYÍTÁS : Mivel mindenZ valószínűségi változóraE
�
Z2
�� E(Z)2, ezért

E(jYn�Yj)�rE
�(Yn�Y)2

�;
itt a jobb oldal 0-hoz tart, tehát a bal is. A sztochasztikus konvergencia az 1.5.
lemmából következik.

Ezek után térjünk rá az ergodicitás fogalmának definiálására. Az er̋os ergodi-
citás általános értelemben sztochasztikus folyamatoknakegy olyan tulajdonsága,
mely garantálja a nagy számok erős törvényének teljesülését. Erősen stacionáriusfYng folyamat esetén ez azt jelenti, hogy

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

f (Yi;Yi+1; : : : ;Yi+N�1) = E( f (Y0;Y1; : : : ;YN�1)) (1.26)

egy valószínűséggel minden pozitívN-re és minden olyanN-változós f függ-
vényre, melyre a fenti várható érték véges. Ha az egy valószínűségű konvergen-
cia helyett az (1.26) egyenletben csak sztochasztikus konvergencia teljesül, akkor
gyenge ergodicitásról beszélünk. Az ergodicitás fogalmának nem stacionárius fo-
lyamatokra való értelmezésekor óvatosan kell eljárnunk, hiszen nem biztos, hogy
az egydimenziós eloszlások várható értékei megegyeznek.

1.17. definíció.A diszkrét idejűfYng folyamatot valamelyp� 1-re Lp-ben gyen-
gén ergodikusnak nevezzük, ha valamelym-re

lim
n!∞

E

 �����1n n�1

∑
i=0

Yi �m

�����p!= 0:
Általában ap = 1 vagy p = 2 értéket szokták vizsgálni, például azL1-ben való
gyenge ergodicitás azt jelenti, hogy azYi-k átlagaL1-ben konvergál azm kons-
tanshoz.

Először nézzük meg gyengén stacionárius folyamatok ergodicitását!
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1.18. definíció.Egy diszkrét idejűfYng sztochasztikus folyamatotgyengén sta-
cionáriusnak nevezünk, ha mindenn-reE

�
Yn

2
�< ∞,

E(Yn) = E(Y0)
és mindeni-re ésj-re

cov(Yi ;Yj) = E((Yi �E(Yi))(Yj �E(Yj))) = Ri� j ;
azaz a kovariancia csak az indexek különbségétől függ. Rk-t kovarianciafügg-
vénynek hívjuk (annak ellenére, hogy ez esetünkben egy számsorozat).

Gyengén stacionárius folyamatok esetén egyszerű azL2-ben való gyenge ergodi-
citást vizsgálni a következő tétel alapján:

1.13. tétel. Gyengén stacionáriusfYng folyamatra, ha

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

Ri = 0; (1.27)

akkor

lim
n!∞

E

0������1n n�1

∑
i=0

Yi �E(Y0)�����21A= 0: (1.28)

A bizonyításhoz szükségünk lesz egy később is jól használható segédeszközre.

1.7. lemma (Toeplitz-lemma).Haain � 0 (i;n= 0;1;2; : : :), mindenn-re

∞

∑
i=0

ain < ∞;
és

lim
n!∞

∞

∑
i=0

ain = a< ∞

úgy, hogy minden rögzítetti-re

lim
n!∞

ain = 0; (1.29)

akkor lim
n!∞

bn = b esetén

lim
n!∞

∞

∑
i=0

ainbi = ab:
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BIZONYÍTÁS : Legyen
B= sup

n�0
jbn�bj;

A= sup
n�0

∞

∑
i=0

ain;
és egyε > 0-raN olyan, hogy

sup
n>N

jbn�bj< ε:
Ekkor az (1.29) feltételb̋ol következik, hogy

lim
n!∞

N

∑
i=0

ain = 0;
tehát létezik olyanM1, hogyn�M1-re

N

∑
i=0

ain < ε:
Legyen továbbáM2 olyan nagy, hogyn�M2-re����� ∞

∑
i=0

ain�a

�����< ε:
Ekkor mindenn�max(M1;M2)-re����� ∞

∑
i=0

ainbi �ab

����� = ����� ∞

∑
i=0

ainbi � ∞

∑
i=0

ainb+ ∞

∑
i=0

ainb�ab

������� ����� ∞

∑
i=0

ain(bi �b)�����+ �����b ∞

∑
i=0

ain�a

!������� ∞

∑
i=0

ainjbi �bj+ jbj ����� ∞

∑
i=0

ain�a

�����== N

∑
i=0

ainjbi �bj+ ∞

∑
i=N+1

ainjbi �bj+ jbj ����� ∞

∑
i=0

ain�a

������� Bε+Aε+ jbjε == (B+A+ jbj)ε;
ahol(B+A+ jbj) nemnegatív konstans.



40 1. DISZKRÉT IDEJŰ MARKOV-LÁNCOK

AZ 1.13.TÉTEL BIZONYÍTÁSA : Legyenm= E(Y0) és vezessük be az

Sn = 1
n

n�1

∑
i=0

Ri

jelölést. Ekkor (1.27) miatt
lim
n!∞

Sn = 0: (1.30)

Továbbá

E

0������1n n�1

∑
i=0

Yi �m

�����21A = E

0� 1
n

n�1

∑
i=0

(Yi �m)!2
1A=

= 1
n2

n�1

∑
i=0

n�1

∑
j=0

E((Yi �m)(Yj �m)) =
= 1

n2

n�1

∑
i=0

n�1

∑
j=0

R j�i =
= R0

n
+ 2

n2

n�2

∑
i=0

n�1

∑
j=i+1

R j�i =
= R0

n
+ 2

n2

n�1

∑
k=1

(n�k)Rk: (1.31)

R0 = σ2(Y0)< ∞ miatt (1.31) els̋o tagja 0-hoz tart. A második tagra

2
n2

n�1

∑
k=1

(n�k)Rk = 2
n2

n�1

∑
k=1

(n�k)((k+1)Sk+1�kSk) =
= 2

n2

 
n

∑
k=2

(n�k+1)kSk� n�1

∑
k=1

(n�k)kSk

!=
= 2

n2nSn� 2
n2(n�1)S1++ 2

n2

n�1

∑
k=2

((n�k+1)k� (n�k)k)Sk =
= 2

n
Sn� 2(n�1)

n2 R0+ 2
n2

n�1

∑
k=2

kSk: (1.32)

(1.32) els̋o tagja (1.30) miatt 0-hoz tart, második tagjában pedig R0 = σ2(Y0), így
az is konvergál 0-hoz. A harmadik tag a Toeplitz-lemma miatttart 0-hoz (lásd
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az 1.47. feladatot), tehát (1.31) minden tagja 0-hoz konvergál és így azYi-k átlaga
tart a közös várható értékhezL2-ben.

Ennyi kitér̋o után térjünk rá a Markov-láncok gyenge ergodicitásának vizsgá-
latára. A fentiekt̋ol két ponton térünk el: egyrészt azX Markov-lánc nem staci-
onárius még gyengén sem, csupán konvergál az eloszlása, másrészt nem akarjuk
feltenni, hogy a határeloszlás második momentuma véges, ezért itt a gyenge er-
godicitástL1-ben bizonyítjuk.

Egy homogénfXng Markov-lánc az 1.12. feladat alapján mindig definiálható
úgy, hogy megadjuk azX0 eloszlását, afWng független, azonos eloszlású soroza-
tot és aH(x;w) függvényt, továbbá

Xn+1 = H(Xn;Wn+1) (n� 0): (1.33)

1.19. definíció.Az X Markov-láncotmonoton típusúnak nevezzük, ha aH(x;w)
függvény minden rögzítettw-re azx változója szerint monoton növekedő, azaz
mindenx1 � x2-re ésw-re

H(x1;w)� H(x2;w):
Az X = fXng ésX0 = fX0

ng Markov-lánc (1.33) alakú előállítása legyen olyan,
hogy csak a kezdeti eloszlás különbözik, a gerjesztő fWng sorozat és aH(�; �)
függvény megegyezik. Ilyenkor (nem túl precíz szóhasználattal) azt fogjuk mon-
dani, hogy a két lánc azX két változata. HaX0 � X0

0 ésX monoton típusú, akkor
(1.33) alapján teljes indukcióval az is látható, hogy minden n-re

Xn � X0
n:

Ha azXn egy diszkrét idejű tömegkiszolgálási rendszerben azn-edik időegység
végén a kiszolgálóban lévő igények számát írja le, akkor józan feltételezés a mo-
notonitás, hiszen ez azt mondja, hogy ha a rendszer két példányából ez els̋oben
eredetileg kevesebb igény volt és ugyanúgy jönnek az igények mindkét kiszolgá-
lóhoz, akkor az els̋oben mindig legfeljebb annyi igény lesz, mint a másodikban.
Például az 1.5. példában leírt, evolúciós egyenlettel adott lánc monoton, hiszen
x1 � x2 esetén(x1�v)++y� (x2�v)++y.

1.14. tétel. X0 � 0 esetén tegyük fel, hogyX monoton típusú, irreducíbilis, ape-
riodikus és pozitív visszatérő Markov-lánc. Ekkor tetsz̋olegesk2 S-re

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

IfXi=kg = pk
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sztochasztikusan, aholfpkg a határeloszlás. Ha még ráadásul

∞

∑
k=0

kpk < ∞;
akkor

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

Xi = ∞

∑
k=0

kpk

sztochasztikusan.

A tétel els̋o állítását bizonyítjuk. Ehhez tekintsük először a következ̋o lemmát.

1.8. lemma. Az 1.14. tétel feltételei mellett legyenfXng ésfX0
ng azX Markov-

lánc két változata úgy, hogyX0 � 0, és azX0
0 eloszlása a stacionárius eloszlás

(amely megegyezik a határeloszlással). Ekkor

lim
n!∞

(Xn�X0
n) = 0

egy valószínűséggel és

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

IfX0
i =kg = pk

sztochasztikusan.

BIZONYÍTÁS : A feltétel alapjánX0 � X0
0, tehát a monotonitás miatt mindenn-re

Xn � X0
n. Ebb̋ol következik, hogy ha egyN-re X0

N = 0, akkor mindenn� N-re
Xn�X0

n = 0, hiszen a gerjesztő sorozat azonos. Ez azt jelenti, hogy az

AN = fX0
N = 0g

esemény maga után vonja a

BN = fXn = X0
n mindenn�N-reg

eseményt és így
∞[

N=1

AN � ∞[
N=1

BN:
De

∞[
N=1

BN = �létezikN : Xn = X0
n mindenn� N-re

	 ;
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és ez utóbbi eseményből viszont következik, hogy azXn�X0
n tart 0-hoz, tehát azt

kaptuk, hogy

P
�

lim
n!∞

(Xn�X0
n) = 0

�� P

 
∞[

N=1

fX0
N = 0g!:

Az els̋o állítást beláttuk, ha

P

 
∞[

N=1

fX0
N = 0g!= 1; (1.34)

ami az irreducibilitás és a visszatérőség miatt az 1.4. lemma alapján igaz (lásd
az 1.48. feladatot).

Mivel X0
0 eloszlása a stacionárius eloszlás, ezért az 1.22. feladat alapjánfX0

ng
erősen stacionárius, így az

�
IfX0

n=kg	 folyamat is er̋osen stacionárius (lásd az 1.49.
feladatot). IfX0

n=kg véges szórású, hiszen

E
��

IfX0
n=kg�2

�= E
�
IfX0

n=kg�= P(X0
n = k) = pk � 1;

amib̋ol az 1.45. feladat alapján következik
�

IfX0
n=kg	 gyenge stacionaritása is. A

kovarianciafüggvény határértékére

lim
n!∞

���E��IfX0
0=kg� pk

��
IfX0

n=kg� pk
�����== lim

n!∞

��P(X0
0 = k;X0

n = k)� pk
2
��== lim

n!∞

��P(X0
n = kjX0

0 = k)P(X0
0 = k)� pk

2
��== lim

n!∞
jP(X0

n = kjX0
0 = k)� pkj pk = 0

a stabilitásból következ̋oen. A kovarianciafüggvény tehát 0-hoz tart, így a Toeplitz-
lemma miatt a kovarianciák átlaga is 0-hoz konvergál. Ekkorviszont a gyenge
stacionaritást figyelembe véve alkalmazhatjuk az 1.13. tételt, amelyb̋ol

lim
n!∞

E

0������1n n�1

∑
i=0

IfX0
i =kg� pk

�����21A= 0;
tehát

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

IfX0
i =kg = pk
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négyzetes középben, amiből az 1.6. lemmára tekintettel következik a sztochaszti-
kus konvergencia.

AZ 1.14.TÉTEL BIZONYÍTÁSA : Nyilván

1
n

n�1

∑
i=0

IfXi=kg = 1
n

n�1

∑
i=0

IfX0
i =kg+ 1

n

n�1

∑
i=0

�
IfXi=kg� IfX0

i =kg� :
A jobb oldal els̋o tagja az 1.8. lemma miatt tartpk-hoz sztochasztikusan, míg a
második konvergál 0-hoz, mivel egy véletleni index után az összeg tagjai nullák.

1.9. Késleltetés

Egy diszkrét idejű tömegkiszolgálási rendszerről tegyük fel, hogy azn-edik
időegység végén a kiszolgálóban lévő igények számából alkotottfXng folya-

mat Markov-lánc, aholX0 � 0. Ha a lánc stabil, akkor a határeloszlás nagyn-re
közelít̋oleg megadja a sorhossz eloszlását illetve várható értékét, tehát a rendszer
tervez̋ojét, üzemeltet̋ojét érdekl̋o adatokat. A felhasználók persze nem erre kíván-
csiak, hanem arra, hogy egy igényt a rendszer átlagosan mennyi idő alatt dolgoz
fel. Szeretnénk kiszámítani tehát az igények átlagos késleltetését, pontosabban
annak az id̋onek a hosszú idejű átlagát, amit egy igény a rendszerben eltölt. Je-
lölje Dn az els̋o, második, . . . ,n-edik időegységben beérkezett igények összes
késleltetését ésRn az ugyanezen id̋oszeletekben beérkezett igények számát. Ha afDn=Rng valószínűségi változók sorozata sztochasztikusan konvergens, akkor az
átlagos késleltetés ennek a határértékeként definiálható,azaz

D̄ = lim
n!∞

Dn

Rn

sztochasztikusan.

1.15. tétel (Little-formula). Ha Y1;Y2; : : : az egymás utáni id̋oegységekben ér-
kez̋o igények száma, amelyről feltesszük, hogy független, azonos eloszlású so-
rozat, akkor

D̄ = E(X0
0)

E(Y1) ;
aholX0

0 eloszlása a határeloszlás.

Az 1.15. tétel további feltételek nélkül nem igaz minden sorbanállási mo-
dellre, de a legtöbbre igaz. Itt most egy szemléltetést adunk rá.
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-

6
�������� ����
n idő

igények
száma ���) εn

1.2. ábra. A késleltetés kiszámítása

Az els̋o n időegységben érkezett igények késleltetését úgy is megkaphatjuk,
hogy nem az egyes igények rendszerben töltött időit adjuk össze, hanem az egyes
időszeletekben késleltetett igények számát összegezzük időszakaszonként, azaz

Dn = n�1

∑
j=0

Xj + εn;
aholεn azn-edik időegység végén kiszolgálásra váróXn igény hátralév̋o késlelte-
tése (1.2. ábra).

Igen általános körülmények közöttεn-nek van határeloszlása és ekkor

lim
n!∞

εn

n
= 0 (1.35)

sztochasztikusan. Ha a

µ= lim
n!∞

1
n

Dn

és a

ν = lim
n!∞

1
n

Rn

sztochasztikus határértékek léteznek, akkor

D̄ = µ
ν
:

Mivel

Rn = n

∑
j=1

Yj ;
ezért a nagy számok gyenge törvényéből

ν = E(Y1):
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Másrészt az 1.14. tételben leírt monoton típusú, irreducíbilis, aperiodikus és pozi-
tív visszatér̋o Markov-láncra

µ= E(X0
0);

ahonnan a Little-formula már következik.
Az 1.15. tétel igazsága azon múlik, hogy (1.35) teljesül-e.Ezt általában úgy

ellen̋orzik, hogy megmutatjákεn gyenge ergodicitását, vagyis azt, hogy

1
n

n

∑
i=1

εi ! c< ∞

sztochasztikusan, valamilyenc-re. Ekkor ugyanis egyrészt

1
n

n

∑
i=1

εi � 1
n�1

n�1

∑
i=1

εi ! 0;
másrészt

1
n

n

∑
i=1

εi � 1
n�1

n�1

∑
i=1

εi = εn

n
+�1

n
� 1

n�1

� n

∑
i=1

εi ;
ahol tehát mindkét tag nullához tart.

1.10. Feladatok

1.1. feladat(�). Lássuk be az (1.1) egyenlőséget!

1.2. feladat(�). Bizonyítsuk be, hogy a Markov-tulajdonság ekvivalens a követ-
kez̋ovel: mindenm� 1-re,0� n0 < n1 < :: : < nm-re ésxn0; : : : ;xnm 2 S-re

P
�
Xnm = xnm j Xnm�1 = xnm�1; : : : ;Xn0 = xn0

�== P
�
Xnm = xnm j Xnm�1 = xnm�1

�
!

1.3. feladat(�). Bizonyítsuk be az (1.2) egyenlőséget!

1.4. feladat. Bizonyítsuk be az (1.4) állítást!

1.5. feladat. Tekintsük a

ΠΠΠ =0� 0 2
3

1
3

1 0 0
0 1

2
1
2

1A
átmenetmátrixszal megadott Markov-láncot. Mennyi aP(X2 = 1 j X0 = 2) kétlé-
péses átmenetvalószínűség értéke? MiX2 eloszlása, ha a Markov-láncot aP(0) =(1;0;0) eloszlásból indítjuk?
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1.6. feladat. Legyen a Markov-lánc átmeneti mátrixa a következő:

ΠΠΠ =0� 1=2 1=2 0
0 1=2 1=2
1 0 0

1A
Tegyük fel, hogyX0 eloszlása(0;1;0). Mi lesz azX3 eloszlása?

1.7. feladat. Tekintsük a három állapottal rendelkező Markov-láncot, melynek
átmeneti mátrixa

ΠΠΠ =0� 0:1 0:3 0:6
0:2 0:4 0:4
0:8 0:1 0:1

1A
Tegyük fel, hogy a lánc kiindulási állapotának eloszlása:P(X0 = 1) = 0:7,
P(X0 = 2) = 0:2, P(X0 = 3) = 0:1. Mi leszX1 eloszlása?

1.8. feladat. Szabályos dobókockával dobunk, és azt tartjuk számon, hogyaz
eddigi dobások közül mekkora a legnagyobb. Vagyisn dobás után a Markov-
láncunk aj állapotban van, ha az első n dobás során a legnagyobb dobott értékj .
Írd fel az átmenetvalószínűség-mátrixot! Mennyi aP(X2 = 4 j X0 = 3) kétlépéses
átmenetvalószínűség értéke?
Mi X2 eloszlása, ha a Markov-láncot aP(0) = (0;1;0;0;0;0) eloszlásból indítjuk?

1.9. feladat. LegyenX1; : : :Xn; : : : független azonos eloszlású valószínűségi vál-
tozók sorozata,P(Xn = 0) = 1=2, P(Xn = 1) = 1=2 eloszlással. LegyenYn =
X1 + : : :+Xn. Bizonyítsuk be, hogyfYng Markov tulajdonságú! Mi azYn el-
oszlása?

1.10. feladat. LegyenfXngMarkov-láncΠΠΠ átmenetvalószínűség-mátrixszal. Le-
gyenYn = Xkn. Bizonyítsuk be, hogyfYng is Markov-lánc és számítsd ki az
átmenetvalószínűség-mátrixát!

1.11. feladat(�). LegyenX0 valószínűségi változó, amely értékeit egy megszám-
lálható I halmazból veszi. LegyenY1;Y2; : : : független, a[0;1℄ intervallumon
egyenletes eloszlású valószínűségi változók sorozata. Tekintsük adottnak a kö-
vetkez̋o H függvényt:

H : I � [0;1℄! I ;
és definiáljukXn-et a következ̋o rekurzió szerint:

Xn+1 = H(Xn;Yn+1):
Bizonyítsuk be, hogyfXng Markov-lánc és fejezzük ki aΠΠΠ átmenetvalószínűségi
mátrixotH segítségével!
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1.12. feladat(�). Lássuk be az 1.1. tétel következő megfordítását: minden ho-
mogénX Markov-lánchoz létezikX0 2 S valószínűségi változó,fWng függet-
len, [0;1℄-en egyenletes eloszlású sorozat, amely függetlenX0-tól is és egyH :
S� [0;1℄! Skétváltozós függvény úgy, hogy az

Xn+1 = H(Xn;Wn+1) (n� 0)
rekurziótX0-ból indítvaX-et kapjuk!

1.13. feladat. Tekintsük azXn+1 = (Xn�1+Yn+1)+ sorozatot. Milyen feltéte-
lekkel lesz ez Markov-lánc? Mikor lesz homogén?

1.14. feladat. Tekintsük azXn+1 =Xn+Wn+1 mod 4 egyenlet által megadottfXng
Markov-láncot, ahol aWn sorozat egymástól ésX0-tol független, azonos eloszlású,
nemnegatív, egész értékű valószínűségi változókból áll(ciklikus bolyongás).Wn

milyen eloszlása esetén leszfXng stabil és mi leszfXng határeloszlása?

1.15. feladat. Lássuk be, hogy egy homogén Markov-lánci 2 Sállapotában való
tartózkodási ideje1� pii paraméterű geometriai eloszlású valószínűségi változó!

1.16. feladat. Bizonyítsuk be, hogy egy homogén Markov-lánc akkor és csak ak-
kor független és azonos eloszlású, ha az átmenetmátrixánaksorai egyformák és
egyenl̋oekP(0)-lal, a kezdeti eloszlással!

1.17. feladat. Döntsük el, hogy a megadott átmeneti mátrixszal rendelkező Mar-
kov-lánc irreducíbilis-e, illetve aperiodikus-e?

ΠΠΠ =
0BBBB�

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 p q 0
0 0 0 0 1
q 0 0 0 p

1CCCCA ;
ahol p 6= 0; q 6= 0; p+q= 1.

1.18. feladat. Bizonyítsuk be, hogy ha aΠΠΠ mátrix főátlójának és szomszédos két
mellékátlójának minden eleme pozitív, akkor a lánc irreducíbilis és aperiodikus!

1.19. feladat. Mutassuk meg a következőt: ha mindeni; j 2S-re, melyreji� j j=
1, igaz, hogy létezikni j > 0 úgy, hogyp

(ni j )
i j > 0, akkor a lánc irreducíbilis!

1.20. feladat. Irreducíbilis-e az 1.8. feladatban adott Markov-lánc? Aperiodikus-
e?

1.21. feladat. Bizonyítsuk be az (1.10) és (1.11) képletet!
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1.22. feladat. Mutassuk meg, hogy egy Markov-lánc akkor és csak akkor erősen
stacionárius, ha azonos eloszlású sorozat!

1.23. feladat. Bizonyítsuk be, hogy véges állapotú Markov-láncra a következ̋o
négy tulajdonság ekvivalens:� a lánc stabil;� mindeni; j 2 S-re lim

n!∞
p(n)i j létezik és nem függi-től;� minden j 2 S-re lim

n!∞
M(n)

j = lim
n!∞

m(n)
j ;� minden j 2 S-re lim

n!∞

�
M(n)

j �m(n)
j

�= 0!

1.24. feladat. Tekintsük a

ΠΠΠ =0BB� 1
2

1
2 0 0

1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

0 0 1
2

1
2

1CCA
átmenetvalószínűség-mátrixszal adott Markov-láncot. Mi a határeloszlása?

1.25. feladat. Tekintsük a következ̋o ΠΠΠ átmenetmátrix által megadott Markov
láncot. Stabil-e ez a lánc?

ΠΠΠ =
0BBBBBB�

1=4 0 1=4 0 0 1=2
0 1=4 1=4 0 1=2 0
0 1=2 0 0 1=2 0

1=4 0 0 0 1=4 1=2
0 1=2 0 0 1=2 0
0 0 0 0 0 1

1CCCCCCA
1.26. feladat. Milyen p és q értékekre lesz stabil az alábbi átmenetmátrixszal
megadott Markov-lánc? Mi ekkor a határeloszlás?

ΠΠΠ =0� 0 1� p p
1 0 0
0 q 1�q

1A
1.27. feladat. Ha tegnap esett az eső, akkor legyenα annak a valószínűsége, hogy
ma is esni fog. Ha tegnap nem esett akkor annak a valószínűsége, hogy ma esni
fog legyenβ. Számítsuk ki az eső valószínűségének határeloszlását!
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1.28. feladat. Egy bolha egy háromszög csúcspontjain ugrál, úgy hogy minden
lehetséges ugrásnak ugyanakkora a valószínűsége. Mi annak a valószínűsége,
hogy az n-edik lépés után ugyanott lesz ahonnan indult?
Hogyan alakul ez a valószínűség, hogy ha a bolha kétszer akkora valószínűséggel
ugrik az óramutató járásával megegyező irányba, mint azzal ellentétesen?

1.29. feladat. Adjunk példát három állapotú nem stabil Markov-láncra!

1.30. feladat. Egy diák 3 könyvet tart a polcán. Minden reggel véletlenszerűen
kiválaszt egy könyvet a három közül, függetlenül a korábbi választásaitól. Annak
a valószínűsége, hogy azi-edik könyvet választjaαi , ahol0< αi < 1, i = 1;2;3.
Minden este a könyvet visszateszi a polc elejére. Jelöljükpn-nel annak valószínű-
ségét, hogy azn-edik reggelen a diák a könyveit az1;2;3 sorrendben találja. Add
meg apn valószínűségetn! ∞ esetén!

1.31. feladat. Bizonyítsuk be, hogy egy Markov-láncralim
n!∞

p(n)i = 0 akkor és

csak akkor teljesül mindeni 2 S-re, ha lim
n!∞

∑i
j=0 p(n)j = 0 mindeni 2 S-re!

1.32. feladat. Lássuk be, hogy mindenn� 0-ra ési; j 2 S-re f (n)i j � p(n)i j , továbbá
hogyn= 1 esetén a két mennyiség megegyezik!

1.33. feladat. Pozitív visszatér̋o-e az 1.8. feladatban adott Markov-lánc 1-es álla-
pota?

1.34. feladat. Tekintsük a

ΠΠΠ =� 1� p p
q 1�q

�
átmenetvalószínűség-mátrixszal adott bináris Markov-láncot, ahol0< p< 1, 0<
q < 1. Számítsuk ki a következő mennyiségeket:f (n)00 , f (n)11 , m0 = ∑∞

n=1n f (n)00 ,

m1 = ∑∞
n=1 n f (n)11 .

1.35. feladat. Tegyük fel, hogy az 1.26. feladatbanp ésq értékét úgy választot-
tuk, hogy a Markov-lánc stabil. Igaz-e, hogy ebben az esetben az1-es állapot
nulla visszatér̋o? Mekkora azm1 várható visszatérési idő?

1.36. feladat. Tekintsük a következ̋o állapotátmeneti mátrixszal adott végtelen
állapotú Markov láncot (véletlen bolyongás):pi;i�1 = p; pi;i+1 = q= 1� p min-
deni � 1-re, p0;0 = p; p0;1 = q= 1� p.
Bizonyítsuk be az alábbi állításokat:
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a) az állapotok nem visszatérők, hap 6= 1
2

b) az állapotok nulla-visszatérők, hap= 1
2

1.37. feladat. Tekintsük az adott átmenet mátrixú láncot.

ΠΠΠ =
0BBBB�

0 1 0 0 0
1=2 0 1=2 0 0
0 1=2 0 1=2 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

1CCCCA
Irreducíbilis-e a lánc? Aperiodikus-e a lánc? Pozitív visszatér̋o-e a lánc?

1.38. feladat. Bizonyítsuk be, hogy egy tetszőleges véges állapotú Markov-lánc-
nak nincs nulla visszatérő állapota, és nem lehet az összes állapota nem visszatérő!

1.39. feladat. Nagyesze professzor a vizsgaidőszak egy adott percébenp való-
színűséggel beír egy jegyet egy indexbe,1� p valószínűséggel pedig a titkárnőjé-
nek udvarol. Legyenq annak a valószínűsége, hogy egy adott percben egy újabb
jegyre éhes hallgató érkezik a professzorhoz (1�q valószínűséggel nem érkezik
senki). Írjuk fel a professzor szobája előtt tekerg̋o sor hosszára vonatkozó átme-
netmátrixot! Milyenp ésq értékek mellett lesz a Markov-lánc stabil?

1.40. feladat. Tekintsük a következ̋o játékot. Hai Ft-ja van a játékosnak(0< i <
N), akkor p valószínűséggel nyer 1 Ft-ot, és1� p valószínűséggel veszít 1 Ft-ot(0< p< 1). Ha 0 Ft-ja van, akkor1� p valószínűséggel nem változik a pénze
ésp valószínűséggel nyer 1 Ft-ot. HaN Ft-ja van, akkorp valószínűséggel nem
változik a vagyona, és1� p valószínűséggel veszít 1 Ft-ot. Írjuk fel az átmeneti
mátrixot! A Markov lánc stabil-e? Ha igen, akkor adjuk meg a határeloszlást! Ha
nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nincs határeloszlás!

1.41. feladat. Bergengóciában az utóbbi időben túl sokan d̋oltek a kardjukba azért,
mert a kaszinóban elvesztették utolsó darab fehérneműjüket is. Ezért a kormány
úgy érezte, hogy egy sokkal barátságosabb szerencsejátékra van szükség. Hama-
rosan el̋oálltak az új játék, aBankrobitervével: Ha a játékosnaki > 0 Ft-ja van,
akkor egy játékbanp valószínűséggel nyerjen 1 Ft-ot, és1� p valószínűséggel
veszítsen 1 Ft-ot(0 < p < 1). Ha 0 Ft-ja van, akkor1� p valószínűséggel ne
változzon a pénze ésp valószínűséggel nyerjen 1 Ft-ot. Tudni lehet még, hogy
a kaszinó végtelen sok pénzzel rendelkezik. (Ennek okát ne firtassuk, talán egy
aranybánya, de az is lehet, hogy egyszerűen csak közel áll akormányhoz.) Írjuk
fel a játékos pénzére vonatkozó átmenetmátrixot! Milyenp értékek mellett lesz
stabil a Markov-lánc? Mi ekkor a határeloszlása?
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1.42. feladat. Milyen p ésq esetén lesz a következő átmenetvalószínűség-mát-
rixszal adott végtelen állapotú Markov-lánc stabil?

ΠΠΠ =
0BBBBB�

1� p�q p q 0 0 : : :
1� p�q p q 0 0 : : :

0 1� p�q p q 0 : : :
0 0 1� p�q p q : : :
...

...
...

...
...

. . .

1CCCCCA
1.43. feladat. Milyen a;b számokra lesz a következő átmenetvalószínűség-mát-
rixszal adott végtelen állapotú Markov lánc stabil?

ΠΠΠ =
0BBBBB�

1�a�b a b 0 0 : : :
1�a�b a b 0 0 : : :

0 1�a�b a b 0 : : :
0 0 1�a�b a b : : :
...

...
...

...
...

. ..

1CCCCCA
Legyena= 0 ésb= 1=4. Mi ekkor a határeloszlás?

1.44. feladat. Bizonyítsuk be, hogy gyengén stacionárius folyamat kovariancia-
függvénye szimmetrikus az origóra!

1.45. feladat. Bizonyítsuk be, hogy egy véges szórású erősen stacionárius folya-
mat egyben gyengén stacionárius is!

1.46. feladat. A Toeplitz-lemma alapján bizonyítsuk be, hogy hafbng tetsz̋oleges
konvergens sorozat éslim

n!∞
bn = b, akkor

lim
n!∞

1
n

n�1

∑
i=0

bi = b!

(Gyakran erre a következményre hivatkozunk Toeplitz-lemmaként.)

1.47. feladat. Mutassuk meg, hogy az 1.13. tétel bizonyításának második felében

lim
n!∞

2
n2

n�1

∑
k=2

kSk = 0!

1.48. feladat. Irreducíbilis és visszatérő fX0
ng láncra lássuk be az (1.34) egyenlő-

séget!
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1.49. feladat. Bizonyítsuk be, hogy ha azfXng diszkrét idejű folyamat erősen
stacionárius ésYn = f (Xn), akkor azfYng folyamat is er̋osen stacionárius!

1.50. feladat(�). Tekintsük az alábbi állapotátmeneti mátrixszal adott Markov-
láncot

pi;i+1 = pi ; pi;i�1 = qi = 1� pi; i = 0;1;2; : : : ;
ahol p0 = 1. Bizonyítsuk be, hogy a lánc akkor és csak akkor pozitív visszatér̋o,
ha ∞

∑
j=0

p0 : : : p j

q1 : : :q j+1
< ∞

1.51. feladat. Tekintsük a következ̋o állapotátmeneti valószínűségekkel adott Mar-
kov láncot a0;1;2; : : : végtelen állapottéren.

p0;i = pi > 0; ∞

∑
i=0

pi = 1; ∞

∑
i=0

ipi < ∞; pi;i�1 = 1 (i � 1)
Mutassuk meg, hogy a lánc irreducíbilis, aperiodikus, pozitív visszatér̋o és adjuk
meg a stacionárius eloszlását!

1.52. feladat. Tegyük fel, hogy egy autót 0.5 valószínűséggel mosnak le egy adott
percben (ugyanekkora valószínűséggel egyet sem mosnak le). Legyen 0.6 annak
a valószínűsége, hogy egy adott percben nem érkezik új autóaz autómosóba és
0.4 valószínűséggel egy autó érkezik. Stacionárius eloszlást feltéve mi a valószí-
nűsége annak, hogy nem tudok beállni az autómosóba, ha ott az éppen mosott
autóval együtt csak három autó várakozhat? (Kész autó a percvégén távozik,
érkezés a percen belül történik.)

1.53. feladat(�). Egy szerencsejátékos 2 dollárral kezd játszani és a legrövidebb
idő alatt el akarja érni, hogy 10 dollárra növelje vagyonát. A játékszabály a kö-
vetkez̋o. Egy szabályos érmét dobunk föl és a játékosunk el kell találja, hogy fej
vagy írás lesz-e a dobásból. Ha eltalálta akkor nyer annyi pénzt amekkora a tétje
volt (és természetesen a föltett pénzt is visszakapja), ellenkez̋o esetben elveszti
a tétjét. A játékos a következő stratégiát választja. Mindaddig amíg 5 vagy an-
nál kevesebb dollárja van az egészet fölteszi, különben pedig csak annyit tesz föl
amennyi nyerése eseten épp arra elegendő, hogy pont 10 dollárja legyen.
Bizonyítsuk be, hogy a szerencsejátékos 1/5 valószínűséggel fogja elérni célját!

1.54. feladat. Tegyük fel, hogy vanN darab eserny̋onk, amelyeknek egy részét
otthon egy másik részét a munkahelyünkön tartjuk. Minden reggel elmegyünk
a munkahelyünkre. Ha esik az eső, és van otthon ernyőnk, akkor magunkkal
viszünk egy erny̋ot. Ugyanígy, ha este elindulunk haza, és esik az eső, és van
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erny̋onk a munkahelyen, akkor magunkkal viszünk egyet. Ha nem esik az es̋o,
akkor nem viszünk magunkkal ernyőt. Hosszú id̋ore tekintve mi a valószínűsége
annak, hogy elázunk, feltéve hogy minden indulásunkkorp valószínűséggel esik
az es̋o függetlenül a korábbi id̋ojárástól?

1.55. feladat(�). Egy operaénekesnő minden este koncertet kellene adjon. Min-
den este a fellépés után 1/2 valószínűséggel visszavonul,és a további estéken
mindaddig nem lép fel újra, amíg a menedzsere ki nem engeszteli. Ezt a mene-
dzser úgy próbálja elérni, hogy minden nap virágot küld az énekesn̋onek mind-
addig, amíg az vissza nem tér. Hax ezer dollárért vásárolt már virágot az

p
x

valószínűséggel fogja kiengeszteli az énekesnőt. Ha a menedzser minden koncer-
ten 750 dollárt keres, mennyi pénzt érdemes virágra költenie?

1.56. feladat. Tekintsünk egy szerencsejátékost, aki minden egyes játék alkalmá-
val p valószínűséggel nyer 1 dollárt ésq= 1� p valószínűséggel veszít 1 dollárt.
Ha az egymást követő játékok egymástól függetlenek, mi annak a valószínűsége,
hogy i dollárral indulva a játékosnakN dollárja lesz? (Természetesen úgy, hogy
közben a vagyona egyszer sem csökken 0-ra).

1.57. feladat. N darab fehér ésN darab fekete golyó van szétosztva két urnába
úgy, hogy mindegyikben pontosanN darab golyó van. Definiáljuk a rendszer
állapotát a következ̋oképpen. Azi-edik állapot (i = 0;1: : : ;N) jelentse azt, hogy
az els̋o urnábani darab fekete golyó van. Minden lépesben egy-egy golyót húzunk
az els̋o illetve a második urnából. Azt a golyót amelyiket az első urnából húztunk
a második urnába tesszük vissza, míg a másodikból húzottat az els̋obe tesszük.
Adjuk meg api j állapotátmeneti valószínűségeket!

1.58. feladat. Dobjunk egy szabályos dobókockávaln-szer egymás után és te-
gyük fel, hogy a dobások egymástól függetlenek. LegyenXn az összege azn
dobás során kapott értékeknek. Számítsuk ki a következő határértéket

lim
n!∞

P(Xn osztható 13-mal):
1.59. feladat. Legyeni és j egy diszkrét idejű Markov-lánc két állapota. Bizo-
nyítsuk be, hogy hai és j egymásból kölcsönösen elérhető, vagyis9n� 0; p(n)i j > 0

és9m� 0; p(m)ji > 0, akkor pozitív annak a valószínűsége, hogyi-ből elérjük a j-t
anélkül, hogy közben visszatérnénki-be.

1.60. feladat. Egy átmenetvalószínűség-mátrixot duplán sztochasztikusnak neve-
zünk, ha az oszlopok összege is 1-et ad, vagyis∑i pi j = 1 8 j 2 S. Bizonyítsuk be,
hogy egy véges állapotú duplán sztochasztikus állapotátmeneti mátrix esetén ha a
lánc stabil, akkor a határeloszlás egyenletes.



2. fejezet

Diszkrét idejű tömegkiszolgálási
modellek

E
bben a fejezetben diszkrét idejű tömegkiszolgálási rendszerre mutatunk
konkrét példát, és ezen tanulmányozzuk, hogy a Markov-láncok elmé-
letér̋ol tanultak hogyan alkalmazhatóak gyakorlati feladatok megoldá-
sára.

Modellünkben az id̋ot egységekre osztjuk. A kiszolgálóhoz tartozó sorban tet-
sz̋olegesen nagy számú igény várakozhat, a szolgáltatáshoz való hozzáférés érke-
zési sorrendben történik (FCFS). A rendszer tervezőjét a várakozási sor hosszának
alakulása, a felhasználókat pedig az igények várakozási ideje érdekli.

2.1. Evolúciós egyenlet sorhosszra

A rendszerben a kezdő (nulladik) id̋opillanatbanX0 igény van. Vezessük be a
következ̋o jelöléseket:

Xn a sorhossz azn-edik időegység végén;
Yn azn-edik időegységben érkezett új igények száma;
Vn azt mutatja meg, hogy a kiszolgáló a kapacitásából mennyit képes kiszolgálásra
fordítani azn-edik időegységben, azaz legfeljebb hány várakozó igénynek tud
szolgáltatást nyújtani.

A bevezetett mennyiségekről feltesszük, hogyfYng független és azonos eloszlású sorozat;fVng is független és azonos eloszlású;fVng függetlenfYng-től;
azffYng;fVngg pár függetlenX0-tól.
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Ekkor a sorhossz változását a következő evolúciós egyenlet írja le:

Xn+1 = (Xn�Vn+1)++Yn+1; (2.1)

azaz a sorhossz az(n+1)-edik időszakasz végénVn+1-gyel csökken, ha van ennyi
kiszolgálandó igény, ésYn+1-gyel n̋o.

A 2.2. szakaszban részletesen foglalkozunk néhány gyakorlatban is érdekes
problémakörrel, melynek megoldása visszavezethető erre a modellre. A csomag-
koncentrátor esetén a különböző állomásokról érkez̋o csomagok állnak sorba, és
a kiszolgáló egy id̋oegységben egy csomagot szolgál ki (azaz továbbít). A meg-
szakításos csomagkoncentrátor az előzőtől abban különbözik, hogy ekkor a ki-
szolgáló nem mindig áll rendelkezésre. A prioritásos csomagkoncentrátornál a
koncentrátornakN-féle prioritású csomagot kell kiszolgálni. Ennek megfelelően
N sor képz̋odik, és azi-edik sor 1-gyel csökkenhet, ha az első, második,. . . ,i�1-
edik sor üres.

2.1.1. Stabilitás

Feltételeinkb̋ol és az 1.1. tételb̋ol következik, hogy a (2.1) rekurzióval definiáltfXng folyamat homogén Markov-lánc (lásd még az 1.5. példát is), melynek átme-
netvalószínűségei

pi j = P(X1 = j j X0 = i) == P
�(X0�V1)++Y1 = j j X0 = i

�== P
�(i�V1)++Y1 = j

�
alakúak. Ennek a láncnak a stabilitására elégséges feltételt ad a következ̋o tétel.

2.1. tétel. Tegyük fel, hogy

pi j > 0; ha vagyi = 0 és j = 0;1 vagy i > 0 és j = i�1; i; i +1; (2.2)

továbbá
E(Y1)< E(V1)< ∞: (2.3)

Ekkor azfXng Markov-lánc stabil.

BIZONYÍTÁS : Könnyen ellen̋orizhet̋o, hogy (2.2) miatt azfXng egy irreducíbilis
és aperiodikus Markov-lánc, hiszen az átmenetvalószínűség-mátrix f̋oátlójában és
a vele szomszédos két mellékátlóban levő elemek pozitívak. Elég tehát megmu-
tatni, hogyfXng pozitív visszatér̋o, amelyhez ellen̋orizzük a Foster-kritériumot
(1.12. tétel).
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E(Xn+1 j Xn = k) = E
�(Xn�Vn+1)++Yn+1 j Xn = k

�== E
�(k�Vn+1)++Yn+1 j Xn = k

�== E
�(k�Vn+1)++Yn+1

�== E
�(k�V1)++Y1

�; (2.4)

ahol az utolsó előtti lépésben azt használtuk ki, hogyXn aV1; : : : ;Vn;Y1; : : : ;Yn és
X0 függvénye, valamintfVjg ésfYjg emlékezetnélküliek, függetlenekX0-tól, to-
vábbá egymástól is függetlenek, ezért(k�Vn+1)++Yn+1 ésXn függetlenek, míg
az utolsó lépés azf(Yn;Vn)g stacionaritása miatt igaz. A (2.3) és (2.4) kifejezé-
sekb̋ol következik, hogy mindenk� 0-ra

E(Xn+1 j Xn = k) = E
�(k�V1)++Y1

�� k+E(Y1)< ∞;
azaz bármelyI � 0-ra, hak� I , akkor

E(Xn+1 j Xn = k)� k+E(Y1)� I +E(Y1) =C< ∞;
vagyis (1.23) teljesül mindenI -re. Legyen

d = 1
2
(E(V1)�E(Y1));

ekkor (2.3) miattd > 0. VálasszukI -t úgy, hogyk> I -re

k

∑
j=1

j P(V1 = j)� E(V1)�d

(ez megtehető, hiszen a bal oldalon álló összegk-val monoton növ̋o módon tart
E(V1)-hez, amely véges). Ekkork> I esetén

E
�(k�V1)+� = k

∑
i=0

i P
�(k�V1)+ = i

�=
= k

∑
i=1

i P(V1 = k� i) =
= k

∑
j=1

(k� j)P(V1 = j) =
= k

k

∑
j=1

P(V1 = j)� k

∑
j=1

j P(V1 = j)�� k�E(V1)+d;
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tehát

E(Xn+1 j Xn = k) = E
�(k�V1)++Y1

�� k�E(V1)+d+E(Y1) = k�d;
így a Foster-kritérium teljesül, amivel a stabilitást is bebizonyítottuk.

A (2.3) feltétel azt kéri, hogy az id̋oegység alatt érkező igények átlagos száma
legyen kisebb a kiszolgáló átlagos kapacitásánál. Érezhető, hogy a lánc ilyenkor
stabil, hiszen ekkor nem tud gyakran hosszúra nőni a sor.

Ha egyfXng lánc stabil, akkorX0
0-vel fogunk jelölni egy olyan valószínűségi

változót, amelynek eloszlása éppen a határeloszlás, ahogyan ezt korábban is tet-
tük.

2.1.2. A sorhosszak várható értéke

Az előző fejezetben láttuk, hogy az evolúciós egyenlettel megadott Markov-lánc
monoton típusú, ezért a stabilitási feltételek teljesülése esetén (az 1.14. tételben
leírt értelemben) ergodikus is. Ott a sorhosszak átlagánaka konvergenciáját azzal
a feltétellel bizonyítottuk, hogy a stacionárius eloszláshoz tartozó várható érték
véges. Kérdés, hogy a stacionárius eloszláshoz tartozó várható érték és általában
egy k-adik momentum mikor véges. Általában megmutatható, hogy egy evolú-
ciós egyenlettel adott stabil Markov-lánc stacionárius eloszlásához tartozók-adik
momentuma véges, amennyibenY1 (k+1)-edik momentuma véges.

BinárisfVng esetén a stacionárius eloszláshoz tartozó első momentum, vagyis
E(X0

0) közvetlenül kiszámolható:

2.2. tétel. Tegyük fel, hogy a stacionárius eloszláshoz tartozó második momen-
tum véges ésfVng bináris. Ekkor

E(X0
0) = E(Y1)(1�2E(Y1))+E

�
Y1

2
�

2(E(V1)�E(Y1)) : (2.5)

BIZONYÍTÁS : Az evolúciós egyenletetVn bináris volta miatt átírhatjuk a követ-
kez̋o formába:

Xn+1 = (Xn�Vn+1)++Yn+1 = Xn�Vn+1IfXn�1g+Yn+1:
Tekintsük mindkét oldal várható értékét stacionárius állapotban. Ekkor

E(Xn+1) = E(Xn)�E
�
Vn+1IfXn�1g�+E(Yn+1);

ahonnan a stacionaritás miatt

E
�
V1IfX0�1g�= E(Y1): (2.6)
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Számítsuk ki most az evolúciós egyenlet négyzetének a várható értékét:

E
�
Xn+1

2
� = E

�
Xn

2
�+E

�
Vn+1IfXn�1g�+E

�
Yn+1

2
�+2E(XnYn+1)��2E

�
XnVn+1IfXn�1g��2E

�
Vn+1IfXn�1gYn+1

�== E
�
Xn

2
�+E

�
V1IfX0�1g�+E

�
Y1

2
�+2E(X0Y1)��2E(X0V1)�2E

�
V1IfX0�1g�E(Y1):

Ismét a stacionaritást és a (2.6) egyenlőséget használva kapjuk, hogy

0= E(Y1)+E
�
Y1

2
�+2E(X0)E(Y1)�2E(X0)E(V1)�2E(Y1)2;

ahonnan az állítás következik.
Mint már említettük, megmutatható, hogyE

�
Y1

3
�< ∞ eseténE

�(X0
0)2
�< ∞.

2.1.3. Késleltetés

Az 1.9. szakasznak megfelelően jelöljeDn az els̋o n időegységben beérkezett igé-
nyek késleltetését ésRn az ezen id̋o alatt beérkezett igények számát. Ekkor az
átlagos késleltetést a

D̄ = lim
n!∞

Dn

Rn

sztochasztikus határérték definiálja, amennyiben létezik.
Egy közvetlen utat mutatunk a késleltetés kiszámítására abban a speciális eset-

ben, amikorVn konstans 1, azaz determinisztikus bináris kiszolgálás esetén. Az( j + 1)-edik időszeletbenYj+1 igény érkezik, melyek közül az első késleltetése(Xj �1)+ + 1, a másodiké(Xj �1)+ + 2, : : :, az Yj+1-ediké (Xj �1)+ +Yj+1,
amennyibenYj+1 > 0, egyébként 0, tehát

D j+1 = D j + IfYj+1>0gYj+1

∑
i=1

((Xj �1)++ i) =
= D j + IfYj+1>0gYj+1(Xj �1)++ IfYj+1>0gYj+1

∑
i=1

i == D j +Yj+1(Xj �1)++Yj+1(Yj+1+1)=2:
MostD j -t kivonva és összegezve az egyenleteket 0-tóln�1-ig azt kapjuk, hogy

Dn = n

∑
j=1

�
Yj(Xj�1�1)++Yj(Yj +1)=2

�=
= n

∑
j=1

Yj(Xj�1�1)++ n

∑
j=1

Yj(Yj +1)=2;
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következésképp

µ= lim
n!∞

1
n

Dn = lim
n!∞

1
n

n

∑
j=1

Yj(Xj�1�1)++ lim
n!∞

1
n

n

∑
j=1

Yj(Yj +1)=2: (2.7)

µ-t kiszámíthatjuk általános esetben is és az eredmény ugyanaz lesz, mint abban
a speciális esetben, amit az egyszerűség kedvéért most tekintünk, nevezetesen,
legyenX stacionárius. Adjuk hozzá és vonjuk le a (2.7) egyenlet jobboldalából a
lim
n!∞

1
n ∑n

j=1E(Yj)(Xj�1�1)+ határértéket. Ekkor mivelYj -k azonos eloszlásúak

µ = E(Y1) lim
n!∞

1
n

n

∑
j=1

(Xj�1�1)++
+ lim

n!∞

1
n

n

∑
j=1

(Yj �E(Yj))(Xj�1�1)++
+ lim

n!∞

1
n

n

∑
j=1

Yj(Yj +1)=2: (2.8)

Az els̋o és a harmadik tag egy-egy átlagnak a határértéke, így a nagyszámok
gyenge törvénye alapján a sztochasztikus határérték az átlagolt valószínűségi vál-
tozók közös várható értéke. A második határértékről megmutatjuk, hogy nulla,
mégpedig úgy, hogy megmutatjuk, hogy négyzetes középben nullához tart a kife-
jezés, és abból az 1.6. lemma szerint következik, hogy sztochasztikusan is nullá-
hoz tart.

Tegyük fel, hogyE
�
Y1

3
�< ∞. EkkorE

�
X0

2
�< ∞ és mindenj > i esetén

E
�(Yi �E(Yi))(Xi�1�1)+(Yj �E(Yj))(Xj�1�1)+�== E

�
E
�(Yi �E(Yi))(Xi�1�1)+(Yj �E(Yj))(Xj�1�1)+ jYi ;Xi�1;Xj�1

��== E
�(Yi �E(Yi))(Xi�1�1)+(Xj�1�1)+E((Yj �E(Yj)) jYi ;Xi�1;Xj�1)�== 0

és

E
�(Yj �E(Yj))2((Xj�1�1)+)2

� = E
�(Yj �E(Yj))2

� �E�((Xj�1�1)+)2
��� E

�(Yj �E(Yj))2
�

E
�
X0

2
�;

tehát

E
��

1
n ∑n

j=1(Yj �E(Yj))(Xj�1�1)+�2
�=
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= 1
n2

n

∑
j=1

E
�(Yj �E(Yj))2((Xj�1�1)+)2

�+
+ 2

n2

n�1

∑
i=1

n

∑
j=i+1

E
�(Yi �E(Yi))(Xi�1�1)+(Yj �E(Yj))(Xj�1�1)+��

� 1
n

E
�(Y1�E(Y1))2

�
E
�
X0

2
�; (2.9)

ez pedig tart 0-hoz, han tart∞-hez. Ebb̋ol és a (2.8) kifejezésb̋ol következik, hogy

µ = E(Y1)E�(X0�1)+�+E(Y1(Y1+1)=2) == E(Y1)(E(X0)�P(X0 � 1))+(E�Y1
2
�+E(Y1))=2: (2.10)

A (2.6) és (2.10) összefüggésekből kapjuk, hogy

D̄ = E(Y1)(E(X0)�E(Y1))+(E�Y1
2
�+E(Y1))=2

E(Y1) :
Ha még a sorhossz várható értékét, ((2.5) kifejezést) is behelyettesítjükV1 � 1
esetén, akkor

D̄ = E
�
Y1

2
��2E(Y1)2+E(Y1)

2E(Y1)(1�E(Y1)) =
= E(Y1)(1�E(Y1))+E

�
Y1

2
��E(Y1)2

2E(Y1)(1�E(Y1)) =
= 1

2
+ E

�
Y1

2
��E(Y1)2

2E(Y1)(1�E(Y1)) == 1
2
+ σ2(Y1)

2E(Y1)(1�E(Y1)) : (2.11)

Ellenőrizhet̋o, hogy az 1.9. szakaszban említett

D̄ = E(X0
0)

E(Y1)
Little-formula is ezt az eredményt adja, tehát az evolúciósegyenlettel adott Mar-
kov-láncra teljesül a Little-formula.

2.2. Csomagkoncentrátorok

Gyakran felmerül̋o mérnöki probléma, hogy egy közös hírközlő csatornát kell
megosztanunk egymással versengő felhasználók között. A felhasználók vé-

letlenszerűen generálnak egy-egy adatcsomagot, amelyettovábbítani akarnak. A
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csatornát azonban egyidejűleg csak egyetlen felhasználóveheti igénybe. Ilyen
például egy rádiócsatorna, amelyen minden adó ugyanazt a frekvenciát hasz-
nálja, vagy egy busz. A probléma két megoldási lehetősége a csomagkoncent-
rátor (aszinkron id̋omultiplexálás, statisztikus multiplexálás) illetve az időosztás
alkalmazása.

A csomagkoncentrátor feladata, hogy a különböző igényforrásokból hozzá ér-
kez̋o csomagokat valamilyen algoritmus szerint továbbítsa a kommunikációs csa-
tornába. Ez az algoritmus, mint majd látni fogjuk, kezelheti az igényforrásokat
egyenrangúan vagy prioritásosan.

Tegyük fel, hogyM darab forrás akarja használni a csatornát szinkron üzem-
ben, s ehhez id̋orésekre osztjuk azt. Egy időrésben legfeljebb egy csomag továb-
bítható. Arra, hogy azi-edik felhasználó aj-edik időrésben generál-e csomagot,
bevezetjük azYi; j valószínűségi változót, ahol

Yi; j =8<: 1; ha azi-edik felhasználó
a j-edik résben generál csomagot,

0 egyébként,

és legyen

P(Yi; j = 1) = p:
2.2.1. Egyszerű csomagkoncentrátor

Az egyszerű csomagkoncentrátor egy időegységben egy csomagot képes továb-
bítani, tehátVn � 1. Az el̋ozőeknek megfelelőenXn jelöli az n-edik időszakasz
végén a koncentrátorban lévő, kiszolgálásra váró csomagok számát és

Yn = M

∑
i=1

Yi;n:
az ebben az id̋oszeletben érkezett új csomagok összes számát.Yn eloszlása ho-
mogén rendszer esetén jellegzetesen jól modellezhető binomiális eloszlással, ha
pedig a lehetséges küldő csomópontok száma nagy, Poisson-eloszlással. A csoma-
gok számára (vagyis a sorhosszra) vonatkozó evolúciós egyenletünk a következ̋o
egyszerű alakot ölti:

Xn+1 = Xn+Yn+1� IfXn�1g (n� 0):
Ha azfYng és X0 valószínűségi változókra teljesülnek az előző szakasz elején
ismertetett feltételek, akkorfXng homogén Markov-lánc. Azt várjuk, hogy a
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sorhosszak sorozata akkor mutat valamiféle stabilitási tulajdonságot, ha az id̋o-
egység alatt beérkező csomagok számának várható értéke kisebb egynél, azaz
E(Y1)< 1, ami következik is a 2.1. tételből. Tehát a stabilitás feltétele

E(Y1) = M �E(Yi; j) = Mp< 1:
A koncentrátor tervez̋ojét, üzemeltet̋ojét nyilván a sorhossz eloszlása illetve

várható értéke érdekli, míg a felhasználókat a késleltetés. Az ezekre vonatkozó
képleteket az előző szakaszban levezettük.

Az átlagos késleltetés (2.11) alapján

D̄mux = 1
2
+ σ2(Y1)

2E(Y1)(1�E(Y1)) == 1
2
+ Mp(1� p)

2Mp(1�Mp) == 1
2
+ 1� p

2(1�Mp) ;
ahol felhasználtuk, hogyY1 binomiális eloszlásúM ésp paraméterekkel, és ezért
várható értékeMp, szórásnégyzete pedigMp(1� p).
2.2.2. Időosztás

Az időosztás (TDM, time-division multiplexing) esetén minden felhasználóhoz
hozzárendelünk egy-egy időrést, s az egymás utániM darab id̋orés egy keretet
alkot. Az i-edik felhasználó kizárólag a kereti-edik időrésében adhat. A fenn-
maradó id̋oben (M�1 db rés) várakozik, ezalatt sorba állítja az igényeket a saját
pufferében. Amennyiben egy felhasználónak nincs rendelkezésre álló csomagja,
akkor a hozzá tartozó időrés üresen (kihasználatlanul) marad a keretben, akkor is,
ha esetleg a többinek lenne adható csomagja.

Válasszuk most id̋oegységnek a keretet, amely a rés hosszánakM-szerese az
előzőek alapján. Azi-edik felhasználó sorhossza az(n+1)-edik keret adásakor a
következ̋o evolúciós egyenlettel írható le:

X̄i;n+1 = (X̄i;n�1)++Ȳi;n+1:
Az n-edik időegységben azok az igények érkeznek a felhasználók sorába,ame-
lyeket az(n�1)-edik időegység alatt generáltak, s a saját pufferükben tároltak.
Ezen igények számának meghatározásához összegezzük azYi; j változókat ennek
az id̋oegységnek a réseire:

Ȳi;n = (n�1)M+i

∑
j=(n�2)M+i+1

Yi; j :
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Ȳ eloszlása ugyanaz, mintY eloszlása a csomagkoncentrátornál, így az átlagos
késleltetésre is ugyanaz az eredmény adódik.

D̄time = 1
2
+ Mp(1� p)

2Mp(1�Mp) == 1
2
+ 1� p

2(1�Mp) :
Vegyük észre azonban, hogy míg a csomagkoncentrátor esetében id̋oegység

a rés, addig id̋oosztás alkalmazásánál akeret! A kettő hányadosaM, azaz ha
mindkét késleltetést id̋orésben mérjük, akkor

D̄time = MD̄mux

2.2.3. Megszakításos csomagkoncentrátor

Az egyszerű esethez képest itt a koncentrátor nem áll mindig rendelkezésre, pél-
dául az adatcsomagok kiszolgálását beszéd- vagy videojelek csomagjainak kiszol-
gálása miatt felfüggesztik. Ebben az esetben azonban gyakran indokolt feltéte-
lezni, hogy a rendelkezésre állás nem emlékezetnélküli folyamat, amikor viszont
a sorhosszak nem alkotnak Markov-láncot.

Tegyük fel, hogy valahány beszélő által (például egy konferencián) mondot-
takat akarjuk továbbítani. Az analóg beszédjelet mintavételezés és kvantálás után
digitális csomagokba rendezve visszük át a hálózaton. A beszédcsomagokat nem
késleltethetjük sokáig, ezért azt az eljárást követjük, hogy K időszeletet egy úgy-
nevezett keretté fogunk össze és az egy keretben keletkezett beszédcsomagokat
a következ̋o keret elején továbbítjuk, a fennmaradó időszakaszokat használhatjuk
adatcsomagok átvitelére. Ha azn-edik keretbenK�Vn+1 beszédcsomag keletke-
zik, Xn jelöli az n-edik keret végén várakozó adatcsomagok számát ésYn új adat-
csomag érkezik azn-edik keretben, akkor az adatcsomagok számára vonatkozó
evolúciós egyenletünk alakja

Xn+1 = (Xn�Vn+1)++Yn+1 (n� 0): (2.12)

ÁltalábanfVng nem emlékezetnélküli (függtelen) folyamat, de jól modellezhet̋o
egy véges állapotú stacionárius Markov-lánccal. Ilyenkorf(Xn;Vn)g egy kétdi-
menziós homogén Markov-láncot alkot (lásd a 2.8. feladatot).

Az f(Xn;Vn)g Markov-lánc stabilitása levezethető a Foster-kritérium egy itt
nem részletezett általánosításából. A stabilitás feltétele

E(Y1)< E(V1);
ami (lásd a 2.1. tételt) megegyezik az emlékezetnélkülifVng esetén kapott képlet-
tel.
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2.2.4. Prioritásos csomagkoncentrátor

Itt a koncentrátornakM-féle különböz̋o prioritású csomagot kell továbbítania. En-
nek megfelel̋oenM sor képz̋odik (a kisebb index jelenti a nagyobb prioritást), és
az i-edik sor eggyel csökkenhet, ha az első, második,. . . ,(i � 1)-edik sor üres.
Vezessük be a következő jelöléseket:
Xi;n az i prioritású csomagokból képzett sor hossza azn-edik időegység végén.
Yi;n azn-edik időegységben érkezetti prioritású üzenetcsomagok száma. Feltesz-
szük, hogy minden rögzítetti-re ez független és azonos eloszlású sorozat, más-
részt különböz̋o i-kre függetlenek egymástól és azXi;0-któl is.

Ekkor a sorhosszak változását a következő egyenletek írják le:

Xi;n+1 = Xi;n+Yi;n+1� IfXi;n�1;∑i�1
j=1 Xj;n=0g (i = 1;2; : : : ;M;n� 0); (2.13)

mivel a sorhossz az(n+ 1)-edik időszelet végén nyilvánvalóan nő az (n+ 1)-
edik időszakaszban történt új beérkezések számával, és csökken eggyel, ha volt
i prioritású elküldend̋o csomag azn-edik időegység végén (a sorhossz nagyobb
volt nullánál) és nem volt 1; : : : ; i�1 prioritású elküldend̋o csomag.

Az fXi;ng folyamatok tanulmányozása meglehetősen nehéz, így vezessük be
azSi;n akkumulált sorhosszat és aZi;n akkumulált forgalmat, összegezve azi-edik
prioritásig a sorhosszakat illetve a beérkezések számát:

Si;n = i

∑
j=1

Xj;n (i = 1;2; : : : ;M); (2.14)

Zi;n = i

∑
j=1

Yj;n (i = 1;2; : : : ;M): (2.15)

Ezekkel a mennyiségekkel a (2.13) egyenletekből következik, hogy

Si;n+1 = Si;n+Zi;n+1� IfSi;n�1g (i = 1;2; : : : ;M):fSi;ng rögzítetti-re homogén Markov-lánc (lásd a 2.9. feladatot).
Az fXi;ng sorokkal ellentétben azfSi;ng sorok egyenként kezelhetők, például

stabilitásuk a 2.1. tétel alapján tisztázható, stacionárius eloszlásuk várható értékét
pedig a 2.2. tétel szerint kiszámolhatjuk:

E(Si;1) = E(Zi;1)(1�2E(Zi;1))+E
�
Zi;12

�
2(1�E(Zi;1)) : (2.16)

Tekintetbe véve, hogy (2.14) miatt

E(Xi;1) = E(Si;1)�E(Si�1;1);
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-f f f f6
1.

6
2.

6
M.

� � �
2.1. ábra. Egyirányú busz

így haE(Zi;1)-et ésE
�
Zi;12

�
-et meg tudjuk határozni, akkorE(Xi;1)-et is megkap-

juk. A (2.15) definícióból és azYj;1-ek függetlenségéből

E(Zi;1) = i

∑
j=1

E(Yj;1);
továbbá

E
�
Zi;12

� = E

0� i

∑
j=1

Yj;1!2
1A=

= E

 
i

∑
j=1

Yj;12+2
i�1

∑
k=1

i

∑
l=k+1

Yk;1Yl ;1!=
= i

∑
j=1

E
�
Yj;12

�+2
i�1

∑
k=1

i

∑
l=k+1

E(Yk;1)E(Yl ;1):
2.2.5. Egyirányú busz

Az előző szakasz illusztrálásaként tegyük fel, hogy a felhasználók egy buszra fel-
fűzve sorakoznak. A kiszolgálás antidemokratikus jellegű, vagyis az adásra kész
felhasználók közül mindig arra kerül a sor, amely legközelebb van a busz elejéhez,
vagyis legkisebb a sorszáma (2.1. ábra). Tehát a prioritásta felhasználók sorszáma
adja, egy felhasználó egyféle prioritású csomagot forgalmaz, a sorszámának meg-
felelőt. A sorok, az id̋oosztáshoz hasonlóan, a felhasználók pufferében alakulnak
ki.

A prioritásos csomagkoncentrátornál megismert módon ismét használjuk azSi

akkumulált sorhosszat és aZi akkumulált forgalmat. HaYi; j bináris, akkor (2.16)
alapján

E(Si;1) = E(Zi;1)(1�2E(Zi;1))+E
�
Zi;12

�
2(1�E(Zi;1))
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= E(Zi;1)
2

+ σ2(Zi;1)
2(1�E(Zi;1)) == ip

2
+ ip(1� p)

2(1� ip) ;
hiszen mostZi binomiális eloszlásúi ésp paraméterekkel, tehát várható értékeip,
szórásnégyzete pedigip(1� p). Ebb̋ol azi-edik felhasználó sorhosszát kifejezve:

E(Xi;1) = E(Si;1)�E(Si�1;1) == p
2
+ ip(1� p)

2(1� ip) � (i�1)p(1� p)
2(1� (i�1)p) == p

2
+ p(1� p)

2
� i(1� (i�1)p)� (i�1)(1� ip)(1� ip)(1� (i�1)p) == p

2
+ p(1� p)

2
� 1(1� ip)(1� (i�1)p):

Ahonnan a késleltetésre:

D̄i = E(Xi;1)
E(Yi;1) =

= E(Xi;1)
p

== 1
2
+ 1� p

2
� 1(1� ip)(1� (i�1)p) �� 1

2
+ 1

2
� 1(1� ip)2 :

Legrosszabb helyzetben a busz végén lévő i = M-edik felhasználó van, az̋o kés-
leltetése:

D̄bus= D̄M � 1
2
+ 1

2
� 1(1�Mp)2 �� Dmux

1�ρ
;

aholρ = Mp a kihasználtság.
A megismert csatornamegosztási módszerek átlagos késleltetése között a kö-

vetkez̋o összefüggés áll fenn:

D̄bus� D̄mux

1�ρ
= D̄time

M(1�ρ)



68 2. DISZKRÉT IDEJŰ TÖMEGKISZOLGÁLÁSI MODELLEK

--6 6
n-edik igény

érkezik
(n+1)-edik
igény érkezik

Tn+1

6 66 Sn+1Sn

n-edik igény
távozik6(n�1)-edik

igény távozik 6(n+1)-edik
igény távozik

várakozási sor

kiszolgálóegység

idő

Wn+1Wn

2.2. ábra. Tömegkiszolgálási rendszer idődiagramja

Példáulρ = 0:9 kihasználtság esetén:

D̄bus� 10D̄mux = 10
M

D̄time;
ami azt jelenti, hogy ha sok felhasználó van a rendszerben (M nagy), akkor az
egyirányú busz módszere jobbnak bizonyul a késleltetés tekintetében az id̋oosz-
tásnál. Mindkett̋onél jobb azonban a statisztikus multiplexálás, azaz az egyszerű
csomagkoncentrátor módszere. Ennek hátránya azonban, hogy központi szerve-
zést igényel, így nem mindig alkalmazható.

2.3. Evolúciós egyenlet a várakozási id̋ore

Most feltesszük, hogy a rendszerben a kezdő (nulladik) id̋opillanatban nem
tartózkodik egy igény sem, így az első beérkez̋o igény kiszolgálása azonnal

megkezd̋odik, várakozási ideje (W1) nulla. Vezessük be a következő jelöléseket:
Wn azn-edik igény várakozási ideje;
Sn azn-edik igény kiszolgálási ideje;
Tn azn�1-edik és azn-edik igény érkezése között eltelt idő.
A bevezetett mennyiségekről feltesszük, hogyfSng független és azonos eloszlású sorozat;fTng is független és azonos eloszlású;fTng függetlenfSng-től.

Ekkor a várakozási id̋ot a következ̋o evolúciós egyenlet írja le:

Wn+1 = (Wn�Tn+1+Sn)+; (2.17)

hiszen azn-edik igényWn+Sn időt tölt el a rendszerben (2.2. ábra). HaTn+1 >
Wn+Sn, akkor a rendszer üres az(n+1)-edik igény érkezésekor, és így nem kell
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várakoznia,Wn+1 = 0. Ha pedigTn+1�Wn+Sn, akkor az(n+1)-edik igény érke-
zésekor, azn-edik még a rendszerben tartózkodik, de márTn+1 idő eltelt érkezése
óta, tehát a rendszerben mégWn +Sn�Tn+1 időt tölt el, ennyit kell az(n+1)-
edik igénynek várakoznia. Azaz az(n+1)-edik igény várakozási idejét azn-edik
igény várakozásából még hátralévő idő (Wn�Tn+1) és azn-edik igény kiszolgálási
idejének összege adja, ha még nem fejeződött be azn-edik igény kiszolgálása. AfWng folyamat homogén Markov-láncot alkot az evolúciós egyenlettel adott sor-
hosszhoz hasonlóan. A stabilitás elégséges feltétele a 2.1. tétel alapján

0< E(T1�S1)< ∞;
vagyis

E(S1)< E(T1)< ∞: (2.18)

Illetve az irreducibilitást és aperiodikusságot biztosítandó:
pi j = P(Wn+1 = j jWn = i)> 0; ha vagyi = 0 és j = 0;1 vagyi > 0 és j = i�1,
i; i +1.

A 2.4. szakaszban részletesen foglalkozunk a zajos visszacsatolásos csatornán
történ̋o üzenetküldés néhány lehetséges megoldásával, melyek visszavezethetőek
erre a modellre.

Egy tömegkiszolgálási rendszerre különböző feltételek mellett lesz a sorhosz-
szak illetve a várakozási idők által alkotott folyamat Markov-lánc, így általában
ha az egyik Markov-lánc, akkor a másik tipikusan nem az. A következ̋o speciális
esetben mindkettő Markov-lánc lesz, s̋ot mind a sorhossz, mind a várakozási idő
határeloszlását ki tudjuk számolni. Tudjuk, hogy stabil Markov-lánc esetén a sta-
cionárius eloszlás (azaz a határeloszlás) kiszámítható az1.8. tétel alapján, vagyis
az (1.21) egyenlet megoldásával:

P= PΠΠΠ:
Ez általában nem könnyű, mivel végtelen sok darab összesenvégtelen sok isme-
retlent tartalmazó lineáris egyenletünk van, de ha a (2.1) evolúciós egyenletben
mindVn, mindYn bináris, akkor a fenti egyenletrendszer egyszerűen megoldható,
és a megoldás a nemnegatív egészekre koncentrált, közelítőleg geometriai elosz-
lás. LegyenVn ésYn bináris úgy, hogy

P(Vn = 1) = p és P(Yn = 1) = q:
Ez azt jelenti, hogy az egymást követő lehetséges kiszolgálási időpontok távol-
sága (ha a sorban mindig van igény), azaz azSn kiszolgálási id̋o p paraméterű
geometriai eloszlású valószínűségi változó, míg az egymást követ̋o igények érke-
zési id̋opontjainak aTn távolságaq paraméterű geometriai eloszlású valószínűségi
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változó. Ebben az esetben az igények várakozási ideje felírható a (2.17) evolúciós
egyenlettel.

Mind a sorhosszra, mind a várakozási időre vonatkozó lánc stabil, ha 0< q<
p< 1 (lásd a 2.1. feladatot).

2.3.1. A sorhossz stacionárius eloszlásának kiszámítása

Vezessük be a következő jelöléseket:

a = (1�q)p;
b = (1� p)q;
r = 1�a�b;
γ = b

a
:

Ekkor az átmenetvalószínűség-mátrix:

ΠΠΠ =
0BBB�

1�q q 0 0 : : :
a r b 0 : : :
0 a r b : : :
...

...
...

...
.. .

1CCCA :
A megoldandó lineáris egyenletrendszerből az els̋o egyenlet

p0 = p0(1�q)+ p1a;
ahonnanp1 a p0 segítségével kifejezhető:

p1 = p0

1� p
γ:

A második egyenlet
p1 = p0q+ p1r + p2a;

ahonnan
p2 = p0

1� p
γ2:

Innen már sejthető, hogy

pi = p0

1� p
γi (i � 1);

ami teljes indukcióval bizonyítható, ha figyelembe vesszük, hogy i � 2 esetén az(i +1)-edik egyenlet
pi = pi�1b+ pir + pi+1a: (2.19)
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p0 értékét megkapjuk, ha felhasználjuk, hogy

∞

∑
i=0

pi = 1;
azaz

p0+ ∞

∑
i=1

pi = p0+ ∞

∑
i=1

p0

1� p
γi = 1;

ahonnan
p0 = 1� q

p
:

Kiszolgálási feladatokban igen gyakori az az eset, amikor asor hossza korlá-
tozott, nem lehet nagyobb, mint egyN természetes szám úgy, hogy amennyiben
egy új igény akkor érkezik, amikor a sorhossz márN, akkor ez az igény elveszik,
ezért ezt a kiszolgálási problémát veszteséges kiszolgálásnak nevezzük. A stacio-
nárius eloszlás ebben az esetben is kiszámítható az előbb alkalmazott trükkökkel,
ha meggondoljuk, hogy az átmenetvalószínűség-mátrix:

ΠΠΠ =
0BBBBBBBBB�

1�q q 0 0 : : : : : : : : : : : :
a r b 0 : : : : : : : : : : : :
0 a r b : : : : : : : : : : : :
...

...
...

...
. . . : : : : : : : : :

...
...

...
...

... a r b
...

...
...

...
... 0 a 1�a

1CCCCCCCCCA :
Nyilván a határeloszlás utolsó tagja a legérdekesebb, hiszen ez a sor telítettségé-
nek, vagyis a veszteségnek a valószínűsége.

2.3.2. A generátorfüggvény

Az a0;a1;a2; : : : valós számsorozat generátorfüggvénye (vagy z-transzformáltja)

A(z) = ∞

∑
k=0

akz
k;

amennyiben ez a sor konvergens valamely intervallumban. Haazak sorozat korlá-
tos, akkorA(z) felülről becsülhet̋o egy geometriai sorral, amely konvergens min-
den jzj < 1-re. Ez teljesül például akkor, ha azak számok egy diszkrét eloszlás
tagjai, hiszen ekkorak � 1. Tehát a nemnegatív egészeken értelmezett minden
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fp0; p1; : : :g eloszlásnak létezikP(z) generátorfüggvénye. Sőt eloszlások eseté-
ben a generátorfüggvény nem más, mint egy várható érték:

P(z) = E
�
zX
�;

hafp0; p1; : : :g azX valószínűségi változó eloszlása.
A generátorfüggvény számos fontos tulajdonsággal rendelkezik, ezek közül

itt csak néhányat emelünk ki.
A definíció alapján világos, hogy ha a sorozatot eggyel eltoljuk balra, akkor

a generátorfüggvényz-vel szorzódik, azaz azfak�1g sorozat generátorfüggvénye
zA(z). Hasonlóan, azfak�ig sorozat generátorfüggvényeziA(z), illetve azfak+1g
sorozat generátorfüggvénye1

z[A(z)�a0℄, hiszen itt az els̋o szám eltűnik a soro-
zatból a transzformált számolásakor.

Szintén a definícióból következik, hogy tetszőlegesα konstansrafαakg gene-
rátorfüggvényeαA(z).

Most tegyük fel, hogy két sorozatunk van,ak ésbk, generátorfüggvényeiket
jelölje A(z) illetve B(z). Megint csak világos, hogyak +bk generátorfüggvénye
A(z)+B(z).

A két sorozatc= a�b konvolúcióján a

ck = k

∑
i=0

aibk�i

sorozatot értjük. Emlékezzünk vissza, hogy két valószínűségi változó összegének
eloszlását a két eloszlás konvolúciójaként kaphatjuk meg.Nézzük meg, hogy
miként kaphatjuk megck generátorfüggvényét.

C(z) = ∞

∑
k=0

ckz
k = ∞

∑
k=0

k

∑
i=0

aibk�iz
k = ∞

∑
i=0

∞

∑
k=i

aibk�iz
k =

= ∞

∑
i=0

aiz
i

∞

∑
k=i

bk�iz
k�i = ∞

∑
i=0

aiz
i

! 
∞

∑
l=0

bl z
l

!== A(z)B(z):
Tehát az eredeti sorozatok konvolúciójának képzése helyett az eredmény generá-
torfüggvénye egy egyszerű szorzással adódik.

A generátorfüggvényb̋ol az eredeti sorozatot úgy kaphatjuk vissza, ha azA(z)
függvényt sorfejtjük, hiszenak pontzk együtthatója a hatványsorban:

ak = 1
k!

A(k)(z)jz=0;
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aholA(k)(z) azA(z) függvényzszerintik-adik deriváltja.
Most nézzük néhány nevezetes eloszlás generátorfüggvényét.

BERNOULLI- (INDIKÁTOR -) ELOSZLÁS

Ebben az eloszlásban csak a 0-nak és az 1-nek van nemnulla valószínűsége.
Legyen az 1 valószínűségep. Ekkor a generátorfüggvény a definíciót használva:

P(z) = (1� p)z0+ pz1 = 1� p+ pz:
BINOMIÁLIS ELOSZLÁS

Az (n; p) paramétrű binomiális eloszlásk-adik tagjapk = �n
k

�
pk(1� p)n�k, ha

0� k� n. Az eloszlás generátorfüggvénye

P(z) = ∞

∑
k=0

pkz
k = n

∑
k=0

�
n
k

�
pk(1� p)n�kzk =

= n

∑
k=0

�
n
k

�(pz)k(1� p)n�k = (1� p+ pz)n:
Erre az eredményre úgy is eljuthatunk, ha meggondoljuk, hogy a binomiális el-
oszlásn darab indikátor valószínűségi változó összegének az eloszlása, vagyis
n darab indikátor eloszlás konvolúciójaként adódik. Fentebb levezettük, hogy a
konvolúcióképzés a generátorfüggvények szorzását jelenti, így(1� p+ pz)(1� p+ pz) � � �(1� p+ pz) = (1� p+ pz)n

adódik.

POISSON-ELOSZLÁS

A λ paramétrű Poisson-eloszlásk-adik tagjapk = λk

k! e�λ, hak� 0. Generátor-
függvénye

∞

∑
k=0

pkz
k = ∞

∑
k=0

λk

k!
e�λzk = ∞

∑
k=0

(λz)k

k!
e�λ:

Mivel ∑∞
k=0

(λz)k
k! egy hatványsor, méghozzáeλz hatványsora, így a generátorfügg-

vény
P(z) = eλze�λ = eλ(z�1): (2.20)

GEOMETRIAI ELOSZLÁS

A p paramétrű geometriai eloszlásk-adik tagjapk = (1� p)k�1p, hak� 1.
Generátorfüggvénye

P(z) = ∞

∑
k=0

pkz
k = ∞

∑
k=1

(1� p)k�1pzk = pz
∞

∑
k=1

((1� p)z)k�1 =
= pz

∞

∑
l=0

((1� p)z)l = pz
1

1� (1� p)z = pz
1� (1� p)z: (2.21)
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A generátorfüggvény segítségével is megkaphatjuk az előző szakaszban kiszá-
molt határeloszlást az evolúciós egyenlettel adott sorhosszra. A (2.19) egyenlet
egy differenciaegyenlet, megoldásán keresztül szemléltetjük, hogy miként lehet
a generátorfüggvények módszerével differenciaegyenletet megoldani. Tekintsük
a (2.19) egyenlet mindkét oldalának a generátorfüggvényét, azaz szorozzuk meg
az egyenletetzi-vel mindeni-re, majd összegezzük az egyenleteketi = 2-től vég-
telenig:

∞

∑
i=2

piz
i = b

∞

∑
i=2

pi�1zi + r
∞

∑
i=2

piz
i +a

∞

∑
i=2

pi+1zi :
Emeljük ki z hatványait a szummajelek alól, úgy hogy a maradék hatvány meg-
egyezzena indexével:

∞

∑
i=2

piz
i = bz

∞

∑
i=2

pi�1zi�1+ r
∞

∑
i=2

piz
i +a

1
z

∞

∑
i=2

pi+1zi+1:
Felhasználva a generátorfüggvények fenti tulajdonságaitaz egyenletünk

P(z)� p0� p1z== bz(P(z)� p0)+ r (P(z)� p0� p1z)+a
1
z

�
P(z)� p0� p1z� p2z2� :

Átrendezve és felhasználva, hogyr = 1�a�b, illetve, hogy (2.19) alapjánp1 =
q
a p0; p2 = p0

1�p

�
b
a

�2 = q b
a2 p0

P(z) = (�bp0+(1� r)p1�ap2)z2+((1� r)p0�ap1)z�ap0�bz2+(1� r)z�a
=

= p0+ ((a+b)p1�ap2)z2�ap1z�bz2+(a+b)z�a
=

= p0+ �(a+b)q
a p0�aq b

a2 p0
�

z2�qp0z�bz2+(a+b)z�a
== p0+ qp0z(z�1)�b

�
z� a

b

�(z�1) == p0+ b(1�p)a p0z�b
az+1

=
= p0+ p0

1� p
� b

az

1� b
az

=
= p0+ p0

1� p
� ∞

∑
i=1

�
b
a

�i

zi ;
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ahonnan a már ismert

pi = p0

1� p

�
b
a

�i = p0

1� p
γi

képlet adódik.

2.3.3. A várakozási id̋o stacionárius eloszlásának kiszámítása

Ha egy igény azn-edik időpontban érkezik, akkorXn igényt talál a rendszerben,
így kiszolgálásáig végig kell várnia ennek azXn igénynek a kiszolgálását. Két
kiszolgálás között eltelt id̋o, vagyis a kiszolgálási id̋o esetünkbenp paraméterű
geometriai eloszlású. A sorban első igény kiszolgálása már megkezdődött abban
az értelemben, hogy kiszolgálási idejéből már eltelt valamennyi, de a geometriai
eloszlás örökifjú tulajdonsága (lásd a 2.7. feladatot) miatt egy kiszolgálásból hát-
ralév̋o idő is geometriai eloszlású, ha a kiszolgálási idő az. Így aW várakozási id̋o
Xn darab független azonospparamétrű geometriai eloszlású valószínűségi változó
összege. Ezért a generátorfüggvény tulajdonságai miatt, avárakozási id̋o generá-
torfüggvénye a geometriai eloszlás generátorfüggvényének megfelel̋o hatványa-
ként írható. JelöljeW(z) a várakozási id̋o határeloszlásának generátorfüggvényét.
A p paraméterű geometriai eloszlás generátorfüggvénye

pz
1� (1� p)z

(lásd a (2.21) levezetést), így tehát

W(z) = ∞

∑
j=0

W(z j Xn = j)P(Xn = j) =
= ∞

∑
j=1

�
pz

1� (1� p)z� j p0

1� p

�
b
a

� j + p0

= p0

1� p
b
a

pz
1� (1� p)z ∞

∑
k=0

�
pz

1� (1� p)zb
a

�k+ p0

= p0

1� p
b
a

pz
1� (1� p)z a(1� (1� p)z)

a(1� (1� p)z)�bpz
+ p0= p0

1� p
bpz

a(1� (1� p)z)�bpz
+ p0= p0

qz
1�q� (1� p)z+ p0

= q
p

p�q
1�qz

1��1� p�q
1�q

�
z
+1� q

p
;
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- -6Adó zajos csatorna Vevő

visszacsatolás
ACK/NAK

2.3. ábra. Az adatkapcsolati kommunikáció modellje

ahol felhasználtuk, hogya = p(1�q), b = q(1� p) és p0 = 1� q
p. Az els̋o tag

az f1;0;0; : : :g eloszlás generátorfüggvényének 1� q
p-szerese, a második pedig

a p�q
1�q paramétrű geometriai eloszlás generátorfüggvényénekq

p-szerese. Tehát a

várakozási id̋o q
p valószínűséggelp�q

1�q paramétrű geometriai eloszlású, ésp0 =
1� q

p valószínűséggel nulla.

2.4. Csomagküldés zajos csatornán

A következ̋okben a hálózatok adatkapcsolati rétegének (data link layer) néhány
lehetséges protokollját mutatjuk be és vizsgáljuk a teljesítőképesség szem-

pontjából. Az adatkapcsolati réteg feladata az (adat)csomagok sorrendhelyes és
hiba nélküli továbbítása a hálózat két szomszédos csomópontja között. A proto-
kollokat csak a tényleges adatátvitel közben fogjuk vizsgálni, de megjegyezzük,
hogy a gyakorlati megvalósítások természetesen rendelkeznek kapcsolatlétesítési
és -lebontási fázissal is. Az adatátviteli csatorna zajos,de rendelkezésünkre áll
egy visszacsatolás a vevőtől az adó felé (2.3. ábra), tehát a vevő minden id̋oegy-
ség végén informálja az adót arról, hogy a csomagküldés sikeres volt-e az illet̋o
időszakaszban. Hibázás esetén az érkezett csomagot eldobjukés azt a következ̋o
időszeletben újra elküldjük.

A csomópontok közötti kommunikáció aszinkron, így a szinkronizáláshoz
szükséges információt maguknak a csomagoknak kell tartalmazniuk. Ez egy szink-
ronizáló mez̋o segítségével történik. A csomagok sérülését is észlelnünk kell a
vevő oldalon, erre szolgál a hibajelző kódolás (többnyire CRC ellenőrző összeg
generálásával történik). Hibajavító kódolást a túlzottannagy er̋oforrás- és redun-
danciakarakter-igény miatt az adatkapcsolati rétegben nem szokás alkalmazni.
Helyette azARQ (Automatic Repeat reQuest, automatikus ismétléskérés) mód-
szerét használják, azaz hibajelzés esetén a csomagot újraküldik. A csomagok
sorrendhelyességét pedig egy sorszám mező alkalmazásával biztosíthatjuk leg-
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szinkronizáló
mez̋o

cím
mez̋o

sorszám
mez̋o

adatcsomag hibajelz̋o
mez̋o

2.4. ábra. A csomag egy lehetséges felépítése

egyszerűbben. Az adatcsomag és az előbb említett vezérlő mez̋ok együttesét cso-
magnak, néha keretnek (frame) nevezzük (2.4. ábra).

Számos ARQ technika lehetséges: Minden egyes helyesen vettcsomagot
nyugtázhatunk egy speciális nyugta csomaggal (ack), vagy anyugtát beágyaz-
hatjuk az ellentétes irányban továbbított csomagok vezérlő mez̋oibe (amennyiben
van forgalom a másik irányban). Bevezethetünk negatív nyugtát (nak) az átviteli
hiba jelzésére. A deadlock helyzetek elkerülésére időkorlátokat is fel kell állíta-
nunk: ha az adó nem kap sem pozitív, sem negatív nyugtát egy előre meghatáro-
zott időkorláton belül (például azért, mert a vevő szinkronhiba miatt már magát a
csomagot sem észleli), akkor megismétli az adott csomagot.Ehhez az szükséges,
hogy amíg a vev̋o nem nyugtáz egy elküldött csomagot, addig azt az adó az adási
pufferében tárolja.

Ha Xn jelöli az n-edik időegység végén az adóban sorbanálló csomagok szá-
mát ésYn az ezen id̋oszeletben érkező új csomagok számát, akkor ismét a már jól
ismert evolúciós egyenletet kapjuk:

Xn+1 = (Xn�Vn+1)++Yn+1;
ahol most

Vn =� 1 ACK (sikeres)
0 NAK (sikertelen)

a sikeres illetve sikertelen csomagtovábbításnak megfelelően. Azaz az egymás
utáni csomagok, egymástól függetlenülp = 1�E(V1) = 1�P(V1 = 1) valószí-
nűséggel hibásodnak meg, ígyfVng független sorozat. Ha mégfYng is független
és azonos eloszlású, akkorfXng homogén Markov-lánc. Az egyes csomagok vá-
rakozási idejére is felírhatjuk az ismerős rekurziót

Wn+1 = (Wn�Tn+1+Sn)+ :
A kiszolgálási id̋o a csomag sikeres továbbításáig eltelt idő, ami a független és
azonos valószínűségű meghibásodások miatt független ésazonos eloszlású soro-
zat lesz. Független és azonos eloszlású leszfTng is, hafYng bináris, ígyfWng is
homogén Markov-lánc.

A tárgyalásra kerülő három legelterjedtebb protokoll a pozitív és negatív nyug-
ták kezelésének módjában különbözik.
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2.4.1. Késleltetésmentes nyugta

Tekintsünk el els̋o megközelítésben a jelterjedési időtől. A 2.1. tétel szerint a
stabilitás feltétele ebben a késleltetésmentes esetben

E(Y1) < E(V1) == P(V = 1) == 1�P(sikertelen küldés) == 1� p:
Információelméletben járatosak kedvéért megemlítjük, hogy egyp= 1�E(V1) =
1�P(V1 = 1) valószínűséggel törlő emlékezetnélküli törléses csatornáról van szó,
ahol a csatornakarakter egy csomag. Az ilyen csatorna kapacitása(1� p) =E(V1)
csomag/csatornahasználat. Tehát a stabilitás feltétele az, hogy az átlagos forrás-
sebesség kisebb legyen, mint a csatornakapacitás.

Határozzuk meg az optimális adatcsomagméretet, amely maximális átvitelt
tesz lehet̋ové adott csatorna esetén! Emlékezzünk vissza, hogy egy csomag vezér-
lőmez̋okből és a tényleges adatot szállító adatcsomagból áll. Ha az adatcsomag
kicsi, akkor a rendszer kevésbé hatékonyan működik, hiszen inkább vezérl̋oinfor-
mációt szállít, mintsem adatot. Másrészt, minél nagyobb azadatcsomag, annál
nagyobb valószínűséggel jut el egy csomag hibásan a vevőhöz, ami több újrakül-
dést tesz szükségessé, s ez nyilvánvalóan csökkenti az időegység alatt átvihető
adatmennyiséget. Létezik azonban egy optimális adatcsomagméret, amely maxi-
malizálja az átvitelt.

Tételezzük fel, hogy az átvinni kívánt bitek egymástól függetlenül hibásodnak
meg, pb bithiba-valószínűséggel. Legyen az adatcsomag hosszaNd bit, a vezér-
lőmez̋ok hosszaNh bit, s így a teljes csomag hosszaN = Nh+Nd bit. Ekkor egy
csomag hibás vételének valószínűsége (legalább egy bithiba van a csomagban):

p= 1� (1� pb)N : (2.22)

A stabilitási határ csomagban mérve 1� p, és Nd
Nh+Nd

a hasznos bitek aránya egy
csomagon belül, ezért a kihasználtságra a stabilitási határ(1� p) Nd

Nh+Nd
;

amely a (2.22) képlet felhasználásával(1� pb)Nh+Nd
Nd

Nh+Nd
:
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A maximalizáláshoz legyen a kifejezésNd szerinti deriváltja 0:(1� pb)Nh+Nd
�

Nh
Nh+Nd

+Nd ln(1� pb)�
Nh+Nd

= 0:
A tört értéke akkor lehet 0, ha a számláló második tényezője 0, vagyis az

Nh

Nh+Nd
+Nd ln(1� pb) = 0

egyenletet kell megoldanunk, amelyet átalakítva

N2
d +NhNd+ Nh

ln(1� pb) = 0

adódik. Az egyenlet pozitív gyökeként az

Nopt
d = Nh

2

 s
1� 4

Nh ln(1� pb) �1

!
(2.23)

optimális adatcsomagméretet kapjuk. (A második derivált itt negatív, így valóban
a maximumhelyet határoztuk meg.) Kispb-re alkalmazhatjuk a� ln(1� pb)� pb

közelítést, tehát ekkor

Nopt
d � Nh

2

 s
1+ 4

Nhpb
�1

!�
� Nh

2

�
2p

Nhpb
�1

��
� s

Nh

pb

Nézzünk egy számpéldát az elmondottak illusztrálására! Legyen a csomag
fejrészeNh = 48 bit hosszú, a csatorna hibavalószínűsége pedigpb = 10�5 (ez
a földi telefonos adatátvitelben jellemző érték). Ekkor (2.23) felhasználásával
Nopt

d = 2167 bites optimális adatcsomagméretet kapunk. Ha a csatorna hibava-
lószínűségét századára, vagyis 10�7-re sikerül leszorítanunk, akkor az optimális
adatcsomagméret tízszeresére növekszik (21885 bit).

2.4.2. Stop-and-Wait protokoll

Ebben az esetben egyszerre csak egyetlen csomagot küldhet el az adó, majd meg
kell várnia ennek nyugtáját (2.5. ábra). Amennyiben negatív nyugta érkezik vissza
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2.5. ábra. A Stop-and-Wait protokoll

(ha használja a protokoll ezt a lehetőséget) vagy lejár a várakozás időkorlátja, a
csomagot újraadja. Az adó kizárólag pozitív nyugta esetén távolítja el a csomagot
az adási pufferéb̋ol, s lép tovább a következő keretre.

Bár még sikeres továbbítás esetén is sokat kell várakozni, azonban ez egy
megfelel̋o protokoll lehet fél-duplex átvitel esetén, amikor a két oldal felváltva
ad. Ugyanakkor nyilvánvalóan csökkentett adatátvitelt tesz csak lehetővé full-
duplex esetben (független átviteli igények mindkét irányban), különösen akkor,
ha a csatorna jelterjedési ideje lényegesen nagyobb, mint acsomag adási ideje.
Ha a jelterjedési id̋o elhanyagolható az összeköttetés rövidsége vagy a viszonylag
alacsony adási sebesség miatt, akkor a Stop-and-Wait protokoll nem okoz lénye-
gesen rosszabb átvitelt, mint azt rövidesen látni fogjuk.

A jelterjedési és feldolgozási időtől azonban általában nem tekinthetünk el.
LegyenT egy csomag adásához szükséges idő, tprop a jelterjedési id̋o, tproc pedig
az az id̋o, amely a vev̋onek szükséges a csomag feldolgozásához és a nyugta visz-
szaküldéséhez. Mivel új csomagot csak akkor küldhet az adó,amikor az el̋oző
csomag sikeres továbbításáról visszaérkezett a nyugta a vevőtől, ezért az adó id̋o-
zítést állít be

τ = 2tprop+T + tproc

hosszra: ha ez alatt nem jön nyugta a csomag sikeres továbbításáról a vev̋otől,
akkor ezt átviteli hibának tekinti. A minimális idő, amelynek két sikeres csomag
között el kell telnie:T + τ.

Vizsgáljuk meg, hogy mikor lesz stabil a csomagok várakozási ideje által al-
kotott Markov-lánc! Tegyük fel, hogyτ a T egész számú többszöröse. Ekkor a
kiszolgálási id̋o ttrans is T egész számú többszöröse. HaT-t tekintjük egy id̋oegy-
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ségnek, akkor azS1 kiszolgálási id̋o ttrans
T . Tegyük fel, hogyYi bináris, ekkor két

szomszédos érkezésT1 távolságaE(Y1) paraméterű geometriai eloszlású valószí-
nűségi változó, ezért a szomszédos érkezések távolságának várható értéke 1

E(Y1) .

Így a stabilitás feltétele (2.18) miatt

E(ttrans)
T

= E(S1)< E(T1) = 1
E(Y1) ;

azaz

E(Y1)< T
E(ttrans) :

Az időegység alatt sikeresen átvihető adatmennyiség meghatározásához (felső
becsléséhez) tegyük fel, hogy mindössze egyetlen adó és egyetlen vev̋o vesz részt
a kommunikációban, valamint nem alkalmazunk negatív nyugtát. Ekkor maximá-
lisan 1 csomag vihető átT + τ idő alatt (abban az esetben, ha mindig sikeres az
átvitel, azaz pozitív nyugta érkezik vissza).

Legyen egy csomag hibás átvitelének valószínűségep. Tegyük fel, hogy egy
csomagot tetsz̋olegesen sokszor újraküldhetünk. A gyakorlatban ez általában nem
igaz, ugyanis ha a sikertelen átviteli próbálkozások számaelér egy el̋ore megadott
értéket, akkor az összeköttetést hibásnak nyilvánítják, és a fels̋obb rétegek fel-
adata a probléma megoldása. A visszacsatolás esetleges hibáját elhanyagoljuk,
tehát egy leadott nyugta mindig rendben visszaér az adóhoz.Ha az adás azi-edik
kísérletre sikeres, a továbbítási idő i(T+τ), melynek eloszlása(1� p) paraméterű
geometriai eloszlás. Így egy csomag sikeres átvitelének átlagos ideje:

E(ttrans) = ∞

∑
i=1

pi�1(1� p)i(T + τ) =
= (T + τ) � ∞

∑
i=1

ipi�1(1� p);
ahonnan a geometriai eloszlás várható értékének kiszámításával

E(ttrans) = T + τ
1� p

:
Az újraküldések miatt bekövetkező időnövekedést jól mutatja a nevezőben lév̋o
1� p faktor. AzE(ttrans) értékének felhasználásával a stabilitás feltétele tehát

E(Y1)< T
E(ttrans) = T

T+τ
1�p

= 1� p
T+τ

T

= 1� p
a

;
ahol bevezettük az

a := T + τ
T

= 1+ τ
T
� 1
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idő a 2. csomagra
(vagy negatív nyugta)

2.6. ábra. Go-Back-N protokoll

paramétert. Amennyiben a nyugta visszaérkezéséhez szükségesτ idő a gyors jel-
terjedési és feldolgozási idő miatt elhanyagolható, akkora= 1, s így visszakapjuk
a késleltetésmentes esetet:

E(Y1)< 1� p:
2.4.3. Go-Back-N protokoll

A legtöbb modern kommunikációs rendszer full-duplex átvitelt használ, s feltéte-
lezhetjük, hogy a csatorna sem túl rossz, vagyis az elküldött csomagok általában
rendben odaérnek a vevőhöz. Ebben az esetben célszerűbbnek tűnik, hogy az adó
folyamatosan küldje a rendelkezésre álló csomagokat anélkül, hogy mindig nyug-
tára várna. Amennyiben negatív nyugtát kap, vagy lejár a várakozási id̋o, az adott
csomagot és az ezt követően elküldött csomagokat újraküldi. Ezt valósítja meg
a Go-Back-N (visszalépés N-nel) protokoll (2.6. ábra). A csomagok folyamatos
adása növeli az átvitelt, különösen akkor, ha a jelterjedési idő nem hanyagolható
el egy csomag adási idejéhez képest. A protokoll gyakorlatimegvalósításaiban
nem feltétlenül kell minden egyes csomagot nyugtázni. Az ún. kumulatív nyugta
nem csak az adott csomagot, hanem az azt megelőző csomagokat is nyugtázza.

A Stop-and-Wait protokollnál megismert időjellemz̋oket felhasználva a Go-
back-N protokollnál két csomag adása között csak minimumT időnek kell eltelnie
(nem pedigT + τ időnek). Az el̋ozőekhez hasonló feltételekkel élve számítsuk ki
egy csomag sikeres átvitelének átlagos idejét.
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Amennyiben azi-edik kísérlet sikeres, egy csomag továbbítási ideje:

i = 1 T
i = 2 T +1(T + τ)
...

...
i T +(i�1)(T + τ)

s így

E(ttrans) = ∞

∑
i=1

pi�1(1� p)(T +(i�1)(T + τ)) =
= ∞

∑
i=1

pi�1(1� p)(�τ+ i(T + τ)) =
= �τ � ∞

∑
i=1

pi�1(1� p)+(T + τ) � ∞

∑
i=1

ipi�1(1� p) =
= �τ �1+ T + τ

1� p
== pτ+T

1� p

A stabilitás feltétele pedig, a Stop-and-Wait protokollnál levezetett módon:

E(Y1) = T
E(ttrans) < T

pτ+T
1�p

= 1� p
pτ
T +1

= 1� p
p(a�1)+1

:
Itt is visszakapjuk a késleltetésmentes esetet, haa = 1 (amikor a jelterjedési és
feldolgozási id̋o elhanyagolható egy csomag adási idejéhez képest).

Az optimális csomagméret meghatározásához ebben az esetben az(1� pb)Nh+Nd�
1� (1� pb)Nh+Nd

�(a�1)+1
� Nd

Nh+Nd

kifejezést kell maximalizálnunk. Ehhez a kifejezésNd szerinti deriváltja legyen 0:(1� pb)Nh+Nd
�

Nh
Nh+Nd

�
a� (a�1)(1� pb)Nh+Nd

�+aNd ln(1� pb)�(Nh+Nd)�1+(a�1)�1� (1� pb)Nh+Nd
�� = 0

Sajnos, mivel a számlálóbanNd exponenciális és polinom függvényének összege
áll, csak speciális esetben tudjuk megoldani az egyenletet. Például aza= 1 esetre,
amellyel a 2.4.1. szakaszban már foglalkoztunk.
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2.4.4. Szelektív ismétlés

A szelektív ismétlés (selective repeat) Megegyezik a Go-back-N protokollal ab-
ban, hogy az adó itt is folyamatosan küldi a rendelkezésre álló csomagokat. Itt
azonban csak azt a csomagot küldi újra az adó, amelyre negatív nyugta érkezett,
vagy amelynek lejárt a várakozási ideje és közben nem érkezett pozitív nyugta. Ez
a megoldás növeli az adatátviteli teljesítőképességet, azonban a vevő oldalon egy
(átrendezésre is alkalmas) puffert igényel, hiszen egy hibás csomag vétele után
a további csomagokat mindaddig tárolni kell a vevőben, amíg az előbbi csomag
az újraküldéssel helyesen meg nem érkezik (a felsőbb rétegeknek sorrendhelye-
sen kell átadni a csomagokat). A szükséges puffer mérete különösen nagy lehet
műholdas adatátvitel esetén, ahol a nagy jelterjedési idő miatt egyidejűleg sok
csomag van úton az adó és a vevő között.

A Nemzetközi Szabványügyi Szervezet (ISO, International Organization for
Standardization) az általa kidolgozott OSI hivatkozási modell második, adatkap-
csolati rétegében (data link layer) az ún. HDLC (High-levelData Link Control,
magas szintű adatkapcsolat-vezérlés) protokollt ajánlja, amely egyfajta szelektív
ismétlés technika.

2.5. Feladatok

2.1. feladat. LegyenVn ésYn bináris úgy, hogy

P(Vn = 1) = p és P(Yn = 1) = q:
Lássuk be, hogy ha0< q< p< 1, akkor

a) az evolúciós egyenlettel adott sorhossz stabil!

b) a várakozási id̋o stabil!

2.2. feladat. Legyen az 1.39. feladatbanp= 0:5 ésq= 0:4. Várhatóan mennyit
kell várakoznia egy hallgatónak, amíg a professzor beírja ajegyét?

2.3. feladat. Legyen az 1.39. feladatbanp= 0:5 ésq= 0:4. Tegyük fel, hogy a
professzor szobájába maximum4 hallgató fér be, és a szoba előtt nem folytatódhat
a sor, mert a dékán úr egy nemrég közreadott rendelete szerint tilos az egyetem
közterületein jegyre várakozni. Stacionárius eloszlást feltételezve, mi annak a
valószínűsége, hogy az újonnan érkező diák nem fér be a professzor szobájába és
kénytelen kés̋obb visszajönni?
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2.4. feladat. Egy adatcsomagot továbbító csatorna1
4 valószínűséggel áll rendel-

kezésre, azaz tud átküldeni csomagot egy időrésben. Új csomag13 valószínűség-
gel érkezik egy id̋orésben. Írjuk fel a sorhossz átmenetvalószínűség-mátrixát, ha
a pufferben maximum négy csomag fér el!

2.5. feladat. Közeledvén a tél, az erdő szélén lakó kismókus elhatározza, hogy
hozzáfog a diógyűjtéshez. Vidáman ugrándozik a diófán és félpercenként, ha
mancsa ügyébe akad egy dió, akkor azt ledobja a fa alá. Ennek avalószínűsége
1
3. Közel s távol egy állatot sem látni, így hát úgy gondolja, ráér majd a nap
végén összeszedni a lehajigált diókat. Igen ám, de amint a mókus a gyűjtéshez
lát, kidugja a föld alól a fejét a falánk kishörcsög. Ez a kishörcsög ezután is
minden egész percben kidugja a fejét, körülnéz, és ha megláta fa alatt egy diót,
azt egy perc alatt jóízűen belakmározza, majd ismét körbenéz újabb finom falat
után. Ha nincs dió a fa alatt, akkor a következő percig visszabújik a föld alá. A
kismókus minden perc végén lenéz a fa alá, hogy mennyi dió gy˝ult már össze,
és elgondolkozik azon az érdekességen, hogy a fa alatt gyűlő diók száma vajon
Markov-láncot alkot-e. Írd fel a lánc átmenetmátrixát! Stabil-e a lánc? Várhatóan
mennyi diót fog látni a kismókus, amikor lenéz?

2.6. feladat. Várhatóan mennyi ideje van hátra az előző feladat egy diójának le-
esés után, míg a kishörcsög megeszi, ha feltételezzük, hogya kishörcsög jártas
a sorbanállás-elméletben és elhatározza, hogy FIFO rendszer szerint fogyasztja a
diókat, azaz amit a kismókus hamarabb dobott le, annak lát neki ő is hamarabb?

2.7. feladat. Bizonyítsuk be, hogy a geometriai eloszlás örökifjú, azaz ha azY
valószínűségi változóp paraméterű geometriai eloszlású, akkor mindeni; j � 0
egészekre

P(Y = i + j jY � j) = P(Y = i):
2.8. feladat. Bizonyítsuk be, hogy hafYng független és azonos eloszlású soro-
zat, fVng stacionárius Markov-lánc, melyek egymástól ésX0-tól is függetlenek,
továbbá azXn-t a (2.12) képlet definiálja, akkorf(Xn;Vn)g egy kétdimenziós ho-
mogén Markov-lánc!

2.9. feladat. Bizonyítsuk be, hogy a (2.14) képlettel definiáltfSi;ng akkumulált
sorhossz rögzítetti-re homogén Markov-lánc!

2.10. feladat. Tekintsük a csomagküldés problémáját zajos csatornán késleltetés-
mentes nyugta esetén. Legyen a csomag meghibásodásának valószínűsége0:1.
Ha egy résbenq valószínűséggel keletkezik egy csomag, akkor legfeljebbmek-
kora lehetq ahhoz, hogy az átlagos késleltetés 5 résnél kisebb legyen?
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2.11. feladat. Az előző feladatban legfeljebb mekkora lehetq értéke ahhoz, hogy
az 5 résnél nagyobb késleltetés valószínűsége0:01-nál kisebb legyen.

2.12. feladat. Tekintsük a Stop-and-Wait és a Go-Back-N protokollt, és legyen
egy csomag hibás átvitelének valószínűségep = 0:01. Milyen időarányok (a)
esetén stabil a két rendszer?

2.13. feladat. Rendelkezésünkre áll egy adatátviteli csatorna, amelynekcsomag-
mérete 1200 bit, átviteli sebessége 9600 bps. A jelterjedési idő 2 ms, a feldol-
gozási id̋otől pedig tekintsünk el. Mekkora egy csomag sikeres továbbításának
átlagos ideje a Stop-and-Wait, illetve a Go-Back-N protokoll esetén?



3. fejezet

Folytonos idejű Markov-láncok

E
bben a fejezetben olyanfX(t) : t � 0g sztochasztikus folyamatokat
vizsgálunk, melyek rendelkeznek a Markov-tulajdonsággal, azaz a fo-
lyamat jöv̋oje és múltja feltételesen függetlenek a jelen ismeretében,
ugyanakkor az állapotváltozások tetszőleges id̋opontban történhetnek.

Azon tömegkiszolgálási feladatoknál, ahol az igények érkezési id̋opontjai nemne-
gatív valós értékeket vehetnek fel, ezen modell alkalmazása pontosabb analízist
tesz lehet̋ové, mint a diszkrét idejű Markov-láncokkal való közelítés.

Először a Poisson-folyamat fogalmát vezetjük be, amelyről kés̋obb, a 3.4. sza-
kaszban látjuk be, hogy rendelkezik a Markov-tulajdonsággal.

3.1. A Poisson-folyamat

A gyakorlatban sűrűn találkozhatunk azzal a jelenséggel,hogy egy bizonyos
idő alatt bekövetkez̋o események száma jó közelítéssel Poisson-eloszlású.

Az els̋o fontos ilyen irányú felfedezés a radioaktív anyagok bomlása kapcsán szü-
letett. Nevezetesen, ha Geiger–Müller-számlálóval mérjük egy id̋o alatt elbomlott
atomok számát, akkor az Poisson-eloszlású, ahol az eloszlás paramétere arányos
az atomok számával és a választott időtartammal. A jelenség mögött az áll, hogy
„sok”, „kis” várható értékű, független, bináris valószínűségi változó összegének
határeloszlása Poisson, vagyis a binomiális eloszlás határértéke bizonyos feltéte-
lek esetén Poisson-eloszlás (lásd a 3.1. tételt). Tömegkiszolgálási problémákban
a bizonyos id̋o alatt keletkezett igények száma ugyanilyen okok miatt általában
Poisson-eloszlású. Indokolt tehát, hogy bevezessünk és vizsgáljunk ilyen tulaj-
donságú folyamatokat.
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3.1. ábra. Pontfolyamat

3.1. definíció. Tekintsünk egy, a valós számegyenesen elhelyezkedőfTig∞
i=�∞; (: : :Ti�1 < Ti < Ti+1 : : :)

véletlen pontsorozatot.Pontfolyamatnak nevezzük az ebből az

X(t) = #fi : 0� Ti < tg (t � 0)
összefüggéssel kapott folytonos idejű sztochasztikus folyamatot, ahol a# operátor
az utána álló halmaz elemeinek számát adja meg, azazX(t) a [0;t) intervallumba
es̋o pontok száma.

Mivel X(t) értéke nem függ aTi pontok indexelésétől, csak azok helyétől, és szá-
munkra csak a nemnegatív félegyenesen lévő pontok az érdekesek, a továbbiak-
ban az egyszerűség kedvéért a legkisebb ilyen pontot fogjuk az 1 indexszel ellátni.
Egy pontfolyamat realizációi olyan monoton növő, balról folytonos, lépcs̋o alakú
függvények, melyeknek ugrásai éppen aTi pontokban vannak (3.1. ábra).

3.2. definíció. Legyenλ > 0 rögzített szám. λ intenzitású homogén Poisson-
folyamatnak nevezünk egy pontfolyamatot, ha azX(t) eloszlásaλt paraméterű
Poisson-eloszlás, továbbá a folyamat független és stacionárius növekményű, azaz
teljesíti a következ̋o három feltételt:

1. X(0)� 0; P(X(t) = k) = (λt)k
k! e�λt (t > 0;k2 S);

2. mindenn� 2 egészre és0< t1 < :: : < tn-re azX(t1)�X(0), X(t2)�X(t1); : : :,
X(tn)�X(tn�1) valószínűségi változók teljesen függetlenek (függetlennövek-
ményűség);
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3. mindens;t > 0-ra azX(t)�X(0) és azX(t+s)�X(s) valószínűségi változók
eloszlása megegyezik (stacionárius növekményűség).

Ha azX= fXt : t 2 Tg sztochasztikus folyamatra mindent 2 T esetén teljesül,
hogy E

�
Xt

2
� < ∞, akkorX-et másodrendű folyamatnak nevezzük. Másodrendű

folyamatnál azm : T ! R ; m(t) = E(Xt) összefüggéssel definiáltm függvényt
a folyamatvárhatóérték-függvényének, az R :T �T ! R ; R(s;t) = cov(Xs;Xt)
képlettel értelmezett kétváltozós függvényt pedigkovarianciafüggvényének hív-
juk. (Ez utóbbit egy speciális esetben már az 1.18. definícióból ismerjük.)

A Poisson-eloszlás tulajdonságaiból következik, hogy a Poisson-folyamat má-
sodrendű, hiszen

E
�

X(t)2
�= (λt)2+λt < ∞;

továbbá várhatóérték-függvénye

m(t) = E(X(t)) = λt (t � 0):
3.1.1. A binomiális és Poisson-eloszlás kapcsolata

Legyenn darab igényforrásunk, melyek egymástól függetlenül küldenek igénye-
ket egy kiszolgálóhoz. Ha egy időegység alatt egy igényforrásp valószínűséggel
küld igényt, akkor a kiszolgáló rendszerbe egy időszakasz alatt beérkező igények
száman-edrendű,p paraméterű binomiális eloszlású valószínűségi változó. Ilyen
beérkezést tételeztünk fel a 2.2. szakaszban a csomagkoncentrátorok vizsgálatánál
is. Hannagy éspkicsi, akkor az igények számát jól jellemezhetjüknpparaméterű
Poisson-eloszlású valószínűségi változóval. Ezen közelítés alapja a következő té-
tel:

3.1. tétel. Legyen afpng∞
n=1 (0< pn < 1) számsorozat olyan, hogy

lim
n!∞

npn = λ > 0:
Ekkor azn-edrendű,pn paraméterű binomiális eloszlásk-adik tagjan! ∞ esetén
tart aλ paraméterű Poisson-eloszlásk-adik tagjához, azaz

lim
n!∞

�
n
k

�
pn

k(1� pn)n�k = λk

k!
e�λ:

BIZONYÍTÁS :

lim
n!∞

�
n
k

�
pn

k(1� pn)n�k = lim
n!∞

n!
k!(n�k)! � nk

nk � pn
k � (1� pn)n(1� pn)k =
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= 1
k!
� lim

n!∞

n(n�1) � � �(n�k+1)
n n � � � n

� (npn)k �� 1(1� pn)k

�
1� npn

n

�n =
= 1

k!
�1�λk �1�e�λ;

ahol felhasználtuk azt a tényt, mely szerint ha

lim
n!∞

xn = x;
akkor

lim
n!∞

�
1+ xn

n

�n = ex:
Legyen kiszolgáló egységünk egy telefonközpont, amelybe az előfizet̋oktől

futnak be hívásigények. Az előbbi tételre támaszkodva megindokoljuk, miért
tekinthet̋o a Poisson-folyamat a hívások időpontjai által generált pontfolyamat
jó közelítésének. Az egyes előfizet̋ok egymástól függetlenül, egy rövid idősza-
kasz alatt kicsi valószínűséggel kezdeményeznek hívást,tehát a befutó hívások
száma binomiális eloszlású valószínűségi változó, melyet közelíthetünk Poisson-
eloszlással. Az egy id̋ointervallumban beérkező hívások számának várható értéke
arányosnak tekinthető az intervallum hosszával (haλ az id̋oegység alatt bejöv̋o
hívások számának várható értéke, akkor egyt hosszú id̋oszeletre ez az adatλt).
Egymás utáni id̋ointervallumokban érkez̋o hívások számai jó közelítéssel függet-
lenek egymástól, és ezzel el is jutottunk a kívánt következtetésig. Gyakorlati meg-
figyelések alapján ez a közelítés elég pontos.

3.1.2. Poisson-folyamat generálása

Ebben a szakaszban azt fogjuk megvizsgálni, hogyan hozhatunk létre olyan vé-
letlen pontsorozatot, amely által meghatározott pontfolyamat Poisson-folyamat.
Ezzel egyrészt a Poisson-folyamat egy újabb fontos tulajdonságát ismerjük meg,
másrészt hatékony eszközhöz jutunk a folyamat realizációinak (például szimulá-
ciós célokra történ̋o) előállítására. Vizsgálatunkban központi szerepet játszik az
exponenciális eloszlás.

3.2. tétel (Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága). Ha azY valószí-
nűségi változóλ paraméterű exponenciális eloszlású, akkor

P(Y < t +s jY � t) = P(Y < s) (s;t � 0): (3.1)

Megfordítva, ha egy nemnegatív értékű, abszolút folytonos valószínűségi változó
eleget tesz a (3.1) kifejezésnek, akkor az eloszlása exponenciális.
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BIZONYÍTÁS : Legyen el̋oszörY λ paraméterű exponenciális eloszlású valószí-
nűségi változó. Ekkor

P(Y < t +s jY � t) = 1�P(Y � t +s jY � t) == 1� P(Y � t +s;Y� t)
P(Y � t) == 1� P(Y � t +s)

P(Y � t) =
= 1� e�λ(t+s)

e�λt
= 1�e�λs == 1�P(Y � s) = P(Y < s):

Most tegyük fel, hogyY eloszlása kielégíti a (3.1) kifejezést. Mivel azF(t) =
P(Y < t) eloszlásfüggvény monoton növő, azért aG(t) = P(Y � t) = 1�F(t)
függvény monoton csökkenő, és (3.1) alapján

1� G(t +s)
G(t) = 1�G(s);

azaz
G(t +s) = G(t) �G(s): (3.2)

Megmutatható, hogy a monoton csökkenő és folytonos függvények között (3.2)
egyetlen megoldása

G(t) = e�λt ;
aholλ = � lnG(1), és ígyF(t) = 1�e�λt, ami éppen az exponenciális eloszlás
eloszlásfüggvénye.

Az örökifjú tulajdonságot néha úgy is megfogalmazzák, hogyaz exponenciá-
lis eloszlás memóriamentes vagy Markov-tulajdonságú. Mi az először bevezetett
szóhasználatot fogjuk követni.

A 3.2. tétel illusztrálására tekintsünk egy kiszolgálót, amelyben egy igényY
kiszolgálási idejeλ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó. Az
örökifjúság azt jelenti, hogy ha a kiszolgálás elkezdésétől már t idő eltelt és az
igény feldolgozása még nem fejeződött be, akkor a hátralévő idő eloszlása (az
eltelt időtől függetlenül)λ paraméterű exponenciális.

3.3. tétel. LegyenfYig∞
i=1 egymástól teljesen független,λ paraméterű exponen-

ciális eloszlású valószínűségi változók sorozata, és afTkg véletlen pontsorozatot
definiálja a

Tk = k

∑
j=1

Yj (k= 1;2; : : :)
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összefüggés. Ekkor a generáltfX(t) : t � 0g pontfolyamatλ intenzitású Poisson-
folyamat.

BIZONYÍTÁS : Először belátjuk, hogyTk k-adrendű gamma-eloszlású (más néven
k-adrendű Erlang-eloszlású) valószínűségi változó, amelynek sűrűségfüggvénye

fk(t) = λ
(λt)k�1(k�1)! e�λt (t � 0):

Ezt teljes indukcióval tehetjük meg.

1. k = 1 eseténT1 λ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó,
melynek sűrűségfüggvényef1(t) = λe�λt (t � 0), ami megegyezik az első-
rendű gamma-eloszlás sűrűségfüggvényével.

2. Tegyük fel, hogyk � 2 és i < k-ra teljesül az állítás. AzYj valószínűségi
változók függetlensége miattTk sűrűségfüggvényétTk�1 ésYk sűrűségfüggvé-
nyeinek konvolúciójával nyerjük, és azYj -k azonos eloszlása miattYk sűrűség-
függvénye éppenf1(t), azaz

fk(t) = fk�1(t)� f1(t) = Z ∞�∞
fk�1(s) f1(t�s)ds= (3.3)

= Z t

0
λ
(λs)k�2(k�2)! e�λsλe�λ(t�s)ds=

= λk(k�2)! �Z t

0
sk�2ds

�
e�λt =

= λk(k�2)! tk�1(k�1)e�λt = λ
(λt)k�1(k�1)! e�λt (t � 0);

ahol a (3.3) lépésben felhasználtuk az indukciós feltételt.

Ezután írjuk fel azt az eseményt, hogy a[0;t) intervallumbank pont helyez-
kedik el: fX(t) = kg= fTk < tg\fTk+1 < tgc

ahol Ac az A esemény ellentettjét (komplementerét) jelöli. Mivel afTk+1 < tg
esemény bekövetkezése maga után vonjafTk < tg bekövetkezését, ezért

P(X(t) = k) = P(Tk < t)�P(Tk+1 < t) = Z t

0
fk(s)ds�Z t

0
fk+1(s)ds=

= Z t

0

 
λ
(λs)k�1(k�1)! e�λs�λ

(λs)k

k!
e�λs

!
ds=
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= Z t

0

1
λ

f 0k+1(s)ds= 1
λ

fk+1(t) == (λt)k

k!
e�λt ;

ami éppen a Poisson-folyamatot definiáló első feltétel. A független és stacionárius
növekményűség következik azYi-k függetlenségéb̋ol, azonos eloszlásából és az
exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonságából, ennek igazolásától eltekintünk.

Tehát exponenciális valószínűségi változók segítségével lehet Poisson-folya-
matot generálni, exponenciális eloszlású valószínűségiváltozót pedig könnyű elő-
állítani egyenletes eloszlásúból (lásd a 3.4. feladatot).

Igaz a tétel megfordítása is, azaz belátható, hogyλ intenzitású homogén Pois-
son-folyamat esetén a pontok távolságai független,λ paraméterű exponenciális
eloszlású valószínűségi változók (lásd a 3.5. feladatot). Ebb̋ol következik, hogy
ez a tulajdonság egyértelműen jellemzi a Poisson-folyamatot és annak lehetséges
ekvivalens definíciójaként szolgálhat.

3.2. Laplace-transzformált

A Laplace-transzformált hasonlóan hasznos eszköz a folytonos idejű függvé-
nyek világában, mint ahogy a generátorfüggvény a diszkrét idejű esetben.

Egya(t) függvény Laplace-transzformáltja

A(s) = Z ∞�∞
a(t)e�stdt;

amennyiben az integrál létezik. Ha a függvényünk értéke negatív számokon 0
(a(t) = 0, hat < 0), akkor „egyoldali” Laplace-transzformáltról beszélünk

A(s) = Z ∞

0
a(t)e�stdt:

Egy f (t) sűrűségfüggvényű eloszlásnak a Laplace-transzformáltja — a generátor-
függvénynél látotthoz hasonlóan — egy várható érték,

F(s) = Z ∞�∞
e�st f (t)dt = E

�
e�sX

�;
ha azX valószínűségi változó eloszlásának sűrűségfüggvényef (t). Megjegyez-
zük, hogy egy eloszlás Laplace-transzformáltja összefüggésben áll az eloszlás ún.
momentumgeneráló függvényével, amelynek a definíciójaE

�
esX
�
.
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Tekintsük át a Laplace-transzformált néhany fontos tulajdonságát. A definíció
alapján világos, hogya(t� t0) transzformáltjaZ ∞�∞

a(t� t0)e�st dt = Z ∞�∞
a(t� t0)e�s(t�t0)e�st0 dt = e�t0sA(s):

Szintén a definícióból következik, hogy tetszőlegesα konstansraαa(t) Laplace-
transzformáltjaαA(s).

Most tegyük fel, hogy két függvényünk van,a(t) ésb(t), Laplace-transzfor-
máltjaikat jelöljeA(s) illetve B(s). Megint csak világos, hogya(t)+b(t) Laplace-
transzformáltjaA(s)+B(s).

A két függvényc= a�b konvolúcióján a

c(t) = Z ∞�∞
a(t�u)b(u)du

függvényt értjük. Emlékezzünk vissza, hogy — hasonlóan a diszkrét esethez —
két folytonos valószínűségi változó összegének eloszlását a két eloszlás konvolú-
ciójaként kaphatjuk meg. Nézzük meg, hogy miként kaphatjukmegc(t) Laplace-
transzformáltját.

C(t) = Z ∞�∞
c(t)e�stdt = (3.4)= Z ∞�∞

Z ∞�∞
a(t�u)b(u)due�stdt == Z ∞�∞

Z ∞�∞
a(t�u)e�s(t�u)b(u)e�sudt du= Z ∞�∞

a(v)e�s(v)dv
Z ∞�∞

b(u)e�sudu== A(t)B(t): (3.5)

Tehát — a generátorfüggvénynél látottakhoz hasonlóan — az eredeti függvények
konvolúciójának képzése helyett az eredmény Laplace-transzformáltja egy egy-
szerű szorzással adódik.

Megmutatható, hogy ha az eredeti függvény at < 0 értékekre azonosan nulla,
akkor deriválása esetén a Laplace-transzformált egyszer˝uens-sel szorzódik, azaz
da(t)

dt transzformáltjaZ ∞

0

da(t)
dt

e�st dt = �
a(t)e�st�∞

0 �Z ∞

0
a(t)(�s)e�stdt == �a(0)+s

Z ∞

0
a(t)e�stdt == sA(s)�a(0): (3.6)
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Példaként számoljuk ki az exponenciális eloszlásf (t) = λe�λt sűrűségfügg-
vényének Laplace-transzformáltját.

F(s) = Z ∞

0
f (t)e�stdt = Z ∞

0
λe�λte�st dt == Z ∞

0
λe�(s+λ)t dt = �λ

�1
s+λ

e�(s+λ)t�∞

0
=

= λ
s+λ

: (3.7)

A Laplace-transzformált segítségével egy másik bizonyítást is adhatunk a 3.3.
tétel azon állítására, hogyTk k-adrendű gamma-eloszlású. Ak-adrendű gamma-
eloszlás sűrűségfüggvényének Laplace-transzformáltja

λk(s+λ)k

(lásd a 3.6. feladatot), ami éppenk darab exponenciális eloszlás transzformált-
jának a szorzata, hiszen az exponenciális eloszlás Laplace-transzformáltja (3.7)
szerint

λ
s+λ

:
Ugyanakkor, ha vesszükk darab független exponenciális eloszlású valószínű-
ségi változó összegét, akkor az összeg eloszlásának Laplace-transzformáltja is
az exponenciális eloszlás Laplace-transzformáltjának ak-adik hatványa, hiszen
független valószínűségi változók összeadásakor a Laplace-transzformáltak ösz-
szeszorzódnak. Azazk darab független exponenciális eloszlású valószínűségi vál-
tozó összege gamma-eloszlású.

3.2.1. A Poisson-folyamat további tulajdonságai

Ebben a szakaszban bevezetünk egy új jelölést, amely hasznos lesz a kés̋obbiek-
ben is és ennek segítségével újabb alternatív definíciót adunk a Poisson-folyamat-
ra.

3.3. definíció. Legyen f (t) ésg(t) két, a0 valamely jobb oldali környezetében
értelmezett valós függvény, melyeknek a0-ban létezik a jobb oldali határértéke.
Azt mondjuk, hogyt ! 0+ eseténf (t) = o(g(t)) (olvasd: f (t) egyenl̋o kis ordo
g(t)), ha

lim
t!0+ f (t)

g(t) = 0:



96 3. FOLYTONOS IDEJŰ MARKOV-LÁNCOK

Például haf (t)= o(g(t)) és lim
t!0+g(t) = 0, akkor lim

t!0+ f (t)= 0 és azt mondhatjuk,

hogy f (t) gyorsabban tart 0-hoz, mintg(t). Számunkra azok az esetek lesznek
fontosak, amikorg(t) hatványfüggvény (t vagy t2). A 3.7. feladatban ezekkel
kapcsolatban mondunk ki néhány egyszerű állítást.

A továbbiakban ott, ahol ez célszerűnek látszik, bizonyosfüggvényeket he-
lyettesíteni fogunk náluk lassabban 0-hoz tartó függvényekkel és helyükre egy-
szerűen a megfelelő o(�) függvényt írjuk, példáult2 helyetto(t)-vel számolunk.
A 3.7. feladat alapján a következő „számolási szabályokat” alkalmazhatjuk:

o(t)�o(t) = o(t);
c o(t) = o(t);
o(ct) = o(t) (c 6= 0);

o(t) �o(t) = o(t);
o
�
t2
� = o(t);

t �o(t) = o(t):
A fentiek szemléltetésére szolgál a következő fontos példa:

3.1. példa. Megmutatjuk, hogyex = 1+ x+o(x). Írjuk fel a függvényt az els̋o-
rendű Taylor-polinommal és a Lagrange-féle maradéktaggal:

ex = 1+x+ eξ(x)
2

x2 = 1+x+ r1(x);
ahol0< ξ(x)< x. Ebb̋ol

0� lim
x!0+ r1(x)

x
= lim

x!0+ eξ(x)
2

x� lim
x!0+ ex

2
x= 0;

azazr1(x) = o(x).
3.4. tétel. LegyenfX(t) : t � 0g λ intenzitású Poisson-folyamat. Ekkor

1. P(X(t) = 0) = 1�λt +o(t);
2. P(X(t) = 1) = λt +o(t) (sűrűségi feltétel);

3. P(X(t)� 2) = o(t) (ritkasági feltétel).

BIZONYÍTÁS : A 3.8. feladat állítását felhasználva

P(X(t) = 0) = e�λt = 1�λt +o(λt) = 1�λt +o(t);



3.2. LAPLACE-TRANSZFORMÁLT 97

és hasonlóan

P(X(t) = 1) = λte�λt = λt(1�λt +o(t)) = λt�λ2t2+λto(t) = λt +o(t);
valamint

P(X(t)� 2) = 1� [P(X(t) = 0)+P(X(t) = 1)℄ == 1�1+λt�o(t)�λt�o(t) = o(t):
Szavakban megfogalmazva a fenti tétel azt jelenti, hogy kicsi annak a valószí-

nűsége, hogy egy rövid időintervallumba legalább két pont esik (az intervallum
hosszával osztva 0-hoz tart), míg annak a valószínűsége, hogy pontosan egy pont
esik ide, körülbelül az intervallum hosszánakλ-szorosa.

A tétel megfordításával kapjuk a Poisson-folyamatnak a szakasz bevezetőjé-
ben említett újabb ekvivalens definícióját:

3.5. tétel. Ha azfX(t) : t � 0g pontfolyamatra teljesül a sűrűségi és ritkasági
feltétel, valamint független és stacionárius növekményű, akkor homogén Poisson-
folyamat.

BIZONYÍTÁS : A Poisson-folyamatot definiáló három tulajdonság közül kettő (a
független és stacionárius növekményűség) itt is feltételként szerepel, tehát ele-
gend̋o az egydimenziós eloszlásokra vonatkozó képletet igazolnunk. Bevezetve a
Pk(t) = P(X(t) = k) jelöléstk� 1 ést;∆ > 0 esetén a következőt írhatjuk:

Pk(t +∆) = P(X(t +∆) = k) = k

∑
n=0

P(X(t +∆) = k;X(t) = k�n) =
= k

∑
n=0

P(X(t +∆)�X(t) = n;X(t) = k�n) =
= k

∑
n=0

P(X(t +∆)�X(t) = n)P(X(t) = k�n) = (3.8)

= k

∑
n=0

P(X(∆) = n)Pk�n(t) = (3.9)

= k

∑
n=0

Pn(∆)Pk�n(t) == P0(∆)Pk(t)+P1(∆)Pk�1(t)+o(∆); (3.10)

ahol (3.8) a független növekményűségből, (3.9) a stacionárius növekményűség-
ből, (3.10) pedig a ritkasági feltételből következik. Ismét a sűrűségi és ritkasági
feltételeket alkalmazva kapjuk, hogy

P1(∆) = λ∆+o(∆)
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és
P0(∆) = 1�P1(∆)�o(∆) = 1�λ∆+o(∆):

Ezeket a (3.10) képletbe helyettesítve:

Pk(t +∆) = (1�λ∆+o(∆))Pk(t)+(λ∆+o(∆))Pk�1(t)+o(∆) == (1�λ∆)Pk(t)+λ∆Pk�1(t)+o(∆):
A bal oldalon különbségi hányadost képezve

Pk(t +∆)�Pk(t)
∆

=�λPk(t)+λPk�1(t)+ o(∆)
∆

;
amelyb̋ol elvégezve a∆ ! 0+ határátmenetet a következő differenciálegyenlet-
rendszerhez jutunk:

P0k(t) =�λPk(t)+λPk�1(t) (k� 1): (3.11)

(A (3.11) kifejezést csak a jobb oldali deriváltra vezettükle. Hasonlóan belátható
az is, hogy a bal oldali derivált is kielégíti ezt az egyenletet.) k = 0-ra szintén a
fenti módszerrel származtatható a

P00(t) =�λP0(t) (3.12)

differenciálegyenlet. Kezdeti feltételeink:P0(0) = 1, Pk(0) = 0 (k � 1). A
differenciálegyenlet-rendszer megoldására két módszertis bemutatunk:
(i) A (3.12) egyenlet kezdeti feltételünknek eleget tevő megoldásaP0(t) = e�λt .
k� 0 esetén vezessük be aQk(t) = Pk(t)eλt függvényeket, ezekkel (3.11) alapján
a

Q0
k(t) = λQk�1(t) (k� 1) (3.13)

rendszerhez jutunk, aholQ0(t) � 1 ésQk(0) = 0 (k � 1). A (3.13) egyenletet
rekurzívan oldhatjuk meg:

Q0
1(t) = λ; azaz Q1(t) = λt +c1; aholc1 = 0;

Q0
2(t) = λ2t; azaz Q2(t) = (λt)2

2 +c2; aholc2 = 0;

Q0
3(t) = λ3t2

2 ; azaz Q3(t) = (λt)3
3! +c3; aholc3 = 0;

...

Q0
k(t) = λktk�1(k�1)! ; azaz Qk(t) = (λt)k

k! +ck; aholck = 0;
...
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A definíció alapján

Pk(t) = Qk(t)e�λt = (λt)k

k!
e�λt ;

és ezt kellett belátnunk.
(ii) Differenciálegyenletet könnyen megoldhatunk a Laplace-transzformált segít-
ségével. El̋oször oldjuk meg ak = 0 esetet, vagyis a (3.12) egyenletet. Jelöl-
je bP0(s) a P0(t) Laplace-transzformáltját. Ekkor a transzformált (3.6) tulajdon-
sága szerintP00(t) transzformáltjasbP0(s)�P0(0), ahol a kezdeti feltételek szerint
P0(0) = 1. Tehát a (3.12) egyenlet transzformáltja

sbP0(s)�1=�λbP0(s);
amit átrendezve bP0(s) = 1

s+λ
adódik. Ebb̋ol pedig (3.7) alapján

P0(t) = e�λt :
Most nézzük ak� 1 esetet. LegyenP(z;t) az X(t) eloszlásának generátor-

függvénye és tekintsük a (3.11) egyenlet mindkét oldalánaka generátorfüggvé-
nyét. Ekkor a

∂P(z;t)
∂t

�P00(t) =�λ(P(z;t)�P0(t))+λzP(z;t)
differenciálegyenlethez jutunk. A (3.12) egyenlet szerint P00(t) = �λP0(t), így
ezek a tagok kiejtik egymást a két oldalról és marad

∂P(z;t)
∂t

=�λP(z;t)+λzP(z;t);
amit a Laplace-transzformált segítségével könnyen megoldhatunk. LegyenbP(z;s)
a P(z;t) függvény Laplace-transzformáltja. Ekkor a transzfromált(3.6) tulajdon-
sága alapján az

sbP(z;s)�P(z;0) =�λbP(z;s)+λzbP(z;s)
egyenletet kapjuk. Innen bP(z;s) = P(z;0)

s�λ(z�1) ;
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ahol P(z;0) értékét a generátorfüggvény definíciója alapján kaphatjukmeg, ki-
használva a kezdeti feltételeket, azaz hogyP0(0) = 1 ésPk(0) = 0 (k� 1).

P(z;0) = ∞

∑
k=0

Pk(0)zk = z0P0(0)+ ∞

∑
k=1

Pk(0)zk = 1:
Így tehát bP(z;s) = 1

s�λ(z�1) ;
amiről (3.7) alapján láthatjuk, hogy a

P(z;t) = eλt(z�1)
függvény Laplace-transzformáltja.P(z;t) pedig éppen aλt paraméterű Poisson-
eloszlás generátorfüggvénye (lásd a (2.20) levezetést), így

Pk(t) = (λt)k

k!
e�λt :

3.2.2. Az inhomogén Poisson-folyamat

A gyakorlatban gyakran előfordul, hogy a kiszolgáló egységhez érkező igények
által alkotott pontfolyamat nem stacionárius növekményű, például egy telefonköz-
pontba nappal nagyobb intenzitással érkeznek a hívások, mint éjszaka. Ezért néha
szükséges az alábbiakban definiált inhomogén Poisson-folyamat alkalmazása.

Legyenλ(t) (t � 0) nemnegatív integrálható függvény és a folyamat egydi-
menziós eloszlásait adjuk meg a

P(X(t) = k) = �R t
0 λ(s)ds

�k
k!

e�R t
0 λ(s)ds

képlettel. A fentieket teljesítő, független növekményű pontfolyamatot nevezzük
inhomogén Poisson-folyamatnak. Ezt a modellt a továbbiakban nem fogjuk hasz-
nálni.

3.3. Véletlen hozzáférés visszacsatolással

Ebben az szakaszban egy, az eddigiektől eltér̋o tömegkiszolgálási feladatot mu-
tatunk be, a többfelhasználós hírközlés egyik legizgalmasabb problémáját.

Azt fogjuk megvizsgálni, hogy milyen módon növelhető egy több felhasználó ál-
tal közösen használt adatátviteli csatorna áteresztőképessége. Ilyen szituációval
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találkozhatunk, ha több igényforrás kommunikál egy kiszolgálóval (központtal)
egy közös er̋oforráson keresztül, például amikor terminálok a szervertrádiócsa-
tornán vagy síntopológiájú hálózaton (esetleg buszon) át érik el. A gondok itt ma-
gából a kommunikációból adódnak, mivel a csatornát egyszerre csak egy igény-
forrás használhatja. Előzőleg megismert modelljeinktől eltér̋oen a kiszolgálóban
nem képz̋odik sor, az egyes igényforrások egymással együttműködvepróbálják
meg adatcsomagjaikat a központhoz eljuttatni.

A többfelhasználós hírközlés legegyszerűbb, de még gyakorlati szempontból
is fontos csatornamodellje a réselt ütközéses csatorna visszacsatolással. Ekkor
az id̋o egyforma szakaszokra van osztva, egy ilyen szakaszt résnek nevezünk. A
továbbiakban ez lesz az időegység és feltesszük, hogy a felhasználók által küldött
csomagok továbbítási ideje éppen egy rés, továbbá a csomagok elküldése csak rés
elején kezd̋odhet. Ha egy résben pontosan egy felhasználó küld csomagot, akkor
a csatorna kimenete ez a csomag. Ha senki sem küld csomagot, akkor a csatorna
kimenete egy üres szimbólum, míg ha legalább két felhasználó küld csomagot
egy résben, akkor a csomagok ütköznek, tartalmuk elvész és acsatorna kimenetén
egy ütközés szimbólum jelenik meg. A csatorna kimenetét a kiszolgáló látja, aki
minden rés végén a visszacsatoláson keresztül tájékoztatja az igényforrásokat az
adott résben történt átvitel eredményéről.

Ha N felhasználó akar használni egy ilyen csatornát, akkor a probléma egy
megoldása lehet az időosztás, amikor egy felhasználó mindenN-edik rést kapja
meg kizárólagos használatra. Nyilvánvaló, hogy ez az eljárás akkor hatékony, ha
mindig mindenki aktív, azaz van elküldendő üzenete. HaN nagy és mindenki csak
részlegesen aktív, akkor ez az eljárás nem fogja jól kihasználni a közös csatornát
és indokolatlanul nagy késleltetést eredményez.

A véletlen hozzáférés alapötlete az, hogy ne féljünk az esetleges ütközéstől,
a konfliktustól. Norm Abramsontól ered ez az ötlet, aki a Hawaii Egyetemen az
óceánkutató hajók közötti rádiókommunikációra javasoltaazt a protokollt, hogy
amennyiben egy adó csomagja ütközött, akkor az ismételje meg az adást egy vé-
letlen késleltetési id̋o eltelte után. A helyi bennszülött köszöntés alapjánALOHÁ-
nak nevezték el ezt a protokollt. Egy sereg publikáció született arról, hogy ha az
új csomagokλ < e�1 = 0:36: : : intenzitású Poisson-folyamatot alkotnak, akkor a
rendszer feloldásra váró felhasználóinak a száma egy stabil Markov-lánc. Sajnos
ezek a cikkek egytől egyig hibásak, mivel az ismétlések egy olyan pozitív visz-
szacsatolást jelentenek, amely tetszőlegesen kis intenzitás esetén egy nem stabil
Markov-láncot eredményez. A dolgot a késleltetés eloszlásának változtatásával
lehet kijavítani. A Xerox cég Ethernet szabványa szerint azn-edik ismétlés a[0;c2n℄ intervallumon egyenletes eloszlású. Az Ethernet az ALOHA elvet kom-
binálja azzal, hogy a kábelen ütközést és vivőt is tudunk detektálni, vagyis egy
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1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11.
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3.2. ábra. A konfliktusfeloldó algoritmus menete

csomag adását csak akkor indítjuk, ha nincs vivő, és ha adás közben ütközést
észlelünk, akkor abbahagyjuk az adást.

Térjünk vissza a réselt ütközéses csatorna problémájára. Léteznek hatékony
algoritmusok ilyen konfliktusok feloldására akkor, ha (mint esetünkben) van visz-
szacsatolás. Konfliktusfeloldó algoritmuson (collision-resolution algorithm, CRA)
egy olyan protokollt értünk, amely biztosítja az egymássalütközött csomagok
mindegyikének a csatornán előbb-utóbb történ̋o átjutását, és lehetővé teszi, hogy
minden igényforrás értesüljön a konfliktus feloldásáról. Amíg az eredeti konf-
liktusban szerepelt csomagok átvitele be nem fejeződött, addig új csomagot senki
sem küldhet el, ezért az ütközésben nem érintett felhasználóknak is figyelniük kell
a visszacsatolást.

Egy ilyen konfliktusfeloldó algoritmus a faalgoritmus, ahol a visszacsatolás
három értékű:� üres rés (senki sem küldött csomagot);� siker (pontosan egy felhasználó küldött csomagot);� ütközés (legalább ketten küldtek csomagot).

Az algoritmus szerint minden aktív felhasználó (N darab) elküldi csomagját az
els̋o résben. HaN = 0, akkor a kimenet és a visszacsatolás üres és az algoritmus
leáll. HaN= 1, akkor kimenet egy csomag, a visszacsatolás siker és az algoritmus
szintén leáll. HaN� 2, akkor a kimenet és a visszacsatolás ütközés, és mindegyik
konfliktusban lév̋o felhasználó 1=2-1=2 valószínűséggel kisorsol 0-t illetve 1-et.
Mindazok, akik 0-t sorsoltak, elküldik csomagjaikat a rákövetkez̋o (2:) résben,
míg azok, akik 1-et sorsoltak, a 2. résben kezdődő konfliktusfeloldó algoritmus
befejez̋odése utáni els̋o résben küldik el csomagjukat újra. Az ezek után bekövet-
kez̋o ütközések feloldására rekurzívan ugyanezt a módszert alkalmazzuk.

3.2. példa. A faalgoritmus működésének szemléltetésére tegyük fel, hogy N = 4
és jelöljük a konfliktusban lév̋o csomagokatA-val, B-vel, C-vel ésD-vel. A 3.2.
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3.3. ábra. A konfliktusfeloldó algoritmus által bejárt bináris fa

ábra mutatja a csatornán az egymás utáni résekben megjelenő csomagokat és a
rések végén sorsolt értékeket.

Vegyük észre, hogy a 10-es résben nem ér véget az eredeti konfliktus felol-
dása, hiszen nem tudhatjuk, hogy nincs olyan felhasználó, aki az 1-es rés végén
1-et, az 5-ös rés végén 1-et és a 7-es rés végén is 1-et sorsolt, ez csak a 11-es rés
után derül ki.

Az eljárás megfogalmazható úgy is, hogy az ütköző csomagok a sorsolásokkal
egy bináris fát járnak be, ahol az élekre írt 0 illetve 1 jelentik a sorsolás eredmé-
nyét és a csúcspontok felelnek meg az egyes réseknek. A fa gyökere az eredeti
konfliktus, bels̋o pontjai a kés̋obbi konfliktusok, levelei pedig az üres illetve si-
ker szimbólumoknak megfelelő rések. Egy konfliktus (akár az eredeti, akár ké-
sőbbi) akkor oldódik fel, ha gyökere lesz egy olyan bináris fának, amelyben min-
den bels̋o csúcsnak (a gyökeret is beleértve) két fia van. Ekkor teljesül ugyanis,
hogy mind a 0-t, mind az 1-et sorsolt felhasználók sikeresenelküldték csomag-
jaikat. Mivel bármely bináris fában pontosan eggyel több levél van, mint bels̋o
pont (lásd a 3.9. feladatot), azért egy konfliktus feloldását minden felhasználó de-
tektálni tudja a visszacsatolás alapján a következő egyszerű módon: ütközéskor
beállít egy számlálót kettőre, melyet növel minden további ütközéskor és csökkent
üres illetve sikeres rés esetén; amikor a számláló eléri a 0-t, akkor a konfliktus fel-
oldódott.

3.3. példa. A 3.2. példában a bináris fa a 3.3. ábrán látható.

LegyenX a konfliktusban lév̋o felhasználók száma ésY a konfliktusfeloldás
ideje. A sorsolás miattY még akkor is véletlen, haX ismert. JelöljeLN azY
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feltételes várható értékét azX = N feltétel mellett, azaz

LN = E(Y j X = N):
Nyilván

L0 = 1

és
L1 = 1:

Ha N � 2 és az 1-es rés utáni felhasználó sorsol 0-t és(N� i) sorsol 1-et(i =
0;1; : : : ;N), akkor a feloldási id̋o várható értéke

1+Li +LN�i;
és ennek a sorsolásnak a valószínűsége�

N
i

�
2�N;

tehát a teljes várható érték tétele alapján

LN = 1+ N

∑
i=0

�
N
i

�
2�N(Li +LN�i) =

= 1+ N

∑
i=0

�
N
i

�
2�NLi + N

∑
i=0

�
N
i

�
2�NLN�i =

= 1+ N

∑
i=0

�
N
i

�
2�NLi + N

∑
i=0

�
N

N� i

�
2�NLi =

= 1+2
N

∑
i=0

�
N
i

�
2�NLi ;

következésképp

LN(1�2�N+1) = 1+2�N+1
N�1

∑
i=0

�
N
i

�
Li : (3.14)

Ez a rekurzió lehetővé teszi, hogyLN-t tetsz̋olegesN-re kiszámoljuk. SajnosLN

pontos aszimptotikus viselkedése nem ismert, de tudjuk például, hogy

2:8810� liminf
N!∞

LN

N
� limsup

N!∞

LN

N
� 2:8867: (3.15)

Mi itt most egy kicsit kevesebbet mutatunk meg:
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3.6. tétel. N� 1 esetén
LN � 3N�1:

BIZONYÍTÁS : Teljes indukcióval bizonyítunk. Tudjuk, hogyL0 = 1,

L1 = 1� 3�1�1= 2;
és a (3.14) összefüggésből

L2 = 5� 3�2�1= 5;
azazN = 1-re ésN = 2-re teljesül az állítás. Tegyük fel, hogy minden 1� i �
N�1 esetén

Li � 3i�1:
Ekkor a (3.14) összefüggésből következik, hogy

LN(1�2�N+1) = 1+2�N+1

 
1+N+N�1

∑
i=2

�
N
i

�
Li

!�
� 1+2�N+1

 
1+N+N�1

∑
i=2

�
N
i

�(3i�1)!=
= 1+2�N+1

 
1+N� (�1)�2N� (3N�1)+ N

∑
i=0

�
N
i

�(3i�1)!=
= 1+2�N+1(�4N+3)+2

N

∑
i=0

�
N
i

�
2�N(3i�1) == 1+2�N+1(�4N+3)+2(3N=2�1) == 3N�1�2�N+1(4N�3)�� (3N�1)(1�2�N+1);

ezért
LN � 3N�1:

Két példát mutatunk arra, hogy a fent leírt faalgoritmust hogyan lehet véletlen
hozzáférésre használni.

3.3.1. Capetanakis-algoritmus

A rendszer üresen indul és az időt véletlen hosszúságú úgynevezett konfliktus-
feloldó intervallumokra (collision-resolution interval, CRI) osztjuk a következ̋o
módon: az els̋o CRI hossza az első résben érkezett csomagok konfliktusfeloldási
ideje, azn-edik CRI hossza pedig az(n� 1)-edik CRI-ben érkezett csomagok
feloldási ideje.
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3.7. tétel. Tegyük fel, hogy a csomagokλ intenzitásúfZ(t) : t � 0g Poisson-
folyamat szerint érkeznek. Ha

λ < 1
3
;

akkor a CRI-k végén konfliktusfeloldásra váró csomagok számának sorozata sta-
bil Markov-lánc.

BIZONYÍTÁS : JelöljeXn illetveYn azn-edik CRI végén feloldásra váró csomagok
számát illetve azn-edik CRI hosszát. Egyszerűen belátható, hogyfXng Markov-
lánc, továbbá az is, hogy irreducíbilis és aperiodikus, ígya stabilitáshoz a Foster-
kritérium (1.12. tétel) feltételeit kell ellenőrizni. Általában

E(Xn+1 j Xn = i) = E
�
Xn+1IfXn=ig�
P(Xn = i) =

= E
�
∑∞

d=1 Xn+1IfXn=i;Yn+1=dg�
P(Xn = i) == ∑∞

d=1E(Xn+1 j Xn = i;Yn+1 = d)P(Xn = i;Yn+1 = d)
P(Xn = i) =

= ∞

∑
d=1

E(Xn+1 j Xn = i;Yn+1 = d)P(Yn+1 = d j Xn = i) =
= ∞

∑
d=1

E(Xn+1 jYn+1 = d)P(Yn+1 = d j Xn = i) =
= ∞

∑
d=1

λdP(Yn+1 = d j Xn = i) == λE(Yn+1 j Xn = i);
ezért egyrészt

E(Xn+1 j Xn = 0) = λE(Yn+1 j Xn = 0) = λ < ∞;
másrészt a 3.6. tétel miatt mindeni � 1-re

E(Xn+1 j Xn = i) = λE(Yn+1 j Xn = i) = λLi � λ(3i�1)< i�λ;
és ezzel az 1.12. tétel feltételeit ellenőriztük I = 0,C= λ, d = λ esetén.

Ha a 3.6. tétel helyett a (3.15) képlettel adott felső korlátot használjuk, neve-
zetesen azt, hogy

limsup
N!∞

LN

N
� 2:8867;

(amit nem bizonyítottunk), akkor a 3.7. tétel feltétele gyengíthet̋o, és a lánc stabil,
ha

λ < 1
2:8867

= 0:346:
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3.3.2. Gallager-algoritmus

A rendszer üresen indul és az időt ∆ hosszú szegmensekre osztjuk, ahol∆ a rés
egész számú többszöröse. Azn-edik szegmensben érkezett csomagok konfliktus-
feloldása az(n�1)-edikben érkezettek feloldásának befejezése utáni első résben
kezd̋odik, de legkorábban a szegmenst követő els̋o résben. Azn-edik szegmens-
ben érkezett csomagok feloldási idejét jelöljeYn, akkor az(n+1)-edik szegmens
végén hátralév̋o Xn+1 feloldási id̋o a következ̋oképpen számolható:

Xn+1 = (Xn�∆)++Yn+1; (3.16)

tehát az el̋oző fejezetben tárgyalt evolúciós egyenletre jutottunk.

3.8. tétel. Tegyük fel, hogy a csomagokλ intenzitásúfZ(t) : t � 0g Poisson-
folyamat szerint érkeznek. Ha

λ < 1
3
+ 1�2e�λ∆

3∆
;

akkor a szegmensek végén hátralévő fXng feloldási id̋o stabil Markov-lánc.

BIZONYÍTÁS : A 2.1. tétel miatt a (3.16)-vel megadott Markov-lánc stabil, ha

E(Y1)< ∆:
JelöljeZn azn-edik szegmensben beérkezett csomagok számát. EkkorZn minden
n-reλ∆ paraméterű Poisson-eloszlású. Ezért, valamint felhasználva a 3.6. tételben
a feloldási id̋ore kapott fels̋o korlátot

E(Y1) = ∞

∑
i=0

E(Y1 j Z1 = i)P(Z1 = i) =
= E(Y1 j Z1 = 0)P(Z1 = 0)+ ∞

∑
i=1

LiP(Z1 = i)�
� P(Z1 = 0)+ ∞

∑
i=1

(3i�1)P(Z1 = i) == P(Z1 = 0)+3E(Z1)� [1�P(Z1 = 0)℄ == 3λ∆�1+2P(Z1 = 0) == 3λ∆�1+2e�λ∆:
Tehát a lánc stabil, amennyiben

3λ∆�1+2e�λ∆ < ∆;
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vagyis ha

λ < 1
3
+ 1�2e�λ∆

3∆
:

A tétel feltételeλ-ra bizonyos∆ választás esetén szigorúbb, mint a Capetana-
kis-algoritmus

λ < 1
3

feltétele, bizonyos∆ esetén enyhébb. Mivel∆ egész szám, ezért csupán∆ néhány
értékénél kell megkeresniλ maximumát. Kiszámolható, hogy ha∆ = 4 vagy 5,
akkor

λ < 0:379

esetén stabil a lánc. A Capetanakis-algoritmushoz hasonlóan (3.15) segítségével
javítható ez az eredmény:

λ < 0:4294:
3.4. Folytonos idejű Markov-láncok

A folytonos idejű Markov-láncok meglehetősen bonyolult általános elméle-
tébe nyújtunk betekintést a 3.4.1. szakaszban. Ezután részletesebben meg-

vizsgáljuk a véges állapotú Markov-láncokra vonatkozó stabilitási eredményeket.
A sorbanállási alkalmazások szempontjából legfontosabb születési és halálozási
folyamatokat a 3.4.3. szakaszban tárgyaljuk.

3.4.1. Általános jellemz̋ok, a rátamátrix

LegyenfX(t) : t � 0g a nemnegatív valós számegyenesen értelmezett folyamat,
aholX(t) értékeit a nemnegatív egészek halmazából veszi, azaz az állapottér to-
vábbra is azS= f0;1;2; : : :g halmaz.

3.4. definíció. Az X(t)-t folytonos idejű Markov-láncnaknevezzük, ha minden
n� 1-re,0� t0 < t1 < :: : < tn-re ésx0;x1; : : : ;xn�1;xn 2 S-re teljesül a

P(X(tn) = xn j X(tn�1) = xn�1; : : : ;X(t0) = x0) == P(X(tn) = xn j X(tn�1) = xn�1) (3.17)

összefüggés, amennyiben a feltételes valószínűségek léteznek.



3.4. FOLYTONOS IDEJŰ MARKOV-LÁNCOK 109

A folyamat véges dimenziós eloszlásait ebben az esetben is meghatározzák az át-
menetvalószínűségek és a kezdeti eloszlás. A további tárgyalásban csak homogén
Markov-láncokkal foglalkozunk, ezekre az átmenetvalószínűségeket a

pi j (t) = P(X(t +s) = j j X(s) = i) (i; j 2 S; s;t � 0)
képlet definiálja. Vegyük észre, hogypi j (t) a t paraméter függvénye, de a homo-
genitás miatt nem függs-től.

3.4. példa. Megmutatjuk, hogy a homogén Poisson-folyamat homogén Markov-
lánc. (3.17) bal oldalát felírva a Poisson-folyamatra és felhasználva annak függet-
len növekményűségét azt kapjuk, hogy

P(X(tn) = xn j X(tn�1) = xn�1; : : : ;X(t0) = x0) == P(X(tn) = xn;X(tn�1) = xn�1; : : : ;X(t0) = x0)
P(X(tn�1) = xn�1;X(tn�2) = xn�2; : : : ;X(t0) = x0) == P(X(tn)�X(tn�1) = xn�xn�1; : : : ;X(t0) = x0)
P(X(tn�1)�X(tn�2) = xn�1�xn�2; : : : ;X(t0) = x0) == P(X(t0) = x0)∏n

i=1 P(X(ti)�X(ti�1) = xi �xi�1)
P(X(t0) = x0)∏n�1

i=1 P(X(ti)�X(ti�1) = xi �xi�1) == P(X(tn)�X(tn�1) = xn�xn�1);
és hasonlóan a jobb oldalra is

P(X(tn) = xn j X(tn�1) = xn�1) = P(X(tn)�X(tn�1) = xn�xn�1):
A független és stacionárius növekményűségből pedig következik a homogenitás,
hiszen

P(X(t +s) = j j X(s) = i) = P(X(t +s)�X(s) = j� i;X(s) = i)
P(X(s) = i) == P(X(t +s)�X(s) = j� i)P(X(s) = i)
P(X(s) = i) == P(X(t) = j� i);

ami valóban nem függs-től.

Folytonos idejű Markov-láncokra is érvényes a Chapman–Kolmogorov-egyenlet,
azaz

pi j (s+ t) = ∑
k2S

P(X(s+ t) = j ;X(t) = k j X(0) = i) == ∑
k2S

P(X(s+ t) = j j X(t) = k)P(X(t) = k j X(0) = i) == ∑
k2S

pik(t)pk j(s) (3.18)
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és hasonlóan
pi j (s+ t) = ∑

k2S
pik(s)pk j(t): (3.19)

Az átmenetmátrixra (amely at paraméter függvénye) bevezetve a

ΠΠΠ(t) = [pi j (t)℄
jelölést, (3.18) és (3.19) a következő alakot ölti:

ΠΠΠ(s+ t) = ΠΠΠ(t)ΠΠΠ(s) = ΠΠΠ(s)ΠΠΠ(t) (s;t � 0): (3.20)

A továbbiakban feltesszük, hogy api j (t) függvények kielégítik a

lim
t!0+ pi j (t) = δi j =� 1; ha i = j

0; különben
(3.21)

egyenl̋oséget. Ez eléggé kézenfekvő, hiszen azt kívánjuk meg, hogy „kis” idő
alatt a folyamat „nagy” valószínűséggel maradjon ugyanabban az állapotban.

A folyamatot (azaz annak véges dimenziós eloszlásait) megadhatjuk a kezdeti
eloszlással (X(0) eloszlásával) és api j (t) függvényekkel. A diszkrét idejű esetben
láttuk, hogy az egylépéses átmenetvalószínűségek meghatározták azn-lépéses át-
menetvalószínűségeket. Folytonos idejű esetben ezzel analóg módon api j (t) 0
körüli viselkedése jellemzi azt tetszőlegest-re, ugyanis a (3.20) kifejezést iterálva
alkalmazva mindenn-re

ΠΠΠ(t) = ΠΠΠ(t=n)ΠΠΠ(t� t=n) = � � �= ΠΠΠ(t=n)n: (3.22)

Ha a (3.22) képletbenn-et minden határon túl növeljük, akkort=n 0-hoz tart.

3.1. lemma. Ha egy folytonos idejű Markov-lánc kielégíti a (3.21) feltételt, akkor

pii (t)> 0 (t > 0; i 2 S):
BIZONYÍTÁS : (3.21) miatt mindeni 2S-hez létezikεi > 0 úgy, hogy 0< t < εi-re
pii (t)> 0. De (3.22) miatt mindenn-re

pii (t)� pii (t=n)n;
amelynek jobb oldala pozitív, han olyan nagy, hogyt=n< εi .

Felvet̋odik a kérdés, hogy meg lehet-e határozni api j (t) függvényeket azok-
nak valamely egyszerű jellemzőjével. Mint majd kiderül, a válasz általában nem-
leges, de számos fontos esetben api j (t) 0-ban vett jobb oldali deriváltja egyértel-
műen leírja az egész függvényt. Ez egyrészt azért fontos, mert ezeket a Markov-
láncokat ily módon api j (t) függvények helyett megadhatjuk egyetlen mátrixszal,
másrészt a gyakorlati problémákban (mint azt majd látni fogjuk) éppen ezek a
deriváltak adottak.



3.4. FOLYTONOS IDEJŰ MARKOV-LÁNCOK 111

3.9. tétel. Ha egy Markov-láncra teljesül (3.21), akkor api j (t) függvények diffe-
renciálhatókt � 0-ra (t = 0 esetén jobbról).

A tétel bizonyításától annak bonyolultsága miatt eltekintünk. Az el̋ozőek alapján
számunkra a 0-beli deriváltak az érdekesek. Vezessük be a következ̋o jelöléseket:

qi j = p0i j (0+) = lim
t!0+ pi j (t)�δi j

t
(i; j 2 S): (3.23)

Belátható, hogyqi j mindig nemnegatív és véges, hai 6= j , továbbá hogyqii nem-
pozitív, de lehet�∞ is. Mi csak azokkal a láncokkal foglalkozunk, amelyekre
qii >�∞.

3.5. definíció. A
Q = [qi j ℄ = ΠΠΠ0(0+)

mátrixot a folyamatrátamátrixának vagyinfinitezimális generátorának nevezzük.

3.5. példa. Számoljuk ki a Poisson-folyamat rátamátrixát!

qii = lim
t!0+ pii (t)�1

t
= lim

t!0+ e�λt �1
t

= lim
t!0+ 1�λt +o(t)�1

t
=�λ:

qi;i+1 = lim
t!0+ pi;i+1(t)

t
= lim

t!0+ P(X(t) = 1)
t

= lim
t!0+ λt +o(t)

t
= λ:

Ha j > i +1, akkor

0� qi j = lim
t!0+ pi j (t)

t
� lim

t!0+ P(X(t)� 2)
t

= lim
t!0+ o(t)

t
= 0:

Ha j < i, akkorpi j (t)� 0, azazqi j = 0. Tehát a rátamátrix:

Q =
0BBB�

�λ λ 0 0 : : :
0 �λ λ 0 : : :
0 0 �λ λ : : :
...

...
...

...
. ..

1CCCA :
Vegyük észre, hogy a rátamátrix bármely sorában az elemek összege 0. Általában
ez nem igaz minden Markov-láncra, ugyanis

∑
j2S

qi j = ∑
j2S

lim
t!0+ pi j (t)�δi j

t
6= lim

t!0+ ∑
j2S

pi j (t)� ∑
j2S

δi j

t
= lim

t!0+ 1�1
t

= 0:
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A probléma gyökere abból ered, hogy a végtelen összegzés és ahatárérték-képzés
nem cserélhető fel mindig. Mostantól feltesszük, hogy a Markov-láncra teljesül-
nek a

∑
j2S

qi j = 0 (i 2 S) (3.24)

egyenletek. (Ebb̋ol következik, hogyqii >�∞.)

3.10. tétel. Ha a Markov-láncra teljesül (3.24), akkor

p0i j (t) = ∑
k2S

qik pk j(t);
mátrixos alakban

ΠΠΠ0(t) = QΠΠΠ(t):
BIZONYÍTÁS :

ΠΠΠ0(t) = lim
s!0+ ΠΠΠ(t +s)�ΠΠΠ(t)

s
== lim

s!0+ ΠΠΠ(s)ΠΠΠ(t)�ΠΠΠ(t)
s

== lim
s!0+ �ΠΠΠ(s)�E

s
ΠΠΠ(t)�= (3.25)

= �
lim

s!0+ ΠΠΠ(s)�E
s

�
ΠΠΠ(t) = QΠΠΠ(t);

ahol E-vel az egységmátrixot jelöltük, és a (3.25) lépésben az összegzés és a
határérték-képzés felcserélhetősége a (3.24) egyenlőségb̋ol következik, de ennek
igazolásától eltekintünk.

A rátamátrix jelent̋oségét újabb oldalról világítja meg a következő gondolat-
menet. (3.23) alapján

qi j t� pi j (t)+δi j = o(t);
amib̋ol

P(X(t) = j j X(0) = i) = pi j (t) = qi j t +o(t) (i 6= j);
P(X(t) 6= i j X(0) = i) = 1� pii (t) =�qii t +o(t);
P(X(t) = i j X(0) = i) = pii (t) = 1+qii t +o(t):

Hasonlóan a Poisson-folyamathoz, általános Markov-láncok esetén is azi állapot-
ból a j 6= i állapotbat idő alatt való átmenet valószínűsége kist-re közel arányos
t-vel, és az arányossági tényező éppenqi j .
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Korábban láttuk, hogy Poisson-folyamat esetén az egyes pontok távolságai
független,λ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változók. Bizonyí-
tás nélkül közöljük, hogy Markov-láncok esetén azi állapotban eltöltött id̋o�qii

paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó és a lánci-ből j 6= i-be
éppen qi j�qii

valószínűséggel lép. A Markov-tulajdonság alapján az állapottartási
idők függetlenek.

3.4.2. Véges állapotú folytonos idejű Markov-láncok stabilitása

Ebben a pontban feltesszük, hogy a Markov-lánc állapotainak számaN+ 1, és
jelöljük ezeket 0;1; : : : ;N-nel. A láncot stabilnak nevezzük, ha létezik a határel-
oszlása és független a kezdeti eloszlástól, azaz mindeni; j 2 S-re

lim
t!∞

pi j (t) = p j

és
N

∑
i=0

pi = 1:
3.6. definíció. Az X(t) Markov-láncotirreducíbilisnek nevezzük, ha mindeni; j 2
S-hez létezikti j > 0, hogypi j (ti j )> 0.

3.11. tétel. Ha azX(t) véges állapotú Markov-lánc irreducíbilis, akkor létezik
t0 > 0 úgy, hogy mindeni; j 2 S-re pi j (t0)> 0.

BIZONYÍTÁS : Az irreducibilitás miatt mindeni; j 2S-re létezikti j > 0 úgy, hogy
pi j (ti j )> 0, és ekkort > ti j -re

pi j (t)� pi j (ti j )p j j (t� ti j )> 0

a 3.1. lemma miatt. Tehátt0 = maxi; j2Sti j választással készen vagyunk.

3.12. tétel. Ha azX(t) véges állapotú Markov-lánc esetén létezikt0> 0 úgy, hogy
mindeni; j 2 S-re pi j (t0)> 0, akkor a lánc stabil.

BIZONYÍTÁS : Az X= fXng diszkrét idejű folyamatot definiáljuk az

Xn = X(nt0)
képlettel.Xn állapottereSés Markov-lánc, hiszen

P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1; : : : ;X0 = x0) == P(X(nt0) = xn j X((n�1)t0) = xn�1; : : : ;X(0) = x0) == P(X(nt0) = xn j X((n�1)t0) = xn�1) == P(Xn = xn j Xn�1 = xn�1):
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Az 1.2. lemma alapjánXn stabil, hiszenp(1)i j > 0 mindeni; j 2 S-re, így létezik
p0; : : : ; pN úgy, hogy

N

∑
i=0

pi = 1

és mindeni; j 2 S-re

lim
n!∞

p(n)i j = p j ;
azaz a folytonos idejű láncra

lim
n!∞

pi j (nt0) = p j :
Becsüljük meg api j (t) ésp j eltérését! Legyent olyan, hogynt0 � t < (n+1)t0,
ekkor

jpi j (t)� p j j = ����� N

∑
k=0

pik(t�nt0)pk j(nt0)� p j

�����== ����� N

∑
k=0

pik(t�nt0)�pk j(nt0)� p j
�������� N

∑
k=0

pik(t�nt0) ��pk j(nt0)� p j
���� max

0�k�N

��pk j(nt0)� p j
�� ;

ami tart 0-hoz, han tart ∞-hez. Tehát mindeni; j 2 S-re

lim
t!∞

pi j (t) = p j ;
így a lánc stabil.
Előző eredményeinket a következő tételben foglaljuk össze:

3.13. tétel. Folytonos idejű, véges állapotú, irreducíbilis Markov-lánc stabil.

A határeloszlás kiszámítására több lehetőségünk is van.

3.14. tétel. Ha P = fp jg egy véges állapotú, stabil Markov-lánc határeloszlása,
akkor mindent � 0-ra

P= PΠΠΠ(t):
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BIZONYÍTÁS : Legyens> t. Ekkor

pi = lim
s!∞

pki(s) = lim
s!∞

N

∑
j=0

pk j(s� t)p ji (t) =
= N

∑
j=0

�
lim
s!∞

pk j(s� t)� p ji (t) = N

∑
j=0

p j p ji (t):
3.15. tétel. Ha P = fp jg egy véges állapotú, stabil Markov-lánc határeloszlása,
akkor

PQ = 0;
ahol0 a nullvektort jelöli.

BIZONYÍTÁS : Az előző tétel eredménye alapján

p j = N

∑
k=0;k6= j

pkpk j(t)+ p j p j j (t):
Átrendezve ést-vel osztva kapjuk, hogy

�p j
p j j (t)� p j j (0)

t
= N

∑
k=0;k6= j

pk
pk j(t)� pk j(0)

t
:

t ! 0+ esetén ebb̋ol �p jq j j = N

∑
k=0;k6= j

pkqk j;
azaz

N

∑
k=0

pkqk j = 0:
Megjegyezzük még, hogy véges állapottér eseténqii >�∞, továbbá mindig igaz,
hogy

P0(t) = QP(t) = P(t)Q:
Ez utóbbi differenciálegyenlet-rendszer megoldása

P(t) = eQt = E+ ∞

∑
n=1

Qntn

n!

alakú. Ezeket az állításokat itt nem bizonyítjuk.
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���� ���� ����Y j Y Yjj
i�1 i i +1

λi�1

µi

λi

µi+1

3.4. ábra. Születési és halálozási folyamat

3.4.3. Születési és halálozási folyamatok

A születési és halálozási folyamatok olyan folytonos idej˝u Markov-láncok, me-
lyeknél állapotátmenet csak a szomszédos állapotokba történhet. Az ilyen folya-
matok felfoghatók a számegyenesen való bolyongások folytonos idejű általáno-
sításaiként: egyrészt állapotátmenetek tetszőleges id̋opontban történhetnek, más-
részt a jobbra, illetve balra lépés valószínűsége függhetattól, hogy éppen melyik
állapotban vagyunk. Ezen folyamatok külön tárgyalását a sorbanállási rendsze-
rekben játszott fontos szerepük indokolja.

3.7. definíció. Egy fX(t) : t � 0g Markov-láncotszületési és halálozási folya-
matnak nevezünk (3.4. ábra), ha

1. pi j (0) = lim
t!0+ pi j (t) = δi j (i; j 2 S);

2. pi;i+1(t) = λit +o(t) (i 2 S);
3. pi;i�1(t) = µit +o(t) (i 2 S�f0g);
4. pi;i(t) = 1� (λi +µi)t +o(t) (i 2 S);
5. µ0 = 0 és létezikk illetve l úgy, hogyλk > 0 ésµl > 0.

Ha mindeni-re µi = 0, akkor tiszta születési, ha pedig mindeni-re λi = 0, akkor
tiszta halálozási folyamatról beszélünk.

A Poisson-folyamatokra vonatkozó sűrűségi és ritkaságifeltétel (3.4. tétel)
alapján látszik, hogy a Poisson-folyamatok például tisztaszületési folyamatok,
ahol rádásulλi = λ mindeni-re.

Számunkra az irreducíbilis születési és halálozási folyamatok lesznek érdeke-
sek, tehát a továbbiakban feltesszük, hogy

λi > 0 (i 2 S)
és

µi > 0 (i 2 S�f0g):
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Bizonyos technikai nehézségek elkerülése érdekében kikötjük még azt is, hogy

sup
i2S

(λi +µi)< ∞:
Ez az általunk vizsgált esetekben nem lényeges megszorítás.

Születési és halálozási folyamatokra természetesen érvényesek a folytonos
idejű Markov-láncokról mondottak, például a rátamátrix

Q =
0BBB�

�λ0 λ0 0 0 : : :
µ1 �(λ1+µ1) λ1 0 : : :
0 µ2 �(λ2+µ2) λ2 : : :
...

...
...

...
. . .

1CCCA
alakú. Bevezetve aPi(t) = P(X(t) = i) jelölést, a Poisson-folyamatnál látott mó-
don (lásd a (3.11) egyenletet) kaphatjuk a

P00(t) = �λ0P0(t)+µ1P1(t)
P0i (t) = λi�1Pi�1(t)� (λi +µi)Pi(t)+µi+1Pi+1(t) (i � 1) (3.26)

differenciálegyenlet-rendszert, melynek kezdeti feltételeit a kezdeti eloszlás hatá-
rozza meg.

Bennünket els̋osorban az érdekel, hogyan viselkednek aPi(t) függvényekt !
∞ esetén. Legyen

π0 = 1; πi = λ0 �λ1 � � �λi�1

µ1 �µ2 � � �µi
(i � 1):

Irreducíbilis folytonos idejű Markov-láncnál a stabilitáshoz elegend̋o a pozitív
visszatér̋oség. A folyamatot mintavételezve a Foster-kritérium segítségével meg-
mutatható, hogy irreducíbilis születési és halálozási folyamat esetén

∞

∑
i=1

πi < ∞ (3.27)

a stabilitás elégséges feltétele. Ekkor a diszkrét idejű esethez hasonlóan

lim
t!∞

Pi(t) = pi > 0 (i 2 S)
a kezdeti eloszlástól függetlenül. A (3.26) egyenletekbenhatárértéket véve, a
lim
t!∞

P0i (t) mennyiséget nullának tekinthetjük, és így afpig stacionárius eloszlást a

λ0p0 = µ1p1

λi�1pi�1+µi+1pi+1 = (λi +µi)pi (i � 1)
∞

∑
i=0

pi = 1
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egyenletrendszer egyértelmű megoldásaként kaphatjuk meg. Az egyenletrend-
szerhez úgy is eljuthatunk, ha meggondoljuk, hogy minden állapotra teljesülnie
kell annak, hogy a befolyó intenzitások összege egyenlő a kifolyó intenzitások
összegével.

Megjegyezzük, hogy ez az egyenletrendszer a

PQ = 0

egyenletb̋ol is következik, amit véges állapottér esetén bebizonyítottunk.
A határeloszlást ki is számolhatjuk, hiszen

p1 = p0
λ0

µ1
= p0π1;

és teljes indukcióval
pi = p0πi (i 2 S); (3.28)

továbbá a normalizáló egyenletből

p0 = 1
∞

∑
i=0

πi

: (3.29)

Vegyük észre, hogy ha a folyamat állapotai 0;1; : : : ;N�1 és a lánc irreducíbilis,
akkor stabil. Ez esetben legyenπ0; : : : ;πN�1 az el̋ozőleg definiált ésπN = πN+1 =� � � = 0. Ekkor a 3.15. tétel alapján a határeloszlásra éppen a fenti egyenletrend-
szert kapjuk.

Születési és halálozási folyamatok esetén azi állapot tartási idejeλi +µi pa-
raméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó, és azi ! i +1 átmenet
valószínűsége λi

λi+µi
, azi ! i�1 átmeneté pedigµi

λi+µi
.

3.5. Feladatok

3.1. feladat. Bizonyítsuk be, hogy a Poisson-folyamat véges dimenziós eloszlá-
sai a következ̋oképpen adhatók meg: ha0< t1 < t2 < � � � < tn és0� k1 � k2 ��� � � kn, akkor

P(X(t1) = k1;X(t2) = k2; : : : ;X(tn) = kn) == λkn � t1k1

k1!

 
n

∏
i=2

(ti � ti�1)ki�ki�1(ki �ki�1)! !
e�λtn !
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3.2. feladat. LegyenfN(t);t � 0g egy λ intenzitású Poisson-folyamat. Számít-
suk ki aE(N(t)N(t +s)) mennyiséget!

3.3. feladat. Igazoljuk, hogy a Poisson-folyamat kovariancia-függvénye

R(s;t) = λmin(s;t) (s;t � 0)
alakú! Ebb̋ol következik, hogy

σ2(X(t)) = cov(X(t);X(t)) = R(t;t) = λt;
amit a Poisson-eloszlás szórásnégyzetének képlete alapján már el̋ore tudhattunk.

3.4. feladat. LegyenU a (0;1)-en egyenletes eloszlású valószínűségi változó és
λ > 0. Bizonyítsuk be, hogy azY = � 1

λ ln(1�U) eloszlásaλ paraméterű expo-
nenciális!

3.5. feladat. Bizonyítsuk be, hogy homogén Poisson-folyamat esetén a pontok
távolságai független,λ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi válto-
zók!

3.6. feladat. Mutassuk meg, hogy ak-adrendű gamma-eloszlás

fk(t) = λ
(λt)k�1(k�1)! e�λt (t � 0):

sűrűségfüggvényének Laplace-transzformáltja

λk(s+λ)k :
3.7. feladat. Lássuk be a következőket:

1. t 6= o(t);
2. t2 = o(t);
3. ctr = o(t), har > 1 ésc konstans;

4. ha f (t) = o(t) ésg(t) = o(t), akkor f (t)�g(t) = o(t);
5. ha f (t) = o(t) ésc konstans, akkorc f(t) = o(t);
6. ha f (t) = o(ct) ésc 6= 0 konstans, akkorf (t) = o(t);
7. ha f (t) = o(t), akkor lim

t!0+ f (t) = 0;

8. ha f (t) = o(t) ésg(t) = o(t), akkor f (t) �g(t) = o(t);
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9. ha0� f (t)� g(t) ésg(t) = o(t), akkor f (t) = o(t);
10. ha f (t) = o

�
t2
�
, akkor f (t) = o(t);

11. ha f (t) = o(t), akkort f (t) = o(t).
3.8. feladat. Igazoljuk, hogy

e�x = 1�x+o(x)!
3.9. feladat. Mutassuk meg, hogy bármely bináris fában a levelek száma ponto-
san eggyel több, mint a belső pontok száma (a gyökeret is beleszámolva)!

3.10. feladat. Mutassuk meg, hogy a Poisson-folyamat kielégíti a (3.21) képletet!

3.11. feladat. Tegyük fel, hogy bizonyos eseményekλ intenzitású Poisson-folya-
mat szerint generálódnak. A feladatunk az, hogy számoljuk ajelen id̋opontig be-
következett események számát. Azonban minden egyes bekövetkezett eseményt
csakp valószínűséggel veszünk észre és számolunk meg. Bizonyítsuk be, hogy
ez a számoló folyamat Poisson-folyamatλp intenzitással!

3.12. feladat. LegyenfN1(t);t � 0g ésfN2(t);t � 0g két független Poisson-fo-
lyamatλ1 ésλ2 intenzitásokkal. Mutassuk meg, hogyfN1(t)+N2(t);t � 0g is
egy Poisson-folyamatλ1+λ2 intenzitással.
Bizonyítsuk be azt is, hogy annak a valószínűsége, hogy azfN1(t)+N2(t);t � 0g
összetett folyamat első bekövetkez̋o eseményefN1(t);t � 0g-től származik λ1

λ1+λ2
.

3.13. feladat. A 3.12. feladatban add meg annak a valószínűséget, hogyN1(t)
elérin-et miel̋ott mégN2(t) elérném-et!

3.14. feladat. LegyenfN(t);t � 0g egy λ intenzitású Poisson-folyamat ésY le-
gyen egy pozitív,fN(t);t � 0g-től független valószínűségi változó. Számítsuk ki
E(N(Y)) ésσ2(N(Y)) mennyiségeket!

3.15. feladat. Bizonyítsuk be, hogy minden független növekményű folyamat Mar-
kov-folyamat!

3.16. feladat. LegyenY1;n;Y2;n; : : : ;Yn;n n független a(0;t) intervallumon egyen-
letes eloszlású valószínűségi változó. LegyenZn = min(Y1;n;Y2;n; : : : ;Yn;n).
a) Adjuk meg aP(Zn > x) valószínűséget!

b) Legyent egy függvényen-nek, úgy hogylim
n!∞

n=t = λ. Bizonyítsuk be, hogy

lim
n!∞

P(Zn > x) = e�λx.



4. fejezet

Folytonos idejű sorbanállási
modellek

A
sorbanállási rendszerek fogalmát a diszkrét idejű folyamatoknál már

bevezettük. Ebben a fejezetben olyan tömegkiszolgálási rendszerek-
kel foglalkozunk, ahol az igények tetszőleges id̋opillanatban érkez-
hetnek, illetve kiszolgálásuk is bármelyik időpillanatban befejez̋odhet.

Sorbanállási rendszerek leírásához meg kell adnunk a sztochasztikus folyamatot,
amely szerint az igények beérkeznek, illetve a kiszolgálásra vonatkozó adatokat,
vagyis a kiszolgáló egységek számát és a kiszolgálási idő eloszlását. Általában
feltesszük, hogy az egyes igények kiszolgálási idői egymástól és az érkezési folya-
mattól függetlenek, eloszlásuk megegyezik, valamint az igények érkezései között
eltelt idő független és azonos eloszlású.

4.1. definíció. Egy pontfolyamatotfelújítási folyamatnak nevezünk, ha a szom-
szédos pontok közötti távolságok független, azonos eloszlású, de egyébként tet-
sz̋oleges valószínűségi változók.

Tehát az igényforrásoktól a kiszolgáló rendszerhez az igények egy felújítási
folyamat szerint érkeznek. Például a Poisson-folyamat olyan felújítási folyamat,
amelynél a pontok távolságaiλ paraméterű exponenciálisok.

A sorbanállási rendszerek legfontosabb jellemzőit röviden egy kódrendszerrel
specifikálhatjuk (Kendall-féle jelölés):

A=B=m=K=M;
ahol

A - a szomszédos igények beérkezései között eltelt idő (a fentiek értelmében kö-
zös) eloszlásának kódja;
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B - a kiszolgálási id̋o eloszlásának kódja;

m - a rendszerben lévő kiszolgáló egységek száma;

K - a rendszer befogadóképessége, azaz a kiszolgálókban és a várakozási sorban
tartózkodó igények számának maximuma, alapértelmezésbenvégtelen;

M - az igényforrások száma, a mi eseteinkben mindig végtelen,

továbbáA ésB lehetséges értékei:

M - emlékezetnélküli vagy Markovi, azaz exponenciális eloszlás;

D - determinisztikus, azaz konstans (egy pontra koncentrálódó) eloszlás;

G - általános (tetsz̋oleges) eloszlás.

Vezessük még be a kihasználtsági tényező fogalmát

ρ = beérkezési intenzitás
kiszolgálási intenzitás

= 1=érkezési id̋o várható értéke
1=kiszolgálási id̋o várható értéke

:
A továbbiakban két egyszerű példa bemutatása után, először leírjuk a rendszer
viselkedését exponenciális, majd átalános kiszolgálási idők mellett abban az eset-
ben, ha az igények Poisson-folyamat szerint érkeznek. Végül tetsz̋oleges érkezési
folyamat esetén vizsgáljuk előbb az exponenciális, majd az általános kiszolgálási
idejű rendszert.

4.1. Veszteséges kiszolgálás

Születési és halálozási folyamatok sorbanállási alkalmazására els̋o egyszerű
példánk a veszteséges kiszolgálás. Ekkor a véges (N) hosszú sorral rendel-

kez̋o kiszolgálóhozλ intenzitású Poisson-folyamat szerint érkeznek az igények,
és ha egy új igény a sort megtelve találja, akkor elvész. Az igények kiszolgálási
idői µ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változók, melyek függet-
lenek egymástól és az érkezési folyamattól. A fent bevezetett kódrendszer alapján
a veszteséges kiszolgáló rendszer kódja M/M/1/(N+ 1), hiszen a sorN hosszú
lehet és még egy igény tartózkodhat a kiszolgálóban. Jelölje N(t) a sorhosszt at
időpontban. Ekkor belátható, hogyN(t) folytonos idejű homogén Markov-lánc.
Az állapotátmenet-valószínűségekre a következőket írhatjuk:

pi;i+1(∆) = P(N(t +∆) = i +1 j N(t) = i) == P(∆ idő alatt eggyel több igény érkezik, mint amennyi

kiszolgálódik) =



4.2. AZ ERLANG-PROBLÉMA 123

= P(∆ idő alatt 1 igény érkezik és egy sem szolgálódik ki)++P(∆ idő alatt legalább két igény érkezik és eggyel

kevesebb szolgálódik ki) == [λ∆+o(∆)℄e�µ∆ +o(∆) == [λ∆+o(∆)℄[1�µ∆+o(∆)℄+o(∆) == λ∆+o(∆) (i = 0;1; : : : ;N�1);
és hasonlóan

pi;i�1(∆) = µ∆+o(∆) (i = 1;2; : : : ;N);
illetve

pii (∆) = 1� (λ+µ)∆+o(∆) (i = 2;3; : : : ;N�1);
továbbá

p0;0(∆) = 1�λ∆+o(∆);
pN;N(∆) = 1�µ∆+o(∆):

A fentiekb̋ol következik, hogyN(t) véges állapotú születési és halálozási folyamat
λi = λ (i = 0; : : : ;N�1) ésµi = µ (i = 1; : : : ;N) paraméterekkel. AzN(t) lánc
stabil, mivel irreducíbilis és véges állapotú, és határeloszlása (3.28) és (3.29) miatt

pi = lim
t!∞

P(N(t) = i) = �
λ
µ

�i

N

∑
j=0

�
λ
µ

� j
= ρi

N

∑
j=0

ρ j

(i = 0;1; : : : ;N);
ahol ρ = λ

µ a kihasználtsági tényező. A fenti eloszlásρ < 1 esetén megegyezik
a f0;1; : : : ;Ng-re csonkított,(1�ρ) paraméterű, eredetileg af0;1; : : :g halmazra
koncentrálódó geometriai eloszlással. Stacionárius állapotban annak a valószínű-
sége, hogy egy igény elveszik, éppen

pN = ρN

N

∑
j=0

ρ j

:
4.2. Az Erlang-probléma

Az els̋o sorbanállási feladatok a telefonközpont feltalálása után fogalmazód-
tak meg. Az Erlang-probléma a mi modellünkben leírva a következ̋o. Az
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igényekλ intenzitású Poisson-folyamat szerint érkeznek egyN kiszolgálóból álló
rendszerbe, ahol nincsenek sorok, tehát ha egy igény nem talál szabad kiszolgálót,
akkor elvész. Az igények kiszolgálási idői µ paraméterű exponenciális eloszlású
valószínűségi változók, melyek függetlenek egymástól ésaz érkezési folyamat-
tól. Telefonközpont esetén például az igények a hívásoknak, a kiszolgálók az
egyes vonalaknak felelnek meg. A fejezet elején bevezetettkódrendszer szerint
az Erlang-probléma kódja M/M/N/N.

JelöljeN(t) a t időpontban foglalt kiszolgálók számát. Belátható, hogyN(t)
folytonos idejű homogén Markov-lánc. Az állapotátmenet-valószínűségekre a kö-
vetkez̋oket írhatjuk:

pi;i+1(∆) = P(N(t +∆) = i +1 j N(t) = i) == P(∆ idő alatt eggyel több igény érkezik, mint amennyi

kiszolgálódik) == P(∆ idő alatt 1 igény érkezik és egy sem szolgálódik ki)++P(∆ idő alatt legalább két igény érkezik és eggyel

kevesebb szolgálódik ki) == [λ∆+o(∆)℄�e�µ∆�i +o(∆) == λ∆+o(∆) (i = 0;1; : : : ;N�1);
és hasonlóan

pi;i�1(∆) = P(N(t +∆) = i�1 j N(t) = i) == P(∆ idő alatt eggyel kevesebb igény érkezik, mint amennyi

kiszolgálódik) == P(∆ idő alatt 0 igény érkezik és egy szolgálódik ki)++P(∆ idő alatt legalább két igény szolgálódik ki és

eggyel kevesebb érkezik) == [1�λ∆+o(∆)℄ � i � �1�e�µ∆��e�µ∆�i�1+o(∆) == iµ∆+o(∆) (i = 1; : : : ;N);
illetve

pii (∆) = 1� (λ+ iµ)∆+o(∆) (i = 2;3; : : : ;N�1);
továbbá

p0;0(∆) = 1�λ∆+o(∆);
pN;N(∆) = 1�Nµ∆+o(∆):
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A fentiek alapjánN(t) véges állapotú születési és halálozási folyamatλi = λ (i =
0; : : : ;N� 1) és µi = iµ (i = 1; : : : ;N) paraméterekkel. AzN(t) lánc stabil és
határeloszlása (3.28) és (3.29) alapján

pi = lim
t!∞

P(N(t) = i) = ρi

i!
N

∑
j=0

ρ j

j!

(i = 0;1; : : : ;N);
ahol ρ = λ

µ a kihasználtsági tényező. Az eloszlás megegyezik af0;1; : : : ;Ng-
re csonkított,ρ paraméterű Poisson-eloszlással. Stacionárius állapotban annak a
valószínűsége, hogy nincs szabad kiszolgáló, éppen

pN = ρN

N!
N

∑
j=0

ρ j

j!

:
4.3. Az M/M/1 rendszer sorhossza

Az érkezési folyamat továbbra is legyenλ intenzitású Poisson-folyamat, a ki-
szolgálási id̋ok µparaméterű exponenciálisok, egy kiszolgáló egységünk van,

de a várakozási sor hossza tetszőlegesen nagy lehet, azazK = ∞.
JelöljeN(t) a t időpontban a rendszerben tartózkodó (kiszolgálás alatt lévő

vagy sorbanálló) igények számát. Ekkor az előző példákhoz hasonlóanN(t) foly-
tonos idejű homogén Markov-lánc. Az állapotátmenet-valószínűségekre a veszte-
séges kiszolgálásnál látott módon kaphatjuk, hogy

pi;i+1(∆) = λ∆+o(∆) (i = 0;1; : : :);
pi;i�1(∆) = µ∆+o(∆) (i = 1;2; : : :);

pii (∆) = 1� (λ+µ)∆+o(∆) (i = 1;2; : : :);
p0;0(∆) = 1�λ∆+o(∆);

tehátN(t) végtelen állapotú születési és halálozási folyamatλi = λ (i = 0;1; : : :)
ésµi = µ (i = 1;2; : : :) paraméterekkel. Az átmenetvalószínűségek megegyeznek
a veszteséges kiszolgálás esetén kapottakkal, a különbséga két rendszer között
csak az, hogy most nincs korlát a sorhosszra. A lánc irreducíbilis és mivel

πi =�λ
µ

�i (i 2 S);
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azért (3.27) alapján stabil, ha a kihasználtsági tényező

ρ = λ
µ
< 1;

azaz
λ < µ:

Ez nem meglep̋o, hiszen azt jelenti, hogy a stabilitáshoz a kiszolgálási idő (1=µ)
várható értékének kisebbnek kell lennie, mint az érkezésekközött eltelt id̋o vár-
ható értéke, azaz(1=λ). A határeloszlásρ = λ

µ bevezetésével (3.28) és (3.29)
miatt

pi = lim
t!∞

P(N(t) = i) = p0ρi (i = 0;1; : : :);
ahol

p0 = 1
∞

∑
j=0

ρ j

= 1
1

1�ρ
= 1�ρ;

és így
pi = (1�ρ)ρi (i 2 S):

A határeloszlás tehát(1�ρ) paraméterű, af0;1; : : :g halmazra koncentrált geo-
metriai eloszlás, melynek várható értéke, azaz stacionárius esetben a rendszerben
tartózkodó igények átlagos száma

N̄ = ∞

∑
i=0

i pi = ρ
1�ρ

= λ
µ�λ

: (4.1)

4.4. Az M/M/1 rendszer késleltetése

Most meghatározzuk az egy igény által a rendszerben eltöltött idő várható ér-
tékét, azaz az átlagos késleltetést stacionárius állapotban. Tegyük fel, hogy

egy új igény at időpillanatban érkezik, ekkor a rendszerbenN(t) igény tartózko-
dik. FCFS kiszolgálási eljárást feltételezve az új igénynek ki kell várnia az összes
előtte lév̋o igény kiszolgálását. Az exponenciális eloszlás örökifjútulajdonsága
miatt a t időpontban kiszolgálás alatt lévő igény (ha van ilyen) kiszolgálásából
hátramaradt id̋o is µ paraméterű exponenciális eloszlású, továbbá minden vára-
kozó igény és az új igény kiszolgálási ideje isµ paraméterű exponenciális, ezért
az új igény teljes késleltetése

D(t) = N(t)
∑
i=1

Yi +Y; (4.2)
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aholY1; : : : ;YN(t) ésY egymástól független,µ paraméterű exponenciálisok. Staci-
onárius állapotbanN(t) eloszlása nem függt-től, tehátD(t) eloszlása sem függ
t-től, azazE(D(t)) = D̄. D̄ meghatározásához az alábbi lemma alkalmazásával
juthatunk el:

4.1. lemma (Wald-egyenl̋oség).Ha N nemnegatív, egész értékű valószínűségi
változó ésfYig független, nemnegatív értékű, azonos eloszlású sorozat,amely
függetlenN-től, akkor

E

 
N

∑
i=1

Yi

!= E(Y1)E(N):
BIZONYÍTÁS :

E

 
N

∑
i=1

Yi

! = E

 
∞

∑
i=1

Yi Ifi�Ng!= ∞

∑
i=1

E
�
Yi Ifi�Ng�=

= ∞

∑
i=1

E(Yi)E�Ifi�Ng�= E(Y1) ∞

∑
i=1

P(N� i) =
= E(Y1) ∞

∑
k=1

k �P(N = k) = E(Y1)E(N):
Ebb̋ol (4.1) és (4.2) alapján

D̄ = E(Y1) � N̄+E(Y) = 1
µ
� λ
µ�λ

+ 1
µ
= 1

µ�λ
:

Ugyanezt az eredményt kapjuk az első fejezet végén a késleltetésre bevezetett
Little-formulából is (lásd a 4.1. feladatot).

Stacionárius állapotbanD(t)� D eloszlását is meghatározhatjuk, hiszen

P(D < d) = ∞

∑
i=0

P(D < d j N(t) = i) �P(N(t) = i);
aholD azfN(t) = ig feltétel mellett (4.2) miatt(i+1) darab független,µ paramé-
terű exponenciálisú valószínűségi változó összege. Tehát a késleltetés eloszlása
i+1 darab exponenciális eloszlás konvolúciója, amiről a 3.3. tétel bizonyításában
beláttuk, hogy az(i +1)-edrendű,µ paraméterű gamma-eloszlás. Így

P(D < d) = ∞

∑
i=0

 Z d

0
µ
(µu)i

i!
e�µudu

!(1�ρ)ρi =
= Z d

0

 
∞

∑
i=0

µ
µiui

i!
e�µu

�
1� λ

µ

��
λ
µ

�i
!

du=
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= µ

�
1� λ

µ

�Z d

0

 
e�µu � ∞

∑
i=0

(λu)i

i!

!
du=

= µ

�
1� λ

µ

�Z d

0
e�µu �eλudu=

= µ

�
1� λ

µ

�Z d

0
e�(µ�λ)udu== µ� µ�λ

µ
� 1
µ�λ

�
1�e�(µ�λ)d�== 1�e�(µ�λ)d (d� 0);

tehát a késleltetés(µ�λ) paraméterű exponenciális eloszlású, várható értéke pe-
dig az el̋obbiekkel megegyez̋oen

D̄ = 1
µ�λ

:
A késleltetés eloszlását a Laplace-transzformált segítségével is megkaphatjuk.
Tudjuk, hogy haN(t) = i, akkor a késleltetés(i +1)-edrendű,µ paraméterű gam-
ma-eloszlású, aminek a Laplace-transzformáltja

λk(s+λ)k

(lásd a 3.6. feladatot). Tehát a késleltetés eloszlásának Laplace-transzformáltja

D(s) = ∞

∑
i=0

D(s j N(t) = i)P(N(t) = i) =
= ∞

∑
i=0

�
µ

s+µ

�i+1(1�ρ)ρi =
= (1�ρ) µ

s+µ

∞

∑
i=0

�
µρ

s+µ

�i =
= (1�ρ) µ

s+µ
s+µ

s+µ�µρ
== �

1� λ
µ

�
µ

s+µ�λ
== µ�λ

s+µ�λ
:

Ez pedig éppen aµ�λ paraméterű exponenciális eloszlás Laplace-transzformáltja.



4.5. AZ M/G/1 RENDSZER 129

Végezetül bizonyítás nélkül megemlítjük, hogy egy stacionárius állapotban
lévő M/M/1 rendszerb̋ol távozó igények távozási idői által alkotott pontfolyamat
λ intenzitású Poisson-folyamat. Ez a Burke tételének hívotteredmény lehetőséget
ad M/M/1-es sorokból álló úgynevezett sorbanállási hálózatok analízisére.

4.5. Az M/G/1 rendszer

Az M/G/1 rendszerbe az igényekλ intenzitású Poisson-folyamat szerint érkez-
nek, de a kiszolgálási id̋ok (közös) eloszlása tetszőleges nemnegatív értékű

valószínűségi változó lehet.
LegyenSn azn-edik igény kiszolgálási ideje, akkorfSng független, azonos el-

oszlású sorozat, és egy ezekkel megegyező eloszlású valószínűségi változó legyen
S. A további tárgyalás egyszerűsége érdekében fel fogjuk tenni, hogySabszolút
folytonosb(x) sűrűségfüggvénnyel és harmadik momentuma véges. Vagyis

P(S< x) = Z x

0
b(u)du (x� 0):

Az M/G/1 sorról is feltesszük, hogy a kiszolgálási idők függetlenek az érkezési
folyamattól, illetve hogy egy kiszolgáló egységünk van és tetsz̋oleges számú igény
várakozhat.

JelöljeN(t) a rendszerben at időpillanatban lév̋o igények számát. Az M/M/1
sortól eltér̋oen azfN(t) : t � 0g folyamat általában nem Markov-lánc, mivel a
rendszer jöv̋oje t-ben nem csakN(t)-től függ, hanem attól is, hogy az éppen ki-
szolgálás alatt lév̋o igény kiszolgálásából mennyi idő telt már el. A kiszolgálási
idő eloszlása pedig nem feltétlenül örökifjú, így a folyamat sem Markov-lánc. Ezt
a problémát úgy oldhatjuk meg, hogyN(t)-t csak olyan id̋opontokban vizsgáljuk,
amikor a már eltelt kiszolgálási időt egyértelműen jellemezhetjük, például ami-
kor egy igény éppen elhagyja a rendszert (ilyenkor ugyanis akövetkez̋o igény
kiszolgálásából már eltelt idő 0). Ha a folyamat ezekben a „mintapontokban”
aszimptotikusan ugyanúgy viselkedik, mintha az összes időpontban vizsgálnánk,
akkor ez a módszer eredményes lesz.

Az előzőekhez hasonlóan legyen

Pi(t) = P(N(t) = i) (t � 0; i 2 S);
és

pi = lim
t!∞

Pi(t)
amennyiben a határérték létezik.

Egy M/G/1 rendszerben legyenXn azn-edik igény távozásakor a sorban lévők
száma ésYn jelölje azn-edik igény kiszolgálása (egySn hosszú id̋oszakasz) alatt
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érkezett új igények számát. A fenti gondolatmenetből intuitíven érezhet̋o, hogyfXng homogén Markov-lánc, ezt most be is bizonyítjuk. A bizonyítás kulcsa az,
hogyfXng eleget tesz az

Xn+1 = (Xn�1)++Yn+1 = Xn� IfXn�1g+Yn+1 (4.3)

evolúciós egyenletnek (lásd a 4.2. feladatot). De (4.3) speciális esete a (2.1)
egyenletnek, így állításunk igazolásához már csak azt kellmegmutatni, hogyfYng
független és azonos eloszlású, ami következikfSng ezen tulajdonságából valamint
a Poisson-folyamat független és stacionárius növekményűségéb̋ol.

Így tehát ugyan az M/G/1 rendszer esetében azN(t) folyamat általában nem
Markov-lánc, de ha csak egy-egy igény távozásakor nézzük a sorhosszat, akkor
tudunk találni egy diszkrét idejű beágyazott Markov-láncot. Bizonyítás nélkül
közöljük, hogy hafXng stabil és a határeloszlásafq0;q1; : : :g, akkor azN(t) fo-
lyamatnak is létezik afp0; p1; : : :g határeloszlása és

pi = qi

mindeni-re.
Vezessük be a következő jelöléseket. Legyen ab(x) sűrűségfüggvény Lap-

lace-transzformáltja

B(s) = Z ∞

0
b(x)e�sxdx;

Svárható értéke
τ = Z ∞

0
xb(x)dx;

második momentuma
τ2 = Z ∞

0
x2b(x)dx

és szórásnégyzete
σ2 = τ2� τ2:

Definiáljuk mégSrelatív szórásnégyzetét, mint

C2 = σ2

τ2 :
A lánc átmenetvalószínűség-mátrixa az 1.5. példa alapján

ΠΠΠ =
0BBBBB�

b0 b1 b2 b3 : : :
b0 b1 b2 b3 : : :
0 b0 b1 b2 : : :
0 0 b0 b1 : : :
...

...
...

...
.. .

1CCCCCA ;
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alakú, aholb j = P(Yn = j) ( j = 0;1;2; : : :). A b j -ket a teljes valószínűség tételé-
nek felhasználásával kaphatjuk:

b j = P(Yn = j) = Z ∞

0
P(Yn = j j Sn = x)b(x)dx=

= Z ∞

0

(λx) j

j !
e�λxb(x)dx; (4.4)

hiszen az érkezési folyamatλ intenzitású Poisson-folyamat.
Az átmenetvalószínűség-mátrixból látszik, hogy a lánc irreducíbilis és aperi-

odikus, továbbá a 2.1. tétel miatt stabil, ha

E(Yn)< 1:
Ugyanakkor

E(Yn) = ∞

∑
j=0

j �P(Yn = j) = ∞

∑
j=0

j �b j = ∞

∑
j=0

 
j
Z ∞

0

(λx) j

j !
e�λxb(x)dx

!=
= Z ∞

0

 
∞

∑
j=0

j
(λx) j

j !
e�λx

!
b(x)dx= Z ∞

0
λxb(x)dx= λτ;

azaz a lánc stabil, ha
λτ < 1:

Az előzőhöz hasonlóan

E
�
Yn

2
� = ∞

∑
j=0

j2 �b j = Z ∞

0

 
∞

∑
j=0

j2
(λx) j

j !
e�λx

!
b(x)dx=

= Z ∞

0

�
λx+(λx)2�b(x)dx= λτ+λ2τ2:

Stabil esetben aSn-ek eloszlására vonatkozó feltételek és a 2.2. tétel alapján azfXng lánc határeloszlásának várható értéke

E(X0
0) = E(Y1)(1�2E(Y1))+E

�
Y1

2
�

2(E(V1)�E(Y1)) =
= λτ(1�2λτ)+λτ+λ2τ2

2(1�λτ) = λτ+ λ2τ2

2(1�λτ) ; (4.5)

ami éppen azN(t) határeloszlásának várható értéke, azaz a rendszerben lévők N̄
átlagos száma egyensúlyi állapotban. A (4.5) képletet Pollaczek–Hincsin-formu-
lának nevezzük. Esetünkben aρ kihasználtsági tényező λτ-val egyenl̋o, így a fenti
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formula szokásos további alakja

N̄ = ρ+ρ2 � 1+C2

2(1�ρ) : (4.6)

Az átlagos késleltetést szintén az evolúciós egyenletnél kapott képletb̋ol szá-
molhatjuk ki azzal a különbséggel, hogy ott az átlagos kiszolgálási id̋o 1 időegy-
ség volt, míg ittτ, tehát az ott szereplő formulát meg kell szoroznunkτ-val:

D̄ = E
�
Y1

2
��2E(Y1)2+E(Y1)

2E(Y1)(1�E(Y1)) � τ = λτ+λ2τ2�2λ2τ2+λτ
2λτ(1�λτ) � τ =

= �
1+ λ2τ2

2λτ(1�λτ)�τ = τ+ρτ � 1+C2

2(1�ρ) : (4.7)

A sorhossz határeloszlása nyilvánvalóan függ a kiszolgálási idők eloszlásától.
LegyenP(z) a határeloszlás generátorfüggvénye, és jelöljeP(n)(z) azXn generá-
torfüggvénye. Ekkor

P(z) = lim
n!∞

P(n)(z):
Xn+1 két független valószínűségi változó összegeként írható fel az evolúciós egyen-
let alapján,

Xn+1 = (Xn�1)++Yn+1 = �Xn� IfXn�1g�+Yn+1;
így generátorfüggvénye két generátorfüggvény szorzata

P(n+1)(z) = E
�

zXn�IfXn�1g�E
�
zYn
�: (4.8)

A szorzat második tényezője azYn eloszlásának generátorfüggvénye, hiszen a ge-
nerátorfüggvény nem más, mint egy várható érték, azazYn generátorfüggvénye
E
�
zYn
�
.

Yn eloszlásának generátorfüggvénye és a kiszolgálási idő eloszlásának Lap-
lace-transzformáltja között az alábbi összefüggést lehetfelállítani:

E
�
zYn
� = ∞

∑
k=0

bkz
k = ∞

∑
k=0

 Z ∞

0

(λx)k

k!
e�λxb(x)dx

!
zk =

= Z ∞

0

 
∞

∑
k=0

(λxz)k

k!

!
e�λxb(x)dx= Z ∞

0
eλxze�λxb(x)dx=

= Z ∞

0
e�(λ�λz)xb(x)dx= B(λ�λz): (4.9)
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Most nézzük a (4.8) kifejezés első tényez̋ojét:

E
�

zXn�IfXn�1g� = P(Xn = 0)z0+ ∞

∑
k=1

P(Xn = k)zk�1 =
= P(Xn = 0)+ 1

z

∞

∑
k=1

P(Xn = k)zk =
= P(Xn = 0)+ 1

z

∞

∑
k=0

P(Xn = k)zk� 1
z
P(Xn = 0)z0 =

= P(Xn = 0)+ P(n)(z)�P(Xn = 0)
z

:
Behelyettesítve ezt és a (4.9) kifejezést a (4.8) egyenletbe

P(n+1)(z) = P(Xn = 0)+ P(n)(z)�P(Xn = 0)
z

!
B(λ�λz);

aminek határértékét véven! ∞ esetén

P(z) =�P(X0
0 = 0)+ P(z)�P(X0

0 = 0)
z

�
B(λ�λz):

Innenz-vel szorozva és átrendezve

P(z) = P(X0
0 = 0)(z�1) B(λ�λz)

z�B(λ�λz) :
Az evolúciós egyenletb̋ol megkaphatjuk a határeloszlás nulladik tagját, ugyanis
(2.6) alapján

E
�

IfX0
0�1g�= E(Y1) = λτ;

de E
�

IfX0
0�1g� = P(X0

0 � 1) = 1�P(X0
0 = 0). Tehát a határeloszlás generátor-

függvényére

P(z) = (1�λτ)(z�1) B(λ�λz)
z+B(λ�λz) = (1�ρ)(z�1) B(λ�λz)

z�B(λ�λz): (4.10)

Az M/M/1 rendszer estében a kiszolgálási idő µ paraméterű exponenciális elosz-
lású, ezért ekkor a Laplace-transzformáltja

B(s) = µ
s+µ
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(lásd a (3.7) levezetést). Ezt behelyettesítve a határeloszlás generátorfüggvényébe

P(z) = (1�ρ)(z�1) µ(λ�λz)+µ

z� µ(λ�λz)+µ

= (1�ρ) µ(z�1)(µ+λ)z�λz2�µ
=

= (1�ρ) µ(z�1)(µ�λz)(z�1) = (1�ρ)µ
µ�λz

= (1�ρ)
1�ρz

;
ami éppen az 1� ρ paraméterű geometriai eloszlás generátorfüggvénye, tehát
visszakapjuk az M/M/1 rendszernél kiszámolt határeloszlást.

Most nézzük aW várakozási id̋o határeloszlását. Mivel a kiszolgálás az ér-
kezés sorrendjében történik, ezért azn-edik igény távozásakor azok az igények
maradnak a rendszerben, amelyek azidő alatt érkeztek, amíg azn-edik igény a
rendszerben tartózkodott. Ez az idő is valószínűségi változó, mégpedig aWn vára-
kozási id̋onek és azSn kiszolgálási id̋onek az összege. Jelölje a sűrűségfüggvényét
f (x). Felhasználva, hogy az érkezési folyamatλ intenzitású Poisson-folyamat,Yn

eloszlásához hasonlóan (lásd a (4.4) számítást) kaphatjuk, hogy

P(Xn = k) = Z ∞

0
P(Xn = k jWn+Sn = x) f (x)dx= Z ∞

0

(λx)k

k!
e�λx f (x)dx;

amib̋ol a (4.9) levezetéssel analóg módonXn generátorfüggvénye ésWn+Sn el-
oszlásának Laplace-transzformáltja közötti kapcsolatra

P(n)(z) = F(λ�λz)
adódik. A Laplace-transzformált (3.5) tulajdonságából tudjuk, hogy a konvolúció-
nak szorzás felel meg, azaz ha két valószínűségi változó összegét tekintjük, akkor
az eloszlás Laplace-transzformáltja a két eloszlás Laplace-transzformáltjának a
szorzata. Így

F(s) =W(s)B(s);
haW(s)-sel jelöljük a várakozási id̋o eloszlásának Laplace-transzformáltját. Tehát

P(n)(z) =W(λ�λz)B(λ�λz);
illetve határértéket véve

P(z) =W(λ�λz)B(λ�λz):
Behelyettesítve a (4.10) kifejezést és átrendezve

W(λ�λz) = (1�ρ)(z�1) 1
z�B(λ�λz);
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vagyiss= λ�λz helyettesítéssel a várakozási idő eloszlásának Laplace-transz-
formáltja

W(s) = (1�ρ)��s
λ

�
λ

λ�s�λB(s) = (1�ρ)s
s�λ+λB(s) :

Most nézzük speciálisan azt az esetet, amikor a kiszolgálasi idő is exponenciá-
lis eloszlású. Az M/M/1 rendszernél nem a várakozási időt, hanem a késleltetést
vizsgáltuk, amelyek azonban rokon mennyiségek, hiszen a késleltetés a várako-
zási id̋oből és az igény kiszolgálási idejéből adódik össze. Így eloszlása a két való-
színűségi eloszlás konvolúciója, ami a Laplace-transzformáltak esetében szorzást
jelent.

D(s) = W(s)B(s) = (1�ρ)s
s�λ+λB(s)B(s) = (1�ρ)s

s�λ+λ µ
s+µ

µ
s+µ

=
= (1�ρ)s(s+µ)

s2+(µ�λ)s µ
s+µ

= (1�ρ)µ
s+(µ�λ) = µ�λ

s+(µ�λ) ;
ami éppen aµ�λ paraméterű exponenciális eloszlás generátorfüggvénye,tehát a
késleltetésre is visszakapjuk az M/M/1 rendszernél kiszámolt eloszlást.

4.6. A G/M/1 rendszer

A G/M/1 rendszerbe az igények egy tetszőleges felújítási folyamat szerint ér-
keznek, a kiszolgálási id̋ok pedig egymástól és az érkezési folyamattól füg-

getlen,µ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változók. Egy kiszol-
gáló egységünk van, a sorban pedig tetszőlegesen sok igény várakozhat.

LegyenTn az(n�1)-edik és azn-edik igény beérkezése között eltelt idő. Mi-
vel az érkezési folyamat felújítási folyamat, azértfTng független, azonos eloszlású
sorozat, és egy ezekkel megegyező eloszlású valószínűségi változó legyenT. A
további tárgyalás egyszerűsége érdekében itt is fel fogjuk tenni, hogyT abszolút
folytonosa(x) sűrűségfüggvénnyel és várható értéke véges. A sűrűségfüggvény
Laplace-transzformáltját jelöljeA(s). T várható értékének reciproka legyenλ,
azaz

P(T < x) = Z x

0
a(u)du (x� 0);

illetve
1
λ
= Z ∞

0
xa(x)dx:

JelöljeN(t) a rendszerben at időpillanatban lév̋o igények számát. Az M/G/1
sorhoz hasonlóan azfN(t) : t � 0g folyamat általában nem Markov-lánc, mivel
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a rendszer jöv̋oje t-ben nem csakN(t)-től függ, hanem attól is, hogy az utoljára
érkezett igény érkezése óta mennyi idő telt el. Itt is a beágyazott Markov-lánc
módszerét fogjuk használni, kiválasztott időpontjaink pedig az érkezéseket „köz-
vetlenül” megel̋oző pillanatok lesznek. Itt nem lesz igaz, hogy azN(t) folyamat
határeloszlása megegyezik a beágyazott Markov-lánc határeloszlásával, de ez nem
okoz gondot, hiszen minket éppen az érkezésekkor „látott” eloszlás érdekel, és a
beágyazott Markov-lánc éppen ezt fogja megadni.

Egy G/M/1 rendszerben legyenXn közvetlenül azn-edik igény beérkezése
előtt a sorban és a kiszolgálóban lévők száma, formálisan

Xn = lim
∆!0+N(∑n

i=1Ti �∆):
Megmutatjuk, hogyfXng homogén Markov-lánc. JelöljeV 0

n az(n�1)-edik és az
n-edik igény érkezése között (egyTn hosszú id̋oszakasz alatt) kiszolgált igények
számát.fXng eleget tesz az

Xn+1 = Xn+1�V 0
n+1 (4.11)

evolúciós egyenletnek.
Sajnos a (4.11) rekurzió kezelése nem egyszerű feladat, mivel V 0

n függ Xn�1-
től, és ígyfV 0

ng nem azonos eloszlású sorozat (példáulV 0
1 � 0). LegyenVn azon

igények száma, melyeket a rendszer az(n�1)-edik és azn-edik igény érkezése
között kiszolgált volna, ha a sor soha nem ürült volna ki.fVng független és azonos
eloszlású, hiszenfTng és a kiszolgálások is ilyenek, illetve egymástól függetlenek.
Ezzel (4.11) átírható

Xn+1 = (Xn+1�Vn+1)+ (4.12)

alakba, és ebb̋ol az 1.1. tétel értelmében következik, hogyfXng homogén Markov-
lánc.

Számoljuk ki a lánc átmenetvalószínűség-mátrixának elemeit!

pi j = P(Xn+1 = j j Xn = i) == P
�(Xn+1�Vn+1)+ = j j Xn = i

�== P
�(i +1�Vn+1)+ = j j Xn = i

�== P
�(i +1�Vn+1)+ = j

�; (4.13)

hiszenXn ésVn+1 függetlenek. Világos, hogy haj > i +1, akkorpi j = 0. Most
legyen 0< j � i +1. Ekkor a (4.13) képletben a pozitív rész képzése elhagyható
és

pi j = P(Vn+1 = i� j +1) =
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= Z ∞

0
P(Vn+1 = i� j +1 j Tn+1 = x)a(x) dx= (4.14)

= Z ∞

0

(µx)i� j+1(i� j +1)! e�µxa(x)dx (0< j � i +1); (4.15)

hiszen azzal a feltétellel, hogy mindig van kiszolgálandó igény, a kiszolgálási
időpontok által alkotott pontfolyamatµ intenzitású Poisson-folyamat, és a (4.14)
lépésben éppen ennek azx idő alatti növekménye szerepel. Ebben az esetben
a (4.15) kifejezésb̋ol következik, hogypi j csak az indexek különbségétől függ,
azaz

pi j = P(Vn+1 = i� j +1) = βi� j+1 (0< j � i +1):
A ΠΠΠ mátrix soraiban lév̋o elemek összege 1, tehát

pi0 = 1� ∞

∑
j=1

pi j = 1� i+1

∑
j=1

βi� j+1 = 1� i

∑
k=0

βk:
Ezek alapján

ΠΠΠ =
0BBB�

1�β0 β0 0 0 : : :
1�β0�β1 β1 β0 0 : : :

1�β0�β1�β2 β2 β1 β0 : : :
...

...
...

...
. . .

1CCCA ;
ahol

βk = Z ∞

0

(µx)k

k!
e�µxa(x)dx: (4.16)

Nyilvánvaló, hogy a lánc irreducíbilis és aperiodikus, és aFoster-kritérium alkal-
mazásával (a 2.1. tétel bizonyításában látott módon) kaphatjuk, hogyfXng stabil,
haE(Vn)> 1. Ugyanakkor

E(Vn) = ∞

∑
k=0

k �P(Vn = k) = ∞

∑
k=0

k �βk =
= ∞

∑
k=0

 
k
Z ∞

0

(µx)k

k!
e�µxa(x)dx

!=
= Z ∞

0

 
∞

∑
k=0

k
(µx)k

k!
e�µx

!
a(x)dx=

= Z ∞

0
µxa(x)dx= µ

λ
;



138 4. FOLYTONOS IDEJŰ SORBANÁLLÁSI MODELLEK

azaz a lánc stabil, ha

ρ = λ
µ
< 1:

Stabil esetben legyen
lim
n!∞

P(Xn = i) = r i :
Az R= [r0; r1; r2; : : :℄ határeloszlást az

R= RΠΠΠ (4.17)

egyenletrendszer egyértelmű olyan megoldásaként kaphatjuk meg, amely elosz-
lás, azaz amelyre

∞

∑
i=0

r i = 1:
Az M/M/1 sornál a határeloszlás geometriai eloszlás volt, tehát sejthetjük, hogy itt
is az lesz. Tegyük fel tehát, hogyr i = (1�σ)σi (i = 0;1; : : :) valamely 0< σ< 1-
re. A (4.17) egyenletb̋ol

r i = ∞

∑
j=0

r j p ji = ∞

∑
j=i�1

r jβ j�i+1 (i � 1);
melybe a feltételezett geometriai eloszlás tagjait illetve a (4.16) kifejezést beírva
azt kapjuk, hogy

(1�σ)σi = ∞

∑
j=i�1

 (1�σ)σ j
Z ∞

0

(µx) j�i+1( j� i +1)! e�µxa(x)dx

!=
= (1�σ)σi�1

Z ∞

0

 
∞

∑
j=i�1

(µxσ) j�i+1( j� i +1)!!e�µxa(x)dx=
= (1�σ)σi�1

Z ∞

0
eµxσe�µxa(x)dx (i � 1);

azaz
σ = Z ∞

0
e�µx(1�σ)a(x)dx: (4.18)

Vegyük észre, hogy a jobb oldalon az érkezések között elteltidő eloszlásának
Laplace-transzformáltja áll, így

σ = A(µ�µσ):
A (4.18) integrálegyenleteta(x) ismeretének hiányában nem tudjukσ-ra megol-
dani, de nekünk elég megmutatni, hogy létezik egy 0< σ < 1 megoldás, hiszen
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ekkor a feltételezett geometriai eloszlás megoldja a (4.17) egyenletet és emiatt ez
lesz a határeloszlás is. (4.18) bal illetve jobb oldalát jelölje B(σ) ésJ(σ), ekkor
B(0) = 0, B(1) = 1, J(0) > 0 ésJ(1) = 1, mivel a(x) sűrűségfüggvény. Mind-
két oldalonσ-ban folytonos függvény áll, így haJ(σ)0jσ=1 > B(σ)0jσ=1 = 1, akkor
létezik metszéspontjuk(0;1)-ben. Viszont

J(σ)0jσ=1 = �Z ∞

0
e�µx(1�σ)a(x)dx

�0jσ=1
=

= �Z ∞

0
µxe�µx(1�σ)a(x)dx

�jσ=1
=

= Z ∞

0
µxa(x)dx= µ

λ
= E(Vn);

és a stabilitást éppenE(Vn)> 1 esetén tudtuk garantálni.
Tehát a G/M/1 sornál az érkező igények által látott eloszlás konvergál, ha

ρ < 1, és ekkor a határeloszlás geometriai eloszlás.
Az n-edik igény beérkezéskorXn igényt talál a rendszerben, így kiszolgálásáig

végig kell várnia ennek azXn igénynek a kiszolgálását. Azaz egészen pontosan,
nem kell várakoznia, ha üres a rendszer, aminek a valószínűsége a sorhossz ha-
táreloszlása alapjánP(X0

0 = 0) = 1�σ, ésσ valószínűséggel végig kell várnia az
éppen kiszolgálás alatt lévő igény kiszolgálásából hátralévő időt, valamint a többi
Xn�1 igény teljes kiszolgálását. Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága
miatt egy kiszolgálásból hátralévő idő is exponenciális eloszlású, ha a kiszolgálási
idő az, így aWn várakozási id̋o Xn darab független, azonosµ paraméterű exponen-
ciális eloszlású valószínűségi változó összege. Ezért a Laplace-transzformált tu-
lajdonságai miatt, a várakozási idő eloszlásának transzformáltja az exponenciális
eloszlás Laplace-transzformáltjának megfelelő hatványaként írható. JelöljeW(s)
a várakozási id̋o határeloszlásának Laplace-transzformáltját. Azµ paraméterű ex-
ponenciális eloszlás Laplace-transzformáltja

µ
s+µ

(lásd a (3.7) levezetést), így tehát

W(s) = ∞

∑
j=0

W(s j Xn = j)P(Xn = j) =
= ∞

∑
j=0

�
µ

s+µ

� j (1�σ)σ j =
= (1�σ) ∞

∑
j=0

�
µσ

s+µ

� j =
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= (1�σ) s+µ
s+µ�µσ

== (1�σ)+σ
(1�σ)µ

s+µ�µσ
:

Az els̋o tag azf1;0;0; : : :g eloszlás Laplace-transzformáltjának(1�σ)-szorosa,
a második pedig aµ�µσ paraméterű exponenciális eloszlás Laplace-transzfor-
máltjánakσ-szorosa. Tehát a várakozási idő σ valószínűséggelµ�µσ paraméterű
exponenciális eloszlású, és 1�σ valószínűséggel nulla.

Speciális esetként nézzük az M/M/1 renszert. Ott a sorhosszhatáreloszlása
1�ρ paraméterű geometriai, azazσ = ρ = λ

µ. Ezt behelyettesítve a várakozási idő
eloszlására azt kapjuk, hogyµ�λ paraméterű exponenciális eloszlás, ha nem üres
a sor. A késleltetés a várakozási idő és a kiszolgálási id̋o összege, tehát eloszlásá-
nak Laplace-transzformáltja a két eloszlás Laplace-transzformáltjának szorzata.

D(s) = W(s) µ
s+µ

= (1�ρ) s+µ
s+µ�µρ

µ
s+µ

== µ�λ
µ

s+µ
s+µ�λ

µ
s+µ

= µ�λ
s+µ�λ

:
Tehát a késleltetésre is visszakapjuk az M/M/1 rendszernélkiszámolt eloszlást.

4.7. A G/G/1 rendszer

A G/G/1 rendszerbe az igények egy tetszőleges felújítási folyamat szerint ér-
keznek, a kiszolgálási id̋ok pedig egymástól és az érkezési folyamattól füg-

getlen, tetsz̋oleges eloszlású valószínűségi változók. Egy kiszolgálóegységünk
van, a sorban pedig tetszőlegesen sok igény várakozhat.

Ebben a rendszerben tehát sem azSn kiszolgálási id̋oről, sem pedig az érkezé-
sek között elteltTn időről sem tesszük fel, hogy exponenciális eloszlású. Az előző
szakaszok jelöléséhez híven, legyen továbbra isa(x) a Tn ésb(x) azSn eloszlásá-
nak sűrűségfüggvénye. JelöljeN(t) a rendszerben at időpillanatban lév̋o igények
számát. Ebben a legáltalánosabb esetben már nemcsak azN(t) sorhossz nem lesz
Markov-lánc, de beágyazott Markov-láncot sem tudunk találni.

Markov-láncot alkot viszont a várakozási idők sorozata, hiszen továbbra is
igaz, hogy az(n+1)-edik igény várakozási idejét azn-edik igény várakozásából
még hátralév̋o idő (Wn�Tn+1) és azn-edik igény kiszolgálási idejének összege
adja, ha még nem fejeződött be azn-edik igény kiszolgálása, tehát igaz a Lindley-
egyenl̋oség (lásd (2.17)), a várakozási idő a

Wn+1 = (Wn�Tn+1+Sn)+
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rekurzióval írható fel, csak ittTn ésSn abszolút folytonos valószínűségi változók.
Mind a Tn, mind azSn sorozat független és azonos eloszlású, és egymástól is
függetlenek, így az 1.1. tétel szerintfWng valós értékű, homogén Markov-lánc.

Vezessük be azUn = Sn�Tn+1 valószínűségi változókat, és tegyük fel, hogy
a rendszer kezdetben üres, azaz az első igénynek nem kell várakoznia,W1 = 0. A
rekurziót kifejtve a következ̋ot kapjuk a várakozási id̋okre:

W1 = 0

W2 = (W1+U1)+ = max(0;W1+U1) = max(0;U1)
W3 = (W2+U2)+ = max(0;W2+U2) = max(0;U2;U2+U1)

...

Wn+1 = max(0;Un;Un+Un�1; : : : ;Un+ � � �+U2+U1) :
Mivel Un-ek függetlenek és azonos eloszlásúak, felcserélhetjük a sorrendjüket és
a

W0
n+1 = max(0;U1;U1+U2; : : : ;U1+ � � �+Un�1+Un)

valószínűségi változó eloszlása megegyezikWn eloszlásával. Ráadásul afW0
ng

sorozat monoton növ̋o, ezért egy valószínűséggel létezik (esetleg végtelen) ha-
tárértékeW0 = lim

n!∞
W0

n. Jelölje azUn-ek közös sűrűségfüggvényétc(x), ésWn

eloszlásfüggvényét

Fn(x) = P(Wn � x) = P(W0
n � x):

Ekkor

Fn+1(x) =� 0; hax< 0,R x�∞ Fn(x�u)c(u)du; hax� 0.

A várakozási id̋o nem lehet negatív, tehátx< 0-ra világos, hogy az eloszlásfügg-
vény értéke nulla. Hax� 0, akkor

Fn+1(x) = P(Wn+1 � x) == P((Wn+Un)+ � x) == P(Wn+Un � x) == Z ∞�∞
P(Wn+Un � x jUn = u)c(u)du== Z ∞�∞
P(Wn+u� x)c(u)du== Z x�∞
Fn(x�u)c(u)du;
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ahol felhasználtuk, hogyWn ésUn függetlenek. Tudjuk, hogyFn(x) konvergálW0
eloszlásfüggvényéhez, jelölje ez utóbbitF(x). A várakozási id̋o határeloszlására
a következ̋o, ún.Lindley-féle integrálegyenletetkapjuk:

F(x) =� 0; hax< 0,R x�∞ F(x�u)c(u)du; hax� 0.

Ezt az egyenletet általában nehéz megoldani, könnyen kaphatunk viszont feltételt
arra nézve, hogy mikor lesz azF megoldás valódi eloszlásfüggvény, azaz mikor
lesz a várakozási id̋ok alkotta Markov-lánc stabil. Evolúciós egyenlettel adott
Markov-láncoknál (2.18) alapján tudjuk, hogy diszkrét esetben, amikor a várako-
zási id̋o is diszkrét valószínűségi változó, akkor a stabilitás elégséges feltétele

E(S1)< E(T1)< ∞:
Megmutatjuk, hogy ez a feltétel most is elégséges a stabilitáshoz. AW0 változó
F(x) eloszlásfüggvényére hax� 0, akkor

F(x) = P(W0 � x) = P(∑n
i=1Ui � x mindenn-re):

Tegyük fel, hogyE(S1) < E(T1) teljesül. Ezt a feltételt úgy is írhatjuk, hogy
E(U1) = E(S1)�E(T1)< 0. Ekkor

P(∑n
i=1Ui > 0 végtelen sokn-re) == P

�
1
n ∑n

i=1Ui �E(U1)>�E(U1) végtelen sokn-re
�== P

�
1
n ∑n

i=1Ui �E(U1)> jE(U1)j végtelen sokn-re
�= 0;

hiszen a nagy számok erős törvénye szerint

1
n

n

∑
i=1

Ui ! E(U1)
1 valószínűséggel, han! ∞. Tehát valamelyn után∑n

i=1Ui < 0, és így

W0 = max

 
0;U1;U1+U2; : : : ; n

∑
i=1

Ui ; : : :!
1 valószínűséggel csak véges sok tag maximuma, tehát

P(W0 < ∞) = 1;
amib̋ol következik, hogyF valódi eloszlásfüggvény. Összefoglalva tehát, ha
E(S1)< E(T1), vagyis a kihasználtsági tényezőre

ρ = E(S1)
E(T1) < 1;

akkor a G/G/1 rendszerben várakozási időnek létezik határeloszlása, afWng Mar-
kov-lánc stabil.
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4.8. Feladatok

4.1. feladat. Igazoljuk, hogy az M/M/1 sorra teljesül a Little-formula
(1.15. tétel)!

4.2. feladat. Igazoljuk a (4.3) egyenletet!

4.3. feladat. Egy üzletbe egymás után érkező vásárlók érkezése közötti idő 10
perc várható értékű exponenciális eloszlású, és az üzletben 4 vásárló fér el, a többi
az utcán áll sorban. Mekkora az exponenciális eloszlású kiszolgálási id̋o várható
értéke, ha annak a valószínűsége, hogy egy vásárló az utcánkezdi a sorbanállást,
kisebb, mint0:01?

4.4. feladat. Az előző feladatban mekkora a kérdéses várható érték, ha a 4 perc-
nél nagyobb késleltetés valószínűsége kisebb, mint0:5?

4.5. feladat. A 4.3. feladatban legyen az exponenciális eloszlású kiszolgálási id̋o
várható értéke 5 perc. Mekkora az átlagos késleltetés?

4.6. feladat. Az előző feladatban mekkora az átlagos késleltetés, ha a kiszolgálási
idő a [4 perc;6 perc℄ intervallumban egyenletes eloszlású?

4.7. feladat. Ellenőrizzük, hogy a (4.6) képletből b(x) = µe�µx (x� 0) esetén
visszakapjuk a (4.1) képletet!

4.8. feladat. Ellenőrizzük, hogy a (4.7) képletből az M/M/1 sorra visszakapjuk
az ott nyert képletet!

4.9. feladat. Igazoljuk a Little-formulát az M/G/1 sorra!

4.10. feladat. Igazoljuk a (4.11) egyenletet!

4.11. feladat. Igazoljuk a (4.12) egyenletet!

4.12. feladat. Oldjuk meg a (4.18) egyenleteta(x) = λe�λx (x� 0) esetén, és
ellen̋orizzük, hogy visszakapjuk az M/M/1 sor határeloszlását!

4.13. feladat. Egy M/M/1 típusú rendszerben a szomszédos érkezések távolságá-
nak várható értéke5 perc, a kiszolgálási id̋o várható értéke pedig4 perc. Mi annak
a valószínűsége, hogy a felhasználó késleltetése10 percnél nagyobb?

4.14. feladat. Tegyük fel, hogy a vev̋ok egyλ intenzitású Poisson-folyamat sze-
rint érkeznek az üzletbe. Végtelen sok kiszolgáló van és a kiszolgálási id̋o expo-
nenciális eloszlásúµ paraméterrel. Mutassuk meg, hogy at-edik időpillanatban
az üzletben lév̋o vev̋ok számaZ(t) egy születési-halálozási folyamatot alkot. Bi-
zonyítsuk be, hogyZ(t) stabil, és add megZ(t) határeloszlását!
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Jelölések

R valós számok halmaza
δi j a Kronecker-féle szimbólum, azaz 1, hai = j , egyébként 0
a+ aza valós szám pozitív része, azaza, haa� 0, egyébként 0
Ac azA esemény ellentettje (komplementere)
IA azA esemény indikátora, azaz 1, haA bekövetkezik,

egyébként 0
P(A) azA esemény valószínűsége
E(X) azX valószínűségi változó várható értéke
m(t) sztochasztikus folyamat várható érték-függvénye
σ2(X) azX valószínűségi változó szórásnégyzete
cov(X;Y) azX ésY valószínűségi változók kovarianciája
R(s;t) másodrendű folyamat kovariancia-függvénye
Rk gyengén stacionárius folyamat kovariancia-függvénye
S Markov-lánc állapottere
ΠΠΠ diszkrét idejű Markov-lánc egylépéses átmenetvalószín˝uség-

mátrixa
ΠΠΠ(t) folytonos idejű Markov-lánc átmenetvalószínűség-mátrixa
Q folytonos idejű Markov-lánc rátamátrixa
E egységmátrix

bizonyítás vége
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