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El0szo

Az informéaciéelmélet a hirkdzlés matematikai elméletelil&Zsét Iényegében
Claude Shannon [43] miivének 1948-as megjelenéséheztjkith&z a munka
volt az el$, amely matematikai alapossaggal targyalta az adatttésa bizton-
sagos adatatvitel és a titkositas problémait. Shannor aldstzor kezelhét és
hasznos matematikai modelleket az informéacios folyambgivksara, mégpedig
ugy, hogy az egyes problémak esetén tisztazta az elvi hatads tobbségében
meg is konstrualta azokat a modszereket, amelyek ezekki agrokat aszimp-
totikusan elérik. Ugyanakkor napjainkban tdmegesendtzjeel az egyes adat-
tomori® és hibakorlatozo eljarasok, tehat indokolt, hogy ezep\a#é elveit is
attekintsiik. Az 1. fejezetben ismertetjik a veszteségaseadattomaoritést, mig
a 2. fejezetben a veszteséget (torzitast) megéngddttomori (forraskddolo)
eljarasokat targyaljuk. A 3. fejezet témaja a csatornalé@sdo

A forraskddolas elméletével ellentétben a csatornaké&detédményei nem
konstruktivak, tehat ma még nem ismertek olyan kédolagbdi@asi eljarasok,
amelyek tetsileges csatorna esetén a csatornakapacitast megkogklitégyan-
akkor ismertek olyan algebrai hibavi@odok, amelyek szamos gyakorlati prob-
Iéma megoldasat segitik. A '80-as év@likhlkalmazzak polgari célokra is a hiba-
véd kédokat, napjainkban a CD-ben hasznalt Reed—Solomors#iate minden
haztartdsban megtalalhaté. A 4. fejezet 6sszefoglaljhaanitd kodok alapjait.

Az 5. fejezet téméja a nyilvadnos kulcsu titkositas, teh& @robléma, hogy
nyilvanos hal6zaton hogyan biztosithat6 az adat- illebzzférésvédelem.

Ez a tankonyv a Linder — Lugosi [25] és a Gyorfi — Vajda [22] jzety,unio-
janak” a kiegészitése azon tapasztalatok felhasznalasavelyeket a BME m-
szaki informatikusoknak tartott Informaciéelmélet és Klimélet targyak oktatasa
soran szereztlink az elmult 10 évben.
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A mi elkészitésében nyujtott segitségiikért szeretnéskdkietet mondani
Gyorgy Andrasnak, Laczay Balintnak, Linder Tamasnak, Ldiszlénak, Lugosi
Gabornak, Pataricza Andrasnak és Pintér Martanak.
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1. fejezet

Valtozo szohosszusagu
forraskodolas

Ebben a fejezetben bevezetjik a veszteségmentes addté&srfogalmat. En-
nek célja az, hogy egy lUizenetet, amely egy véges halmazagtirécé) elemeib
allé véges sorozat, egy masik véges halmaz (kodabécé) ibi@naéo sorozattal
reprezentaljunk gy, hogy ez a reprezentalas a ¢elegrévidebb (és béle az
Uizenet visszadllithatd) legyen. Ennek megfideal azt vizsgaljuk, hogy az adat-
tomoritésnek melyek az elvi hatarai, és ezeket a hataralgtam kozelithetjik
meg. A legismertebb példa erre az, amikor a kddabép@ &} halmaz, és egy
Uzenetet (pl. irott szévegq, fajl) binaris sorozatok foratén kddolunk tarolas, il-
letve atvitel céljabdl. Az lizenetet kibocsaté objektum —irdarmacioforras —
modellezésével és vizsgalataval az 1.6. szakasz foglalkouvel valoszinlségi
modelleket hasznélunk, ezért az lizenetek betii valdsef Valtozok lesznek).
Célunk az, hogy az ehhez szilkséges matematikai apparéuestdssik. Megis-
merkedink az (izenetek egy természetesen adddo kritériemmtskddolasaval
— az egyértelmlien dekddolhaté kodolassal —, melybkbsvizsgalataink ko-
€s megmutatjuk, hogy az entrépia milyen alapveterepet jatszik a kodolassal
kapcsolatban. Az elkdvetkékben mindig azt tartjuk szemdt, hogy az tizene-
tek kodja minél révidebb legyen, ezért a kddok altalunk gétsfo tulajdonsaga
a atlagos kbédszohossz lesz. A fejezetet az univerzaliddhddolassal és annak
gyakorlati alkalmazasaival zarjuk.

A hirkozlési rendszerek miikédését egzakt matematikaidegikkel fogjuk
vizsgalni. Persze sokféle matematikai modellt allithathitkzlési feladatokra,
de kezdetben az egyik legegyszerlibbet valasztva joiezfatjik a probléma lé-
nyegét. A hirkozlés alapfeladata az, hogy valamely jelsatat (,informaciot”)
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csatorna dekdédolé - nyeld

Y

koédolo

A

forras

Y

1.1. abra. Hirkdzlési rendszer blokkdiagramja.

Lz _ forras- . " csatorna-
kodolo = Kk6dol6 titkosito Kk6dol6

csatorna vissza- forras-
dekédolé fejtd dekédold

Ii
|

— dekodolod—

1.2. abra. A kddol6 és a dekddol6 felépitése.

el kell juttatni egyik helydl a masikra. A tavolsagot (vagy &) athidalo hir-
kozlési eszkdz — a csatorna — azonban csak meghataroaattitjipleket képes
atvinni. Az informécidforras altal produkalt jelfolyamkbdolassal meg kell fe-
leltetni egy, a csatorna altal hasznalt jelékBll6 jelfolyamnak. A felhasznal6
(nyeld) a csatorna kimenetén pontosan, vagy megkditegjtvisszaallitja, deké-
dolja az Gzenetet. Egy ilyen rendszer blokkdiagrammjaaldithz 1.1. abran.

A kodol6 altalanos esetben harom rédizall. Az el a forraskddolo, amely
a forras Gizeneteit gazdasagosan, tomoéren reprezentaijel feglalkozik az el
két fejezet. A masodik rész a titkosito (5. fejezet), és alaalik a csatornakddold
(3. és 4. fejezet). Ennek megfaden a dekddold is harom résalall: csatornade-
kodold, visszafefi és forrasdekodold (1.2. abra).

1.1. Egyertelm( dekdédolhatdsag, prefix kodok

Jel6ljonX egy diszkrét valoszinlségi valtozot, amelyaz {xi, Xz, ..., Xn} véges
halmazbdl veszi értékeit. AX halmazt a tovabbiakbdiorrasdbécéek, elemeit
pedig betliknek nevezziik.

Y jeldljon egys elemii{ys,yo,...,ys} halmazt. Ezkddabécéek nevezzik.
Y* jeldlie azy elemeildl allé véges sorozatok halmazay* elemeitkédsza-
vaknak nevezzuk. Egy : X — Y* fuggveényt, amely megfeleltetést |Iétesit a for-
rasabécé és a kddszavak kdzkdinak neveziink. AX elemeil®l alkotott véges
sorozatok aZizenetk vagy kozlemények (értékeiket & halmazbdl veszik).
Amennyiben az kod értékkészlete kulénbdhossza kddszavakbal all, ugy val-
toz6 szohosszusagu kodolasrol beszéllink.
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1.1. definicié. Az f : X — Y* kdd egyértelmiien dekodolhatd ha minden vé-
ges kodbetiisorozat legfeljebb egy kézlemény kédolasiledt eb, azaz hai €
X*,ve X", u=ulp...U, V=ViVa...Vm, U # Vv, akkor f(uy) f(up)... f(ux) #
f(va)f(v2)...f(vm). (Ittaz f(u)f(U) a két kédsz6 egymas utan irdsat [konkate-
nacidj jelenti.)

MEGJEGYZES

a) Az egyértelmi dekodolhatésag tébb, mint az invertékeg. Ugyanis le-
gyen X = {a,b,c},Y = {0,1} ésf(a) = 0,f(b) =1, f(c) = 01. Ekkor
azf: X — Y* leképezeés invertalhatd, viszont a 01 kddszot dekddolkatju
f(a)f(b) = 01 szerintab-nek, vagyf (c) = 01 szerintc-nek is.

b) Az elBbbi definiciéban szereplkédolasi eljarast, amikor egy kézlemény
kodjat az egyes forrasbetlikhdz rendelt kddszavak sdoesndgymas utan
irasaval kapjuk, betlinkénti kédolasnak nevezziik. Tezetésen a kodo-
last teljesen altalanosan egy X* — Y* figgvénnyel is definidlhatnank,
de ké$bb latni fogjuk, hogy a betlinkénti kédolas és annak teretes
kiterjesztése, a blokk-kddolas elegérerdmunkra.

1.2. definicio. Az f kod prefix, ha a lehetséges kodszavak kdzil egyik sem foly-
tatasa a masiknak, vagyis barmely kédszo végbarmekkora szegmenst levagva

nem kapunk egy masik kédszot. Egy prefix kéd egyben egyéiitatnaekodol-
hatd is.

Az eddig bevezetett fogalmak illusztralasara nézziik a tkézé példakat:
1.1. példa. X ={a,b,c}; Y={0,1} Akdd legyen a kdvetkez f(a) =0, f(b) =
10, f(c) =110 Kdnnyen ellefdrizhed, hogy a kdd prefix.

Ha azabccabizenetet kodoljuk, akkor a 010110110010 kddbetlisorbzato
kapjuk. A kodbdl az lizenet visszafejtése nagyon egyszenigfix tulajdonsag

miatt; tdbbek koz6tt ez a gyors dekodolasi léfsety teszi vonzéva a prefix kddo-
kat.

1.2. példa. X ={a,b,c,d}; Y={0,1}; f(a)=0, f(b) =01, f(c)=011 f(d) =
0111 Jdl lathatd, hogy a kéd nem prefix, de egyértelmiien dekado]tiszen a
0 karakter egy Uj kodsz6 kezdetét jelzi.

1.1. lemma (McMillan). Minden egyértelmien dekodolhatd X — Y* kodra
e 51 (0)
sTIT0l <1, (1.1)
2

ahols a kodabécé elemszama,|€6x)| jeldli az f (x;) kodszéhosszat.
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BizoNYiTAs: Tekintsilk az (1.1) 6sszédredik hatvanyat:
‘Lmax

n N n n N
—f(x) ] — — (| (Xig ) [+ T O ) — |
S = S 1 N = As,
(Be) =22, 3

aholLmax= max |f(x)], ésA jeloli az 0sszes hosszusaglN darab kddszo egy-
I<n

mas utan frasaval keletkekddbetlisorozatok szamat. Mivel feltevésiink szerint
f egyértelmlien dekddolhato, az 6sszes ilypnsszu sorozat killénbdztehat

A<S.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

N
n
~|f(x)]
s < N-Lmax,
(I; ) max:

n

le"“xi)‘ < VNV Lmax (1.2)

vagyis

Mivel N tetsdleges, és tudjuk, hogy/N — 1, VLmax— 1, haN — oo, ezért (1.2)
csak ugy allhat fenn mindex-re, ha (1.1) igaz. [ |

A kdvetked lemma bizonyos értelemben ab# megforditasa.

1.2. lemma (Kraft). Ha azly,ls,...,|, pozitivegész szamokra

n

_le—'i <1, (1.3)

akkor létezik olyarf prefix kéd, hogy
[f(x)| =1, i=1,...,n

BizoNYiTAs: Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogyliagzadmok nagysag

szerint ndvek® sorrendben vannaky <1, < --- <|I,. A bizonyitas technikaja

megkivanja, hogy a kodabéég,,yo,...,ys} elemeit &0,1,...,s— 1} szamokkal

helyettesitsik (példaul a kdvetkemegfeleltetés szering; —i—1,i=1,...,9).
Definialjuk aw; szamokat a kovetkéképpen:

-1
wy =0, szzléi*", ji=2,...,n.
i=
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(1.3) mindkét oldalas"-nel szorozva, majd mindkét oldalbél 1-et levonva kapjuk,
hogy

w=g <1

Hasonloképp eljarva azt kapjuk mind¢me, hogyw; < di —1. Ezek utan defi-
nialjuk f(x;)-t mint aw; szams alapu szamrendszerben felirt alakjat, amelynek
elejére annyi O-t irunk, hogy a hosdz#egyen. A kddszavak nyilvan kulonbok
lesznek mivelw; < wg, haj < k. Most belatjuk, hogy az igy kapott kod prefix.
Tegytk fel ugyanis ennek az ellenkget, vagyis azt, hogy valamilyep< k ese-

tén f(x;) vegehedy — | darab szamjegyet hozzaadva megkagij()-t. Ekkor

wj = [Jév—fnJ kdvetkezne. (AZ x| jeldlés azx valds szam also egész részét jeldl).
Viszont

Wi kflsl | kflg |
K i~ — W = > i
g 7] i; wj+ i; >Wwj+1,

és igy ellentmondasra jutottunk. |

1.1. kbvetkezmény.Az 1.1. és 1.2. lemmakat dsszevetve levonhatjuk azt a fon-
tos kovetkeztetést, hogy minden egyértelmiien dekodblkéthoz létezik vele
ekvivalens (azonos kédszdéhosszu) prefix kéd, tehat nentiirdssemmit, ha az
egyértelm(i dekodolhatésag helyett a specialisabb, éslgagyebben kezelh@t
prefix tulajdonsagot kéveteljiik meg.

1.2. Atlagos kédsz6hossz, entrépia

LegyenX egy X értéki valoszinliségi valtozo, amit kddolni akarunk. 8gsiik be
a kovetked p: X — [0,1] fuggveényt:

p(x) = P{X = x}, xe X.
A p(x) fuggvény tehat ax forrdsbetlihtz annak valdszinliségét rendeli.
1.3. definici6. Az X valdsziniiségi valtozéntropigjat, H (X)-et, a
n
H(X) = E(—logp(X)) = —_Zl p(x)log p(x;).
=

O0sszeggel definialjuk.
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MEGJEGYZES

a) A logz jelélés az pozitiv szam kettes alapu logaritmusat jelenti. Mivel
az 1.3. definici6 megkivanja, a logaritmusfliiggvénnyel kafatban a ko-
vetked ,szamolasi szabalyokat” vezetjik kee% 0,b > 0):

0 a b 0
0|095—0|096—0, b|096_—{-oo, b|ogB__°o

(E szabalyok az adott pontban nem értelmezett fliggvénygtofms kiter-
jesztései.) A definiciobdl kbzvetlenul latszik, hogy azrépianemnegativ
Vegytk észre, hogy az entropia értéke valojaban nem fligg\adoszind-
ségi valtozo6 értékeil, csak az eloszlasatol.

b) Az entrdpia intuitiv fogalmaval kapcsolatban lasd az fé€el utani meg-
jegyzést.

1.4. definicio. Egy f kod atlagos kodszohossn az

n

E[f(X)| = ZI POi) (%)

1=
varhato értéket értjuk.

1.3. példa. Az 1.1. példa kddja esetén legypfa) = 0.5, p(b) = 0.3, p(c) = 0.2,
ekkor az entrépia

H(X)=-0.5-10g0.5—-0.3-10g0.3—0.2-10g0.2 s 1.485,
az atlagos kédsz6hossz pedig
E[f(X)]=05-1+0.3-24+0.2-3=1.7.

Ahhoz, hogy az egyértelmiien dekddolhaté kédok atlagosidiibssza és
entropiaja kozti alapvétosszefiiggést bebizonyitsuk (ami tulajdonképpen e feje-
zet 1 dllitasa), szlikségink van két segédtételre:

1.1. tétel (Jensen-egyedtitlenséqg). Legyerh egy valds, konvex fliggvény & b)
zart intervallumon, azaz mindexly € [a,b] €s0 < A < 1 esetén

h(AX+ (1= A)y) < Ah(x) + (1= A)h(y), (1.4)

és legyer¥ egy valdsziniiségi valtozo, amely értékeitad| intervallumban ve-
szi fel. Ekkor
hE(2)] < E[h(2))- (L.5)
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Tovabba, hah az E(Z) pontban szigortan konvex, vagyis az (1.4)-bext
(1—MN)y = E(Z) esetén hatarozott egyétienség teljesi'x,y-ra, akkor (1.5)-
ben egyeriiség akkor és csak akkor all fenn, ha

P{Z=E(2)} =1,
vagyis haZ 1-valoszinliséggel konstans.

BizoNYiTAS: Mivel h konvex, ezért aza,b) nyilt intervallum minden pontja-
ban Iétezik a jobb és a bal oldali derivaltja és a bal oldaivddt legfeljebb akkora
mint a jobb oldali. Tovabba az is igaz, hogy ezekkel a detakdidal mint mere-
dekségekkel hazott félérivk a fllggvénygorbe alatt fekszengkbl-ben. Jeldlje
c a jobb oldali derivaltat aE(Z) pontban, és irjuk fel itt a jobb oldali félérint
egyenletét:

9(x) = c[x—E(Z)]+h[E(Z)].
Ekkor az ebbbiek szerinh(x) > g(x) barmelyx € [a,b] pontra, vagyis
h(x) > c[x— E(Z)] +h[E(Z)]. (1.6)

Tehat irhatjuk,hogy
h(Z) > c[Z—E(2)] +h[E(Z)],

ahol mindkét oldal varhat6 értékét véve megkapjuk ad éltitast. Mivel szi-
goruan konvex esetben (1.6)-ban egpsBp csakk = E(Z) esetben teljesil, a
masodik allitas trividlisan adodik. |
1.2. kdvetkezmény.

a) Hapi >0,q >0,i=1,2,...,nvalés szamokra
n n
Zl p=1 és ZlOIi =1,
i= =

n n
1;mwm§i;qu (1.7)

és egyeriiség akkor és csak akkor all fenn, ha= g mindeni-re.

akkor

b) Haa; >0, b; >0,i=1,2,...,nvalés szamokra

n . n
i;aj =a és i;bi =D,



16

1. VALTOZzO SZOHOSSZUSAGU FORRASKODOLAS

akkor | o o
log— < a-lo -,
i;a 9, Salogy

és egyertiség pontosan akkor all fenn, Qa: konstans mindenre.

BIZONYITAS:

a)

b)

(1.7) ekvivalens azzal, hogy

n ql
— ilog— >0
i;pl gpi_

Mivel a h(x) = —logx fliggvény szigoruan konvex az értelmezési tartoma-
nyan (a masodik derivaltja pozitiv), igy felhasznalhatulensen-egyedt-
lenséget a kdvetkéképpen:

LegyenY egy olyan valdsziniiségi valtozo, hogy

P{Y ﬂ} —p,  i=1...n

Pi

Ekkor a Jensen-egyditlenség szerint
— 21 P Iog (—logY) > —logE(Y) = —log Zl pi— 4 _

és egyertiség akkor és csak akkor teljesdl, g?a: konstans mindeitre,
de ekkor az 6sszegekre vonatkozo feltételek nmiatt gi mindeni-re.

Haa =0, akkorVa, = 0, s ekkor az allitas ,szamolasi szabalyaink” felhasz-
nalasaval mindeb > O-ra teljesil. Ha # 0, akkor az a) pont szerint

1(2 bi & b 0 g bi/b
— ilog— — ilog— | =Y —-log <0,
a (i;a %a i;a ga> i; a a./

tehat a zardéjelben |évkifejezésre

S a;logg— S a;logP<O
i; a; i; a”

Szmten az a) pont szerint az egy@seg feltétele a% = b, vagyis azg‘ =
& = konstans mindeitre. |
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Most kimondjuk a fejezet egyilétételét.

1.2. tétel. TetsDleges egyértelmlien dekédolhdto X — Y* kddra
” H(X)
E|f(X)| = X) | ()| > ——. 1.8
1001 = 3 P61 (0] = Jooe (L8)
MEGJEGYZES Ha az entrépia definiciéjaban kettes alapu logaritmusetiesy

- . P P . T H(X
alapu logaritmust hasznalnank, akkor ezt az entrdpiéX)-szel jeldlve Io(gs) =
Hs(X) miatt (1.8) a kdvetkez alaku lenne:

E[f(X)] > Hs(X).

BizoNYiTAS: Az (1.8) allités ekvivalens a kovetkézel:
n
H(X) < — le(xi)logs*“(’“)'.
i=

A Jensen-egyeitlenség 1.2. a) kbévetkezményét alkalmazva a

5| (%)l

pi=pX), 4= i=1,...n

<110

=1

szereposztasban megkapjuk az allitast:

HOX) = =5 px)logp(x) <

" xiogS
= p(x)log——— =
2

5 51100
=1

n n
- p(xi)|ogs_|f(xi)|_|_|og S_|f(xi)| <
2, 2

n
< — Y p(x)logsI6I,
2,

IN

ahol az utols6 egyedtlenségnél az 1.1. lemméat, a McMillan-egy&ignséget
hasznaltuk fel. [ |

Miutan lattuk, hogy egyX valoszinliségi valtozé egyértelmiien dekédolhatéd
kddjanak atlagos kédszéhosszér%(ég) mennyiség alsé korlatot ad, most meg-
mutatjuk, hogy prefix koddal ezt a korlatot j6l meg lehet Kizai.
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1.3. tétel. Létezik olyanf . X — Y* prefix kéd, amelyre

E[f(X)]| < %;(S)‘f—l.

1.BI1ZONYIiTAS: (Shannon—Fano-kod Feltehetjuk, hogy(x1) > p(x2) > --- >
pP(Xn—1) > p(Xn) > 0, mert kulénben a& elemeinek atindexelésével elérhetjik
ezt. A bizonyitas technikaja miatt ismét felhaszndljukiazr i — 1, i =1,...,s
megfeleltetést. Legyenekva szamok a kdvetkeik:

i—1
W]_:O, W = p(x|)7 i:27"'7n'
2

Kezdjuk aw; szamokat felirns-alapi szamrendszerbeli tort alakban.wfthez
tartozé tortet olyan pontossagig irjuk le, ahol aészbr kilonbézik az 6sszes
tobbiw;, i # ] szadm hasonl6 alakbeli felirdsatol. Miutan ily médodarab véges
hosszu tortet kapunk, aizx;) legyen aw;j-hez tartozo tort az egészeket repre-
zentald nulla nélkil. Kénnyedén belathatd, hogy az igy Kakad prefix. A
konstrukcio miattx;-hez létezik olyan, hogyw; éswy végtelen tort alakjaban
az el |f(x;)| — 1 szamjegy azonos. Nyilvanvalo, hogy vagy.1 vagyw;_1 tort
alakja ilyen lesz, mivel ezekw;-hez legkdzelebbi szamok. Az élssetben
px}) =Wjs1 —wj <s 0D (1.9)

a masodik esetben

P(xj—1) = wj —wj_g < s T+,
de ekkorp(xj) < p(xj—1) miatt (1.9) megint kovetkezik. Tehat mindkét esetben

—logp(xj) > (f(xj)| —1)logs,

amibol mindket oldaltp(x;)-vel szorozva és mindejire 6sszegezve

—ip(x;)logp(xn > (ip(xmf(xm—l) logs
i= =

kovetkezik, igy a tételt bebizonyitottuk. |
2.BIZONYITAS: Legyenek az; pozitiv egész szamok olyanok, hogy

—logs p(xi) <li < —loggp(xi) + 1, i=1,...,n (1.10)
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ahol log, azs-alapu logaritmust jeldli. A% szamokat nyilvan egyértelmiien meg
lehet igy valasztani. A bal oldali egyénlenségbl kovetkezik, hogy

tehat ad; szamok kielégitik az 1.2. lemma feltételét, és igy létdzjrefix kodl;
hosszu kddszavakkélf (x)| = I;). Ha a jobb oldali egyeitlenséget (1.10)-ben
p(x )-vel megszorozzuk és mindéme 6sszegezzuk, akkor azt kapjuk, hogy

i=ilo( i< — le %) logs p(X; +Zip Iogs 1, .

Az 1.1. definicié utani megjegyzés b) pontjaban emlitettidgy a betlinkénti
kodolasnak van egy természetes altalanositaskki-kddolas. Ezt formalisan
egy f : XM — Y* leképezéssel definialhatjuk, ahol tehat a forrasabécedietl-
kotott rendezetin-eseket tekintjik forrasszimbolumoknak és ezeknek itk
meg kddszavakat. A helyzet tulajdonképpen nem valtoziktarix@nti kodolas
esetéhez képest, hiszen eg)%dprrasabecet definialhatunk &z= M jeléléssel,
és az eddig elmondottak mind érvényben maradnak. Az ediyértdekodolha-
tésag definicidja ugyanaz marad, mint a betlinkénti kodedagiben, az @bbie-
ket szem ditt tartva. LegyerK = (Xy,...,Xm) egy valészinliségi vektorvaltozo,
melynek koordinatai aX-bél veszik értékeiket. Az entrépia 1.3. definicidjabdl j6l
latszik, hogy az csakis az eloszlastdl fligg. MiXels csak véges sok kiilonbdz
értéket vehet fel, az 1.3. definiciét kozvetlendl alkalnaptk. Az X entrépigja
tehat a

P(X) = P(X1,...,.Xm) =P{X1=X1,..., Xm=Xm},  X1,....Xm€ X,

jelolést bevezetve a kbvetkiz

H(X) = — 5 p(x)logp(x) =

Xexm
_ Z p(X1, ..., Xm)logp(Xi,. . ., Xm)-
X1€ Xm€X

Ve

Az X = (Xg,...,Xm) entropigjara & (X) jelolés mellett, ahol ez a célszerlibb,
gyakran aH (Xi,...,Xm) jelolést fogjuk hasznélni. Ha a¥%;, X,..., Xy valo-
szinUségi valtozok flggetlenek, akka(X) a koordinata valészinliségi valtozok
entrépiainak 6sszege:

HX) = — 3 p(x)logp(x) =

xexm
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= =5 > pu(Xa)- - Pm(Xm)logp1(Xa) -+ Pm(Xm) =

X1€ Xm€eX
= - ( > p(xa)logpi(xa) +---+ pm(Xm)I()gpm(Xm)> =
X1€X Xm€X
aholpi(x) =P{X=x}, i=1,...,m

Ha azXy, ..., Xm valoszinliségi valtozok nemcsak figgetlenek, hanem azono
eloszlasuak is, akkor (1.11%6b

H (X, ..., Xm) = MH(Xy) (1.12)

kovetkezik.

A betlinkénti atlagos kddszéhossz definicidja értelenisremodosul a blokk-
kodolas esetében: a koddszohossz varhato értékét el kedinosz egy blokkot
alkotd forrasbetiik szamaval, vagyis a betlinkénti addgalszéhosszon a kovet-
kezb mennyiséget értjik:

1
~E[f(X)] =

Ertelemszeriien az 1.2. tétel allitasa blokk-kddolasesstigaz:

H(X)
EJF(X)] = oo

hiszen a tétel bizonyitdsa kdzvetlendil itt is alkalmazhat6
Az 1.3. tétel kdvetkezményeként megmutatjuk, hogy blolikiélas segitsé-
gével a betlinkénti atlagos kddszohossz also korlatjatetpesen kdzelithét

1.3. kdvetkezmény.Ha Xy, ..., Xm fliggetlen X-szel azonos eloszlasu valészind-
Ségi valtozok, akkor létezik olyah: X™ — Y* prefix kéd, hogy

1 H(X 1

—E|f(X)| < L"f‘ —,

m logs m
tehat a betiinkénti atlagos kédszéhossan#itokkhossz névelésével tetdegesen

kozeliti a 'TO(S(S) also korlatot.
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BizoNYiTAs: Az 1.3. tételt felhasznalva létezik olydn X™ — Y* prefix kod,
hogy
H(X
% p(x)|f(x)| < %-ﬁ-l.
xexm g9
Ebbdl (1.12) miatt kdvetkezik

> R0l < T 1

ahol mindkét oldaltln-mel osztva megkapjuk az allitast. |

1.3. Optimalis kodok, binaris Huffman-kod

Az 1.2. tétel alsé korlatot ad az egyeértelmiien dekodolkatiok atlagos koéd-
szOhosszara, az 1.3. tétel pedig mutat egy olyan kédkdwasbiy ahol ezt a kor-
latot jol megkozelithetjuk. A jo kod konstrukciojanak préimajat persze ennél
altalanosabban is felvethetjik: konstrualjuk meg az offlisnazaz legkisebb at-
lagos kédszohaosszl kddot, ha adotXazaloszinliségi valtozé eloszlasadbExror
is gondoljuk at, hogy optimalis kod valéban létezik. Ugyages kodabéceé ese-
tén is az egyértelm(ien dekédolhaté vagy prefix kédok hadmesgtelen, de a
bizonyos atlagos kédsz6hossznal (%%(—S) + 1) jobb kédok halmaza véges. Méa-
sodszor, vegylk észre, hogy az optimalis k6d nem feltétlemiértelmi; egyeidl
valdszinliségekhez tartoz6 kddszavakat felcserélhetgakugy, mint az egyehl
hosszl kddszavakat, anélkil, hogy az atlagos koédszéhaesszd megvaltoztat-
nank.

Egy optimalis kod konstrudlaséat az 1.1. kbvetkezmény rédben egy opti-
malis prefix kod konstrualasara lehet visszavezetni. Ezddvetkebkben ki-
mondjuk az optimdlis prefix kdbdok néhany tulajdonsagat. ¥ahbiakban az
egyszerliség kedvéeért a binasdss 2 esettel foglalkozunk; feltesszik, hogy=
{0,1}. Az &ltalanoss > 2 eset bonyolultabb, és a dolog Iényege igy is jol lathato.

1.4. tétel. Ha azf : X — {0,1}* prefix kod optimalis, é5C elemei ugy vannak
indexelve, hogyp(x1) > p(x2) > -+ > p(%n—1) > P(Xn) > 0, akkorfeltehet$ hogy
f-re a kovetkeég harom tulajdonsag teljestil:

a) |[f(x)] <|f(x)| <--- < [f(Xn—1)| < |f(Xn)|, vagyis nagyobb valészin(isé-
gekhez kisebb kédszohosszak tartoznak.

b) |f(xn—1)| =|f(xn)|, vagyis a két legkisebb valészinliségl forrasbetiihéz ta
toz6 kédszo egyedlhosszu.
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c) Az f(xn_1) és azf (x,) kédszavak csak az utolso bitben kilénbdznek.

B1ZzONYITAS:

a) Tegyik fel, hogyp(x) > p(x;j) €s|f(x)| > | f(xj)|. EKkorx; €sxy kodjat
felcserélve egy Uf * kddot vezethetiink be, amelyre

_immﬁmnaimmuwmz

D! (6] + POXy) £ (x5) | — PO F(0)] — POxy) £ (%) | =
D06 F (%) — £ x5) 1) — PO (| (x| — | F0))]) =
(p(x) — POxy)) (1 F (%) — (1)) > O,

tehatf nem lehet optimalis.

b) Az éllitas egyszerlien belathato, ha arra gondolunky hidgn—1)| < | (X)|
esetén azf(x,)| utolso bitjét levagva az optimalisnal kisebb atlagos kdd-
sz6hosszl kédot kapnank, ami még mindig prefix tulajdons&gioban,
mivel az eredeti kddszd minden mas kddszénal legalabb ébggszabb
volt, a csonkitassal kapott Uj kbdsz6 az eredeti kod prefixdansaga miatt
nem azonos semelyik mésikkal, és ugyanezen okok miatt néstytatdsa
semmilyen mas kbédszoénak.

c) Az elb6zd gondolatmenefti vilagos, hogy ha létezik olyar(x) kddszo,
hogy f(x) és f(x,) csak az utolsé bitben kilonbbéznek, akkor az a) és b)
miatt|f(x)| = |f(Xn_1)| = | f (%n)|- Igy hai # n— 1, akkorx; ésx, 1 kodjat
felcserélve c) teljesiil, és a kéd optimalis marad. |

1.5. tétel. Tegylik most fel, hogy az 1.4. tétel feltételei teljesiilnék, hogy a
{p(X1), P(%2),---, P(Xn—1) + P(Xn) } valészinliségeloszlashoz ismeriink egyp-
timalis binaris prefix kédot. (Ax, 1 €sx, forrasbetiiket 6sszevonjuk egy 1
szimbolumbap(xn—1) = p(Xn—1) + P(Xn) ). Ekkor az eredet{p(x1), p(x2),. ..,
p(Xn-1), P(Xn)} eloszlas egy optimali§ prefix kodjat kapjuk, ha 8(xn-1) kod-
szot egy nullaval, illetve egy egyessel kiegészitjiik (bidddszot pedig valto-
zatlanul hagyjuk).

BIZONYITAS: A g és azf atlagos kddszéhosszhg-vel ésL¢-fel jelolve azt
kapjuk, hogy
Lt = Lg+ P(Xn-1) + P(Xn)-
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Ha f nem lenne optimalis, akkor a nala kisdbb atlagos kédsz6hossZt kédrol
az 1.4. tétel c) pontja szerint feltehetnénk, hddyx,_1) és f*(x,) nem révideb-
bek semelyik mas kédszdnal, és csak az utolsé bitben kikhaoegymastol.
Ezt az utolso bitet elhagyva{g(x1), p(X2), ..., P(Xn—1) + p(Xn)} eloszlasra egy
g* kodot kapnank, amire

Ly =Lt — p(*n-1) = P(%n) <Lt — P(Xn-1) — P(Xn) = Lg
teljestiine, tehat az optimalgsnél jobb kddot kapnank, ami lehetetlen. |

Az el6z6 tétel alapjan méar megadhatjuk az optimalis prefix kod Hafirféle
konstrukciojat: A két legkisebb valdszinliség 6sszevaveisaddig redukaljuk a
problémét, amig az trividlis nem lesz, vagyis amig 6sszkéewmaldszinliséglink
marad. Eznh— 2 [épésben érhetjik el. Ezutan az 6sszevonasok megfdrdilas
mindig a megfeld kodszé kétféle kiegészitésével Gjabb 2 Iépésben felépitjik
az optimalis kodot, a Huffman-kédot. A kdvetkiegélddban nyomon kévethetjuk
az algoritmus egyes |épéseit.

1.4. példa. Legyenn =5 és p(x1) = 0.4, p(x2) = 0.3, p(x3g) = 0.15, p(xa) =
0.1, p(xs) = 0.05, és keressiik meg az ehhez tartozé Huffman-kodot:

Az egyes lépéseket az oszlopok szdmozéasa jelzi balrotgohla 6sszevona-
sokat a nyilak mentén lehet nyomon kovetni.

1 2. 3. 4.
0.4 0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 03 — 06
0.15 015 —» 03
01 — 015 ~
0.05

A 0.4 és 06 valdszinlségek optimalis prefix kddja nyilvan a 0 és azahyv
forditva). Az 6sszevonasok megforditasaval elvégezkatjduffman-kod felépi-
tését. A valdszinliségek mellett szogletes zaréjelbemypesdépésekben kapott
kodszavak allnak.

4, 3. 2 1.
04 [0] 04 [0] 04 [0] 04 [0]
06 [1] — 03 [10] 03 [10 03 [10
N 03 [11 — 015 [110 0.15 [110

N 045 [117] — 01 [1110

N 0.05 [111]

Tehatf(x;) =0, f(x2) =10, f(x3s) =110 f(x4) =1110Q f(xs5) = 1111.
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Az elbzbekben feltételeztiik, hogy ismerjik a bemenet eloszl&zddzonban
nincs mindig igy, ekkor az eloszlast a relativ gyakoris&abkell becsulntink.
A gyakorlati problémak soran altalaban adoza...,Zy bemeneti sorozat

N
(szdveg, fajl), amelyet szeretnénk optimalisan kodolrelaBatunk ay |f(Z)]

i=1
minimalizalasa, vagyis az optimalfskddoléfliiggvény megvéalasztdsa. Ez egyen-

N
értékl a kodszohosszak étlagénﬁkz |f(Z)|-nek a minimalizalasaval.

Belatjuk, hogyN z |f(Z)| = En|f(Z)|, ha a varhat6 értéket az empirikus el-
oszlas szerint vesszuk tehat a forrasbetlik valosziéfisérelativ gyakorisaguk-

kal definialjuk: pn(Xj) = N z l(z=x;}, aholl{y az indikator fuggveny. Nyilvan
i=1

=}

Enlf(2)] = le(Xj)|f(Xj)|:

>
=z

{Z.—x,}|f(xl)|

1]
Zle=

{z. i} F ()| =

HM:: T

> If(2)

Zl=m Zlk

Mz u\/]z

(A gyakorlatban magat a kodol6 fuggvényt is le kell irni, étlkinni a de-
kddoléhoz, és ez a ,fejléc” igy a fentinél nagyobb atlagoddabhosszat ered-
meényez. Az aszimptotikus vizsgalat soran azonbafil attkkonstans koltségt
eltekinthetlink.)

A Huffman-kddolas fenti algoritmusat csak két [épésberukigégrehajtani.
El6sz6r meghatarozzuk a forrasbetlik relativ gyakorisagat,az ebzbek értel-
mében megegyezik a valdszinliségekkel, majd ennek felksAval elvégezzik
a tényleges kddolast. Nem mindig engedheteg azonban olyan nagy mértéki
késleltetés, hogy csak az 6sszes bemeneti adat megérkeagdezdiink hozza
a kimenet dhallitasahoz, masrészt a kétmenetes beolvaséas akkosigda al-
goritmust (bar kétségkivil optimalis kddot eredményea)atbhemenet mar ren-
delkezésre all. A gyakorlatban ezért sokszor érdemes ,eggtes” algoritmust
hasznalni. igy az optimalitas rovasardidakarithatunk meg. Egy forrasbetit
az ebz6 forrasbetiik éfordulasai alapjan kédolunk, s ezzel egyiitt Iépésenként
valtozik maga a kod is. Tehat az aktualis forrasbetli késflagy, az élzbleg
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feldolgozott forrasbetiikre optimalis kdddal hajtjuk vegEzt az eljarasadaptiv
Huffman-kodolasnak nevezzik.

A Huffman-kodot binéris faként is 4brazolhatjuk. A levedel forrdsszimbo-
lumokkal cimkézziik, az éleken pedig a kodabg@1}) elemei szerepelnek. A
csucsokban a relativ gyakorisagok allnak. Egy forrassaiotbhoz tartoz6 kéd-
sz6t ugy kapunk meg, hogy a fa gyokénéa megfeled levélig hizédo Gt élein
szerepb kddbetiiket sorban 6sszeolvassuk (konkatenaljuk). Arrari-kédolas
szemléletesen ugy torténik, hogy kiindulasként felvelsszforrasszimbdélumok-
hoz tartoz6 leveleket, a cslicsokba a forrasszimbélumaitivediyakorisagait ir-
juk, majd Iépésenként mindig a két legkisebb értéket tawdab csucs folé tesziink
egy Uj csucsot (szit), s ebbe a két régi érték dsszegét irjuk. Az eljaras végén k
alakul az 6sszeflggfa, melynek a legutols6 Iépésben megkapott csucsa lesz a
gyoker.

A binaris Huffman-faban a relativ gyakorisdgok szeregelmedaptiv Huff-
man-kddolas esetén ezek helyett a gyakorisagokat hastpitthiszen utobbi-
akat a bemenet hosszaval elosztva megkapjuk a relativ ggaggokat, és sza-
munkra csak az értékek egymashoz valé ardnya érdekes). skéevint betl
szibjének sulyat a szokasos madon, a két gyakorisag 6sszedel@ok.

Amennyiben a fa testvér (vagyis k6zos <midl rendelkeé) pontparjait a gyo-
kértdl a levelek felé haladva fel tudjuk sorolni sulyuk szerielhmoévekd sor-
rendben, a fa rendelkezik a testvérpar tulajdonsaggdingipair property). Be-
bizonyithat6, hogy egy Huffman-fa akkor és csak akkor oglisnha rendelkezik
a testvérpar tulajdonsaggal.

1.5. példa. Az 1.3. abran lathato fara teljestil a testvérpar tulajdgnégparok a
kovetkedk:

(28,18); (15,13); (11,7); (7,6); (6,5); (4,3); (3,2); (2,2); (2,1)
Ezek nemnovekdy rendezése:
28>18>15>13>11>7>7>6>6>

>5>4>3>3>2>2>2>2>1
Az 1.4. dbra kodfajanak parjai:
(3,1); (2,1); (1,1)

Ezeket nem tudjuk megfekn sorba rendezni, igy nem teljesiil a fara a testvérpar
tulajdonsag.
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1.3. dbra. Kdadfa, amelyre teljesil a testvérpar tulajdgnsa

1.4. abra. Kodfa, amelyre nem teljestl a testvérpar tutedg.

Az adaptiv algoritmus Iépései a kdvetkéz

Ismerjuk a forrasszimbélumoka¥ = {a,a,...,ak}. Kiindulasként felépitink
egy olyan Huffman-fat, amelyben — ha nincs informacionk ibelbfordulasa-
nak valészinliségér— minden forradsszimbdlum azonos, 1 gyakorisaggal szere-
pel. igy egy kiegyensulyozott binaris fat kapunk. (Ha isjillen kezdeti eloszlast,
megtehetjik, hogy erre épitjik fel az adaptiv algoritmirsckilasi fajat.) Elkuld-

juk a dekddolénak sorrendben (pl. a gyokéd levelek felé, szintenként, balrol
jobbra) a lehetséges forrasszimbélumokat, anti#lgla szintén felépiti a kiindu-
lasi Huffman-fat. (Ugyelni kell arra, hogy a kddol6 és a deid azonos algorit-
must hasznaljon.) A kodolas soran beolvassukaaik forrasszimbolumot. Ezt a
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korabban beolvasokt— 1 betl feldolgozasaval kialakult, lokalisan optimalisikd
faval kddoljuk, majd eggyel noveljuk a forrasszimbolum kgyasagszamlalojat.
Aktualizaljuk a fat, vagyis megvizsgaljuk, hogy fennalireg a testvérpar tulaj-
donsag. Amennyiben nem, helyredllitjuk, igy biztositvaptimalitast. Ezeket a
Iépéseket a dekdder is elvégzi, tehat a kdvdikambetli dekddolasakor ugyan-
azt a fat fogja hasznalni, mint amelyet a k6dol6 hasznalakmiballitasakor. A
(k+1)-edik betl beolvasasa utan abziekhez hasonldan folytatjuk.

A kovetked két szabaly hasznalhat6 a fa aktualizalasa soran a teatuér
lajdonsag helyredllitasara:

1. Két, azonos sulyu cslcs a hozza tartozo részfakkal egyagtserélhét
Ez természetesen nem befolyasolja a sulyokat.

2. Két levél a sulyukkal egyiitt megcserélbet

A szabélyok kombinalasaval atalakithaté egy nem megfddétifa egy olyanna,
amely teljesiti a testvérpar tulajdonsagot.

Ugyelni kell arra, hogy hossz( bemenet esetéfioetiulhat a szimbolumok
gyakorisagszamlaléjanak tulcsordulasa. Ezt medigtthnikaval orvosolni kell.

(4) (5) (6)

1.5. abra. Az 1.6. példa kodfajanak alakulasa.
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1.6. példa. A bemeneti &bécéenkl = {A B,C,D}. Adaptiv Huffman-kéddal ké-
doljuk a beérkea forrasszimbolumokat, melyek legyenek a kovekezZDCDA.
Az 1.5. dbran kovethetjiik nyomon a kddfa alakulasat. LatHatgy a testvérpar
tulajdonsag aDCD feldolgozasa utan séril, @ gyakorisdgszamlélojanak 3-ra
novelésével. Ekkor az 1. majd a 2. szabaly alkalmazasdithkedjuk helyre a fat,
majd ezzel kdédolhat6 az utolsé,szimbolum.

1.4. Aritmetikai kodolas

Az 1.3. tétel szerint prefix kédok hasznalataval (példaufidan-kddolassal) el-
érhet, hogyE|f(X)| < H(X) + 1. Tehét karakterenként akar 1 bitet is veszithe-
tlink a tomarités alsé korlatjahoz képest. Ezen blokkonkémiolassal segithe-
tink, ilyenkor ugyanis az 1.3. kévetkezmény értelmép&if (X)| < 1H(X) +
n%, aholmaz X lzenetvektor hossza. Lathaté, hogy minél nagywobdt valasz-
tunk, annal kisebb lesz a veszteség. Azonban korlatozvwauwign kivalasztasa-
ban, ugyanis Huffman-kéd esetén a kddszé elkiildése csiksrtehosszu blokk
beolvasasa utan lehetséges, és emiatt magyetén jelerdts késleltetés keletkez-
het. Tovabba a kéd bonyolultsaga — azaz a kddol6- és dekiddidddk mérete, a
Huffman-kod fejléce —m ndvelésével exponencialisad,rés ez praktikus szem-
pontbdl is korlatot allitm ndvelése elé. Erre a problémara ad megoldastritz
metikai kddolas, melyet kifejezetten blokkonkénti kédolashoz alkalmagrés
jellegzetessége, hogy valélukn torténik a kddszo @hllitasa és visszafejtése,
tehat nem Iép fel jeleBs késleltetés, akarmilyen hosszu blokkokat is kodolunk.

Az aritmetikai kodolast itt végtelen pontossagu lefqmontos aritmetikaval
mutatjuk be. A gyakorlatban természetesen csak véges §gag0 aritmetikak
léteznek. A modszer ezeken is implementélhatd, mint magddglatni fogjuk.

A kodszo epéllitdsahoz éiszor vesszik §0,1) intervallumot, majd a for-
rasabécé minden eleméhez ennek egy részintervallumaljigndlyan modon,
hogy ezek a részintervallumok teljesen lefedjék az eréaketivallumot, tovabba
diszjunktak legyenek (vagyis particiét alkossanak), émeitik legyen aranyos a
hozzajuk rendelt forraskarakter valoszinliségével.

llyen feltételeket teljesit példaul a kdvetkelzozzarendelés:

X — [qi—laqi)a
ahol _
I
Jo =0, g = P{X =xj}, 1<i<n,
| JZX )

n pedig a kédabécé elemszama.
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Qi-1 i

A\

1.6. bra. Az intervallum felosztasa aritmetikai kédolaisaa.

Kovetked Iépésként valasszuk az lizenebetarakterének megfek@linter-
vallumot. Folytassuk az eljarast ugy, hogy most ezt a kazifat intervallumot
vagjuk részekre, ugyanugy mint adeb Iépésnél, majd valasszuk ki az lizenet
masodik karakterének megfadalészintervallumot, és az eljarast ezzel folytassuk
tovabb.

Lathatd, hogy az igy kapott egymasba skatulyazott intemedorozat utolso
eleme egyértelmlien meghatarozza dittellé\dket, és emiatt az utolso eledib
a teljes Uzenet visszafejtlietEz lesz maga a kédszo.

A gyakorlatban nem az intervallum alsé és felsatara, hanem egy tetde-
gesen valasztott eleme adja a kddsz6t. dtidbvisszaallithatod ugyanis az lizenet.

Bebizonyithat6, hogy az Uzenetblokkhoz tartozé elemet eI%I@g ﬁ] + 1 bit

pontossaggal leirni— ilyen pontossag mellett az eredemétblokk rekonstrual-
hat6 lesz. Ebl megkaphat6 egk katarteres blokkhoz tartoz6 kédszé hosszanak
varhato értéke:

E Iogi +1) = Iogi +1<
p(X) P(x)
< (Iogp(ix+ )+1:

= —Zp )Iogp(x + p(x)
= HX)+

Ha az X lzenetvektor komponensei fliggetlen azonos eloszlaskahkr a
H(X) = kH(X1), tehat a betlinkénti atlagos kdédszéhosszra

2

1
—E|f(X)| <H(X —
CEI00] < HO) + 7,
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azaz ak blokkhossz novelésével tetdegesen megkozeliti (X;)-et. Fontos,
hogy ellentétben a blokkonkénti Huffman-kédolassal itteaymlultsag nem @
a blokkok hosszanak novelésével.

A val6s idejli miikodés leh@éségét az teremti meg, hogy a kodszo eleje (tehat
a legutolsé intervallum tetékegesen kivalasztott elemének binaris tért abrazolas-
ban vett elé néhany bitje) mar az éiséhany forraskaraktedbmeghatarozhato.

Fixpontos aritmetikan tdrt&nimplementaciénal épp ezt hasznaljuk ki. llyen-
kor ugyanis a kddolas soran az intervallum alsé éfhbtarat taroljuk fix pon-
tossaggal. Mivel az intervallum egyre rovidil, ezek egyieddebb kertlinek egy-
mashoz. Emiatt ezek magasabb helyiértéki bitjei egyemmdk. llyen egyezés
esetén az egyézészt atkildjuk a dekodoloba, és a maradék kiloahézzeket
felskalazzuk. igy mindig az aritmetika teljes pontosséga é&ndelkezésiinkre,
tovabbé az atkildott bitmintabol a dekédoléban hasonltégkdos modszerrel az
Uzenet visszaallithato.

1.5. Az entrépia néhany tulajdonsaga

Ebben a szakaszban megadjuk az entrépia néhany lényegjeehdagat amelye-
ket a ké®bbiek soran gyakran fel fogunk hasznaini.

LegyeneKkX ésY valdszinliségi valtozok, amelyek a végedletve Y halmaz-
bél veszik értékeiketx € X ésy € Y esetén a kdvetkézeldléseket hasznaljuk:

p(x) = P{X=x}

p(y) = P{Y=y}
p(xy) = P{X=xY=y}
p(x|y) = P{X=x|Y=y}
ply|x) = P{Y=y[X=x}

1.6. tétel.

a) Ha azX valdszinlségi valtoza kiilbnb6d értéket vehet fel pozitiv valo-
szinliséggel, akkor
0 <H(X) <logn,

és a bal oldalon egyeidég akkor és csak akkor all fenn, Xal-valészinii-
séggel konstans, a jobb oldalon pedig akkor és csak akkot,dggenletes
eloszlast, azag(x) =2, i=1,...,n.

b) X ésY diszkrét valészin(iségi valtozdkra

H(X,Y) <H(X)+H(Y),
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és az egyelilség sziikséges és elégséges feltétetisY fiiggetlensége.
H(X,Y) az(X,Y) valdszinliségi valtozépar egylittes eloszlasahoz rendelt
entrdpiat jeldli.)
c) Az X tetsdlegegy(X) fliggvényére
H(g(X)) < H(X),

és itt az egyeriiség sziikséges és elégséges feltétele az,choyertalhato
legyen.

B1ZONYITAS:

a) A bal oldali egyertitlenség trivialis (lasd az 1.3. definicié utani megjegy-
zést), a jobb oldalit a Jensen-egy@ignség 1.2. a) kdvetkezményépia=
p(x), o = %, i =1,...,nszereposztasban felhasznalva kapjuk:

- _i p(xi)logp(x) < — i p(xi) Iog% = logn.

b) Az allitas rovid atalakitas utan a kovetkbeslakba irhato:

= p(xy)logp(x,y) < = p(x,y)logp(x)p(y)
Xy Xy

(felhasznaltuk, hogy p(x,y) = p(x) illetve 3 p(x,y) = p(y)), és itt megint
y X

alkalmazhatjuk a Jensen-egy@ihénséget. Egye@ség akkor és csak akkor
all, hap(x,y) = p(x)p(y) mindenx,y-ra amiX ésY fuggetlensegét jelenti.

c) Az dllitast az 1.4. kdvetkezménynél bizonyitjuk. [ |

MEGJEGYZES Mint az az entropia tulajdonsagaibdl kitlinik, egy validgségi
valtozo entropigja ugy foghato fel, mint az altala repreéakrvéletlen kisérlet
kimenetelének bizonytalansaga. igy példaul nulla az eréja (a ,bizonytalan-
saga”) a biztosan bekdvetkeeseményt reprezentald 1-valdszinliséggel konstans
valoszinliségi valtozonak, és maximalis az entropidjaghjzonytalanabb kime-
netl” egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozonak Hasonlo analdgia ta-
lalhaté még, de nem szabad elfelejtenlink, hogy az ilyerkkelalatamasztott
gondolatmenetek nem bizonyitasok. Az entrépia igazi jéedgét a kddolasi té-
telekben jatszott alapueszerepe adja.

Az 1.6. szakaszban megismerjuk az informéaciéforras fogalés ennek egyér-
telmien dekddolhat6 kédolasat valtozé sz6hosszi kédioktehez sziikséglink
lesz a feltételes entrGpia bevezetésére.
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1.5. definicié. X-nek azY feltétellel vettfeltételes entropiga a kévetked:

HX[Y) = p(x,y)logp(x|y). (1.13)
“AA

MEGJEGYZES

a) A feltételes entropia (1.13) kifejezését atalakitvakapjuk, hogy
HXTY) =— %pXIylogp(XIV)
yey X
amibdl lathatd, hogyH (X | Y) az X valoszinlségi valtoz¥ =y feltételek-
kel vett feltételes eloszlasaihoz tartoz6
HX|Y=y)=— 3 p(x|y)logp(x|y)

XeX
tipusu entrdpiainak varhato értéke.

b) Mivel az 1.5. definiciéban csdk ésY végességét kotottik ki, a feltételes
entrépia definicidjat véges értékkészletll valdszinedgorvaltozokra is
kiterjeszthetjik. LegyeiX = (Xy,...,Xk) €SY = (Y1,...,Ym), ahol azX-k
ésYi-k véges halmazokbdl veszik értékeiket. Ekkor

H(X|Y) = (Xla 7Xk|Y17 )
= —> > pXxy Iogp(x 1Y),
y X

aholx = (Xq,...,X) ésy = (Y1, - ..,Ym) minden lehetséges értékére kell 6sz-
szegezni.

1.7. tétel (A feltételes entrépia tulajdonsagai)X, Y, Z legyenek véges értékkész-
letli valoszinliségi valtozok. Ekkor

a)
H(X,Y) =H(Y)+H(X|Y)=H(X)+H(Y | X).
b)
0<H(X|Y)<H(X),

és a bal oldalon egyeigég akkor és csak akkor teljesll, %al-val6szi-
niiséggel fliggvény¥-nak, a jobb oldali eqgyefkég akkor és csak akkor
teljesdl, haxX ésY fliggetlenek.
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c)
H(X[Z,)Y) <H(X]Z),
és egyeriiség akkor és csak akkor all, péx| z,y) = p(x | z) minden olyan
X,Y,z-re amelyrep(x,y,z) > 0, ami azt jelenti, hogyX ésY feltételesen
fliggetlenek, hZ értéke adott (aza%,Z,Y egy Markov-lanc).
d) AzY valészinliségi valtozé minddnfiggvényére
H(XY) <H(X]f(Y)),
€és egyeriiség pontosan akkor all fenn, ha minden régzite& p(x | y) =
P{X =x| f(Y) =z} mindenx-re ésy-ra, amelyref (y) = z ésp(y) > 0.

sz

e) AzXy,Xo,...,Xn valoszinliségi valtozok egydlittes entropiajat megkaphatj
az un. lancszabaly segitségével:
H(Xy,..., %) = HX)+HX [ X)) +H(Xs | X1,X2) +
--—i—H(Xn | X]_,...,Xn,]_).

BIZONYITAS:
a)

H(X)Y) = —Zd pr(x,y)logp(x,y)z
yeYxe

= - Z ;p(x,y) log(p(x | y)p(y)) =
yea X
= ygj Z(pxy )logp(y) —ygjxezkp(x,y)logp(XIy)z

= H(Y)+H(X]Y),
mert 2 p(x, y) = p(X)- A H(X,Y) =H(X) +H(Y | X) egyenbség a bizo-

sz

b) A bal oldali egyertlenség az entrépia 1.6. a) tulajdonsagabdl és az 1.5.
definicié utani megjegyzéébkovetkezik. H(X | Y) = 0 pontosan akkor,
haH(X | Y =y) = 0 minden olyary-ra, amirep(y) > 0, vagyis akkor, ha
minden ilyeny-ra p(x | y) = 1 pontosan egy-re. Ez azt jelenti, hogX az
Y flggvénye (1-valészinliséggel).

A jobb oldaliH(X | Y) < H(X) egyenbtlenség az a) tulajdonsag szerint
ekvivalens aH (X,Y) < H(X) + H(Y) egyenbtlenséggel, amit az 1.6. b)
pontban bebizonyitottunk.



34 1. VALTOZzO SZOHOSSZUSAGU FORRASKODOLAS

c) Az llitas ekvivalens a kovetkével:

p(x|2
LT (; p(x|y.2 logm> >0,

amit kdnnyen belathatunk, ha észrevessziik (Jensen-éggaisieg), hogy
a zarojelben ledy 6sszeg minden z-re nempozitiv. Az egyetkég feltétele
a szokasos maédon kovetkezik.

d) Mivel
PIfY)=21= T p(y)
y: f(y)=z
és
PIX=x1(Y)=2 = p(x,y),
y: f(y)=z

ezért a Jensen-egyétlenség 1.2. b) kovetkezménye szerint

—P{X=x,f(Y)=2z}log PIX=x1(Y) =2} >

P{f(Y)=2} =
o y)logPXY).
= f(zy):Zp(x y)log o)

amit mindenz-re ésx-re 6sszegezve megkapjuk az allitast. Az egysdd

feltétele az, hogy rogzitettre % = p(x | y) = konstans minden-ra,

amelyref (y) = z, és a konstans nyilvan egyénl
P{X =x]| f(Y) = z}-vel.
e) Az a) tulajdonsag szerint
H(le"'axn) = H(Xla"'vxnfl) +H(Xn | le"'vxnfl)v

amelyldl az eljarast tovabb folytatva az allitas teljes indukaidkdvetke-
zik. |

1.4. kovetkezmény.Adosak vagyunk még az 1.6. tétel c) allitasanak igazolasa-
val, vagyis azzal, hogy a% valdszin(iségi valtozo tetSlegesy fiiggvényére

H(9(X)) < H(X),

és az egyeldlség akkor és csak akkor all fenn, qnmvertalhato.
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BizONYiTAs: Az 1.7. tétel a) és b) pontja szerint

H(X,9(X)) = H(g(X)) + H(X | g(X)) = H(g(X)), (1.14)

és a jobb oldalon egyeddég pontosan akkor van, Kaa g(X) figgvénye, vagyis
haginvertalhaté. De 1.7. a)-t és b)-t Gjra hasznalva, azt igitydhogy

H(X,9(X)) = H(X) +H(g(X) | X) = H(X),

és eblbl (1.14)-gyel egyiitt kbvetkezik az allitas. [ |

1.6. Informécioforrasok valtozd szohosszusagu
kodolasa

Az informacioforrast X betlivel jeldljiuk, és axXy, Xy, ... valdészinliségi valtozok
végtelen sorozataval modellezzik, azaz a forrdseaiik idopillanatban a; je-

let bocsatja ki. AzX; valoszinliségi valtozok mindegyike ugyanabbdl a véges
X ={xg,...,%} halmazbdl, a forrasabédélbveszi az értékét. AX forrast sta-
tisztikai tulajdonsagaival jellemezziik, vagyis adottraksziik, ha minden véges
dimenzios eloszlasat ismerjik. EFyforrast emlékezetnélkilinek vagy memoria-
mentesnek mondunk, ha &z, X,, ... valészinliségi valtozok figgetlenek. Xz
forras stacionarius, h#;, Xp, ... stacionarius sztochasztikus folyamat, vagyis ha
az Xy, Xo, ..., Xn €S azXki1, X2, - - -, Xern Valészinliségi valtozok egyittes elosz-
lasa megegyezik minden pozitivre ésk-ra, tehat a véges dimenziés eloszlasok
az ,id6eltolasra” invariansak. AX stacionarius forras ergodikus, ha téteges

n
f(xq,...,X) fuggvényre ain S (X, Xit+1,. .., X+k-1) 1-valoszinliséggel konver-
i=1

gél azEf (X, ..., X«) varhato értékhez, amennyiben az véges.

A kddol6 a forras altal kibocséatott szimbdlumokat a csadaratvihed szim-
bélumokké alakitja. Jeldljik a csatorna altal hasznalnbblumok végess-
elem( halmazdy-nal (k6dabécé). Ebben a szakaszban azbelkben megismert
egyértelmien dekddolhaté kddokat hasznaljuk, betimkifietve blokkonkénti
kddolassal. A kédolas soran a forras altal produkalt szlmhéorozatok-hossz
blokkokra vagjuk (betlinkénti kddolasrial= 1), és a blokkokat valtozé széhosz-
szl kodolassal (pl. prefix kod) kédoljuk. A kapott kddszatadgymas mellé irva
kapjuk a csatornan tovabbithaté kédjelsorozatot.

Feltesszik, hogy a hasznalt kodd egyértelmlien dekédoft#estd az 1.1. defi-
niciét), igy a felhasznal6 visszakapja a forras lizenet&dkivalasztasanal az a
célunk, hogyL, az egy forrasbetiire @satlagos kédszéhossz minél kisebb legyen.

Tételezziik most fel, hogy a& = X1, Xo, ... emlékezetnélkiili és stacionarius,
vagyis azXi, Xo, ... fuggetlen, azonos eloszlasu valoszinliségi valtozOkzstao
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Legyenf : X — Y* egyértelmiien dekddolhatd kéd, és kodolxHet betlinként
f-fel. Ekkor egyk-hosszu Uizenetet kddolva a betlinkénti atlagos kodszblaass
Xi-k azonos eloszlasa miatt fliggetletdl:

L= TE(FO0)] -4+ F04)]) = EIF0)]

Az 1.2. tétel szerint

(1.15)

ahols a kddabécé elemszama(X;) pedig azX; — és az azonos eloszlas miatt
mindenX; — entropiaja. Az ilyen forras betlinkénti kddolassal valdmorité-
sére” tehat elvi korlatot kaptunk. Masflviszont tudjuk (1.3. tétel), hogy van
olyan f prefix kéd, amelyre
H(X1)
E|[f(X)| < —=+1,
O] < Jose ™+
tehat az alsé korlatot megkozelithetjuk. Kdédoljuk m&stk-hosszu blokkjait
egyszerre, vagyis hasznaljuk az egyértelmiien dekédothatXk — Y* kédot.
Ekkor az 1.2. tétel szerint

1 1H(Xg, ..., %)
=— > -
L kE|f(X17 axk)|— k IOgS )
amibdl az X;-k fliggetlensége miatt (1.12) szerint
H(X1)
— logs

kovetkezik, hasonldan (1.15)-h6z, tehat a blokk-kddokm mdédositotta az also
korlatot. Azonban az 1.3. kévetkezmény megmutatta, hogyaealsd korlatot
megfeleben nagy blokkhosszt alkalmazva tétlegesen megkdzelithetjik, ugyan-
is minderk-ra létezik olyarl bet(inkénti atlagos kddszéhossiziixXX — Y* prefix
kdd, hogy )
H (X1 1
logs +E' (1.16)

Amennyiben altalanosabb informacioforrasok kodolasatjak vizsgalni, szik-

sz

1.6. definicié. Az X = Xy, Xy, ... forrasforrasentrépiaja a

1
H(X) = r!moﬁH(xLXZaaxn)

mennyiség, amennyiben a hatarérték létezik.
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A kovetked tétel megmutatja, hogy egy stacionarius forrasnak milédegik
az entropiaja.

1.8. tétel. Ha azX = X1, Xy, ... forras stacionarius, akkor létezik az entrépiaja, és

H( ) = lim H(Xn | Xl,Xz, ,Xn_l).

N—oo

BizoNYiTAs: Az 1.7. e) tulajdonsagbdl

%H(Xl,xz,---,xn) 2% (H(Xl)Jri:iH(Xi |X17X27---,Xi—1)> : (1.17)

Masrészt a forras stacionaritasa miatt

HOG [ X1, X2,..., Xi-1) = H(Xipa | X2, X5,...,X) >
> H(Xi+1|X1,x2,...,)<i)

ahol az egyeiditlenség az 1.7. c) tulajdonsag kévetkezménye.
igy a H(Xn | X1, X2,...,%Xn—1) sorozatn-nel monoton csokkeénés nemnegativ,
tehat létezik H = r[mH(Xn | X1, X2,...,Xn_1) hatarérték.

A bizonyitds masodik felében szikséglnk lesz az egysaeriz®nyithatd
Toeplitz-lemmara, amely azt mondja ki, hogy ha{az} valos szamsorozat a vé-

gesaszadmhoz konvergal (Ilran a), akkor aop = ¢ Z a, sorozatnak is ugyanez

azaszam a hatarértéke. A Toeplitz-lemmataaz= H(Xn | X1,X2,...,Xn-1) SZ€-
reposztasban felhasznalva, (1.19)-azt kapjuk, hogy

lim = H(Xl,Xz, S Xn) = Iim H(Xq | X, X2, -+, Xne1)-
n—oo N N—o0

Ekkor viszont (1.17) szerint a#l—l (X1, X2, ..., %n) sorozat is monoton csokkén

|

MEGJEGYZES HaX emlékezetnélkilli és stacionarius, akkor a forrasentrépia
létezése trivialis, hiszen felhasznéalva az entropiadolagagat, valamint a¥;-k
flggetlenségét és azonos eloszlasat, azt kapjuk, hogy

n

H(X) = lim 1H(X1,X2, ,><n)—hm1 H(X)=H(Xy).

n—o N n—o0 n

A forrasentrépia fogalmat felhasznalva mar kimondhatjwiékiozé széhosz-
szUsagu kddolas tételét stacionarius forrasokra:
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1.9. tétel. Ha azX = X1, Xy, ... stacionarius forradt-blokkhosszal blokkonként
kédoljuk azf : X* — Y* egyértelmiien dekédolhaté kéddal, akkor a kdaktiin-
kénti atlagos kédszdéhosszara mindig fennall az

H ()

L>-—~
Iogs

egyenbtlenség. A blokkhosszt elég nagyra valasztva létezik olyamd, amely-
nekL betiinkénti atlagos kédszéhossza téksgesen megkézeliti ezt az alsoé kor-
latot.

BizONYIiTAS: Az 1.2. tétel és a%H(Xl,Xz, ..., Xk) monoton csOkket konver-
genciaja miatt

tehat a tétel efs felét belattuk. Legyen most > O tetsdleges valés szam és
valasszulkg pozitiv egészet Ugy, hogy

1 € .
EH(Xl,...,XkO)—H(X) <§Iogs, és

Mivel a Shannon—Fano-konstrukciéval (1.3. tétel) késgithk olyanf : Xk —
Y* prefix kodot, hogy

(1.18)

glr
NI m

(Xla 7Xko)
E(|f(Xy,... _
(| ( 1, 7Xko)|) |OgS
ezért (1.18)-at felhasznalva azt kapjuk, hogy

L = %E(|f(xl,...,xk0)|)<

1 H(X,.. ’X“°)+
ko logs ko

Mivel € tetsdlegesen kicsi lehet, ezzel megmutattuk, hogy a betlinkéagos
kodszohossz alsé korlatjat tetdegesen megkozelithetjuk. [ |
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1.7. Markov-forras és entrépidja

A forrasentropia kiszamitasa altalanos forrasokra sok&zoénytelen feladat. A
kovetkedkben a forrasok egy olyan osztalyat — a Markov-forrasokasmer-
juk meg, amelyekre a forrasentropiat sok esetben ki tudjgkwIni. Meg kell je-
gyezni, hogy a Markov-forrasok jeldigégét az adja, hogy segitséguikkel gyakor-
lati ,informacioforrasok” (irott széveg, beszéd) modehetk kezelhed modon.
A Markov-forrasok ismertetését a Markov-lancok fogalméfelelevenitésével
kezdjuk.

A Z1,25,... valészinliségi valtozok Markov-lancot alkotnak, ha

PloZk=2z|Zh=0,2=2,...,. L1 =% 1} =
=P{Z =z |Z-1=2z-1} (1.19)

mindenk > 2-re és minden lehetséges z,, ...,z sorozatra. AZ értékeit a
Markov-lanc allapotainak, az allapotdk halmazéat pedig a Markov-lanc alla-
potterének nevezzik. Feltesszik, hdgy < o, vagyis az allapottér véges. A
21,25, ... Markov-lanc homogén, ha

P{Zk =2 | Zv_1= Z]_} = P{Zz =2 | Z1 = Z]_}

mindenz;, z, € Z-re és mindetk > 2-re. Végll, egy Markov-lanc stacionarius, ha
mint sztochasztikus folyamat stacionarius.

A P{Z = 2o | Zx_1 = zn} &tmenetvaldszinliségek ismeretében a Markov-mo-
dell j6l hasznalhaté szovegek és képek tomoritésére. Angelvll szévegek
redundanciat modellezte Markov-lancokkal. A 26 betlisohiddpécét hasznald
szOvegek esetén masodrendli Markov-lanc modell hasamal&1 bit/betl t6-
moritési aranyt ért el. Ez.2 bit/betli-re szorithato le, ha betlk helyett szavak
sérleti személyeket is alkalmazott a statisztikai moddilelyett. A résztvedk-
nek a széveg aktualis betlijét kellett kitalalniuk a még@l100 betiis kérnyezet
alapjan. igy also hatarnak®bit/bet(i, mig felének 13 bit/betli adodott. Mi-
nél hosszabb kornyezetet vizsgalunk, annal jobb a joskdmeénye, azonban a
kornyezet hosszaval exponencidlisan névekszik a lehetsaggezo allapotok
szama.

1.7. példa. Egy fekete-fehér kép sorait modellezzink €gy} stacionarius for-
rasként, az 1.7. dbran lathaté homogén, stacionarius Mdékecal. S, allapot
jeloli azt, hogy az aktudlis képpont vilagos, nig hogy sotét.p(v) a vilagos,
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p(s|v)
p(v|v) p(s|s)

p(v|s)
1.7. bra. Egy fekete-fehér kép Markov-lanc modellje.

p(s) a sotét képpont kezdeti valoszinlisége. Az atmenetvaliszgek kozul pél-
daulp(v | s) jelenti annak az eseménynek a valoszinliségét, amikorGegtisp-
pont utan egy vilagos kovetkezik.

s sz

1
H(Z) = lim =H(Z1,Z2,...,2Z0) =

n—o N

mivel Z stacionarius, ezért

— Ilm H(Zn|Zl,,Zn_l):
n—oo

deZ Markov-lanc is, ezért az (1.19) Markov-tulajdonsag miatt
= rl]i_rQoH(Zn | anl) =
€sZ stacionaritasat Ujra felhasznélva azt kapjuk, hogy
= rI‘moH(Zz | Z1) =
= H(Z|Z) =
= —) > P(z,2)logp(z | 21) =

a

= =Y S p(z2|2)p(z)logp(z: | z1).

1.8. példa. Legyenek az 1.7. példa valészinliségei a kovetékz

p(s|s)=0.88 p(v|s)=0.12, p(s|v)=0.03 p(v|v)=0.97
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Ekkor a stacionarius eloszlas:
p(s)=0.2, p(v)=0.8
A Markov-lanc (vagyis az atmenetvaldsziniiségek) figyblewétele nélkil egy
betl entropigja:
H(Z;) = —0.8lo0g08—0.2log02 = 0.722
Ugyanez a modelliink szerint:

H(Z21Z1) = =% > p(z2|z)p(z1)logp(z | z1) =

—p(s|s)p(s)logp(s|s)— p(v|s)p(s)logp(v|s)

—p(s|v)p(v)logp(s|v) —p(v|Vv)p(v)logp(v|V) =

= —0.88-0.2-109g0.88—0.12-0.2-l0g0.12
~0.03-0.8-10g0.03— 0.97-0.8-10g0.97 =

= 0.261

Lathatd, hogy nagyjabdl a harmadara csékkent az entropgdnaenetval6szind-
ségek ismerete miatt.

e

1.9. példa. Jeldljik pij-vel a P{Z> = z; | Z1 = z} atmenetvaloszinliséget, és
legyen a[pij] nx n-es matrix olyan, hogy minden sora ugyanazgiuy,...,Un
(u >0, S u =1) szamok egy permutacioja. Ekkor

H(Z2|Z1) == p(z1) ) p(z2|z1)logp(z ]| z).
7EeZ neZ
Az atmenetvaldszinliség-matrix soraira vonatkoz¢ felrétatt azonban

n
— > P(z2|z)logp(z|z1) =~ Zlui logu;
EZ i=
z; értékébl fuggetlendl, tehat

n

H(Zy|Z1) = _‘ZLUi logu;.

Nézzik azt az esetet, amikd@r binaris, szimmetrikus Markov-lanc, azaz=
{0,1} és

1—
[pij]:[ P p] (0<p<1).
l1-p p
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Itt
H(Z2| Z1) = —plogp— (1—p)log(1—p) =:h(p). (1.20)

A h(p) fuggvényt binaris entropiafiiggvénynek nevezzik. B{@; = 0} = q és
P{Z1 =1} = 1—q, akkor a stacionaritas miattR{Z, = 0} = qésP{Z, =1} =
1 - qgfeltételeknek is teljesilnitk kell, tehat

P 1-p
- q7 1_q
S p] [ ]

[ a, 1—Q]-[

amibdl q= 1 kdvetkezik, és igi (Z1) = 1. Megvizsgalva (1.20)-at észrevehetjiik,
hogy hap kdzel van 0-hoz illetve 1-hez, akkb¥(Z) = H(Z, | Z1) értékeH (Z1) =
H(Z2) = 1-nél, a lehetséges maximalis értéknél sokkal kisebb. tE#ive érthed
is, hiszen ha

P=P{Z;=0|21=0}=P{Z=1|Z, =1}

1-hez kozeli, akkor hosszu 0-s illetve 1-es sorozatokdtatéink, mig ha
l—p:P{Zzzl|Z]_:O}:P{22:O|Z]_:1}
1-hez kdzeli, akkor a 0-k és 1-esek kdzel szabalyos valtediz/arhatjuk.

Az 1.8. példa atmenetvaldszinliségei jellegzetesek dgyamndan széveget
tartalmazé (pl. Gzleti) dokumentum esetén. Megfigydihebgy a kdvetkez kép-
pont szine sokkal nagyobb valdszinliséggel lesz azondéz#gel, mint eltéd
(kulonosen vilagos esetében). Ahelyett, hogy a képporzdkés kilon-kulon
kodolnank, kédoljuk egyszerlien az azonos szinl képgdwagyis a futamok)
hosszat, tehat azt a hosszt, amig a Markov-lanc azonostitzgn maradunk.
Ezt a technikafutamhossz kodolasak nevezzik. (A futamhossz kodolas opti-
malitdsara vonatkozéan lasd az 1.17. feladatot.) Péltdaul90 vilagos pixelt 30
sotét kovet, majd 210 vilagos jon, a 430 képpont egyenkérdolasa helyett a
190,30,210 sorozatot fogjuk kdédolni, valamint jeleznink kell azogy az el
pontsorozat milyen szin( volt.

Futamhossz kédolast alkalmaznak a CCITT (ma: ITU-T) faaxksanyaiban
is. Szamunkra a Group 3 illetve Group 4 ajanlasok érdekesgianis a korabbi
Group 1 és 2 technikdk csak analdog médszereket hasznaitaddfegva nem to-
moritettek.

Az 1980-ban megjelent Group 3 szabvany egydimenzids fubastkddolas-
sal dolgozik. Ez azt jelenti, hogy az egymas alatti vizesdrgorokat egymastol
fuggetlenil kédolja, a futamok pedig az egy soron belllakdz6 fehér és fekete
képpontokbdl allnak. Minden sor é$utama fehér képpontokbdl all; ha egy sor
fekete pixellel kezddik, akkor az el futamot egy 0 hosszlsagu fehér futamnak
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kell tekinteni. A killdonb6d hosszusagu futamok eléévaldszinliséggel fordulnak
elé egy dokumentumban, ezért ezeket valtoz6 sz6hosszuségalknégpedig
a szabvany szerint Huffman-kéddal kédoljak. A futamok essza, vagyis egy
sor hosszusaga 1728 képpont. Ez tul sok lehetséges futamitezedményez,
nincs értelme ilyen nagyméretli kddkonyvet (= kédszavdknhaa) alkalmazni.
Ezért ah hosszt 1 vagy 2 jegy(, 64-es szamrendszerben felirt szérk&doljak:

h= 64m+t t=0,1,...,63 m=0,1,...,27

Kuldn kédtablazat vonatkozik am, vagyis a kiegészitkdd (make up code, MUC)
illetve at, vagyis a lezaré kéd (terminating code, TC) értékeire, kidekete és
kilon a fehér képpontok esetére. Egy futam kodjat a szinregfeteb MUC
illetve TC tablazatbdl kiolvasott kédszavak konkatengcidja. Azonos szin-
hez tartoz6 MUC és TC tablazatok prefix tulajdonsaguak (ggyén is). Mivel
a fekete és fehér futamok mindig valtakozva szerepelnekt ezfekete tablaza-
tokban all6 kddszavak lehetnek a fehér tdblazatokban @itéfixei és forditva.
A sor végét a specialis EOL kbdszd jeldli, ez biztositja aa ad ved kdzotti
szinkronizaciét is.

1984-ben publikalta a CCITT a Group 4 ajanlast, amely kihaga a fig@®-
leges iranyd redundanciét is, emellett fedlilkompatibilis a Group 3-mal. Egy
soron belil a futamokat nem csak a mar megismert médon, miftsszak felso-
rolasaval kédolhatjuk, hanem a szinatmenetek helyénekipoal is.

A kétdimenzids kddolas megértéséhez vezessiik be az adddiBseket:

ag: Az utolso pixel, amelynek értékét a kddolo és a dekodol@edyyt ismeri.
Egy sor kddolasanak megkezdésekongaegy képzeletbeli fehér képpontra mu-
tat, amely az efsaktualis pixel bal oldalan all.

ay: Az elsh szinatmenetet jeleképpontag jobb oldalan.a; szine ellentétes
ap szinévela; helye csak a kédolé szamara ismert.

a: Az masodik szinatmenetet jelérképpontag jobb oldalan.a; szine ellen-
tétesa; szinével, ami azt jelenti, hogy megegyeaikszinével.

by: Az elsh szinatmenetet jeleképpont az aktudlisan kddolandé sort mege-
1626 sorbargg jobb oldalan, amelynek szine ellentétgszinével. Mivel a meg-
el6z6 sor ésag értéke ismert a kddol6 és a dekddol6 szamara is, bzdrtlye is
ismert mindkefbjik elétt.

by: Az elsh szinatmenetet jelelképpont az aktualisan kddolando sort meg-
el6z6 sorbarb; jobb oldalan.

A Group 4 algoritmusa az dissort ugyanugy kédolja, mint a Group 3 ese-
tében lattuk. A tovabbi sorok kédolasahoz felhasznaljaziareegedzot, igy a
masodikhoz az e, a harmadikhoz a masodikat, sth. Az 1.8. abra azt a helyzet
abréazolja, amikor éppen a masodik sornal tartunk a feld@igiban, és a képponto-
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by b,
l }
i !
ag ay a
by b,
l }
T
ao ag ao

1.8. abra. Az, a1, ap, by, by mutatdk lehetséges elhelyezkedése.

kat a masodik pixelig mar feldolgoztuk. A szinatmeneteiné pixeleket ponttal
jeloltik. Két esetet kell megkilonbdztetniink:

Ha by ésby, ag ésa; kdzott fekszik, a kddolashoz az atadd (pass) modot
hasznaljuk. A kodol6 egy specialis kddszo6 kiklildésévedsiti a dekddolot er-
rél. Ebkol a dekddolé tudja, hogy aa-t6l a b, alatti pixelig a képpontok szine
azonos. Ha ez nem lenne igaz, akkor kdzben lenne egy szinétebgelend kép-
pont, vagyisa; ésb, viszonyara nem lenne igaz a feltételiink. Ekkor a kédol6 és
a dekodolo altal egyarant ismert legutolsé képpoy altal mutatott lesz. igy ez
jeloljuk ki.

Ha a; megebzi b,-t, ismét két eset lehetséges: Haésb; tavolsaga nem
nagyobb 3-ndl, elklldjik ezt a tAvolsagértéket (ezt filgges moédnak nevezzik).
(A kodsz6 természetesen fligg attol, hagyobbra vagy balra van-e -tol, igy itt
O0sszesen 7 eset lehetséges azt is beleértve aaappenb; alatt helyezkedik el.)
ap-t ag-re allitjuk, médositjuk a masik négy mutatét is, és folythta kodolast
az algoritmus elejél. Ha a; ésh; tavolsaga nagy, lényegében visszatérink az
egydimenzids technikahoz. Egy specialis kddszéval jélezzdekodernek, hogy
vizszintes modban vagyunk, majd elkildjék ésa; illetve a; ésa, tavolsagat
Huffman-kddolva.ag-t ay helyére allitjuk, és aktualizaljuk a masik négy mutatét
is. A kédolast az algoritmus elefiitfolytatjuk.

A kétdimenzios algoritmus hasznalataval egy sor kédolasagebz6 soron
alapul, igy elképzelhét hogy egy sorban bekdvetkehiba kiterjed a tobbire
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Markov-lanc: Zi
Z

emlékezetnélkili
stacionarius
forras:Y

1.9. &bra. Markov-forras.

is. Ezt megdzend, a szabvany rogziti, hogy minden egydimenzids eljarassal
kddolt sort normal fliggleges felbontas esetén legfeljebb 1, nagy felbontasreseté
legfeljebb 3 kétdimenzios algoritmussal kodolt sor kdeeth

A sorvégeket a Group 3 szabvanyban megismert EOL szimbdlrin §zon-
ban attél fig@en, hogy vizszintes médban, vagyis az egydimenziés Greap-3
rint kédoltuk a sort, vagy az Uj kétdimenziés médszerrey, &dglletve 0 bit ko-
veti. Ez lehebvé teszi, hogy mindkét médszerrel elvégezve a kddolastazaa
révidebb hosszusagot eredményezalaszthassa ki, majd a megf@&OL jellel
jelezze a vetinek, hogy melyik algoritmust hasznalta.

A Markov-lanc modell altalanositasaként vezessik be a Maflrrast, amely
egy stacionarius Markov-lanc emlékezetnélkiili sztoctilasz leképezése.

1.7. definicio. LegyenZ = 73,2, ... egy homogén és stacionarius Markov-lanc,
és legyerlY = Y1,Y,, ... egy emiékezetnélkiili, stacionarius forras, amely fligget-
lenZ-t6l. Tegylik fel tovabba, hogy adott eByz,y) kétvaltozds fliggvény. Ekkor
azX; = F(Z,Y;) leképzéssel definialk = X1, Xy, ... forrastMarkov-forras nak
nevezziik.

Az 1.9. abra a Markov-forras szarmaztatasat szemlélteti.
Mivel Z1,2Z,, ... ésY1,Y,,... staciondriusak és figgetlenek, ezérXazxs, . ..
is stacionarius lesz, tehat létezikdéX) = rI‘im %H (X1,X2,...,%n) forrasentropia.
— 00
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Probaljuk meg kiszamolri (X)-et. A jol ismert 6sszefuggés szerint (amelyet
az 1.7. tétel a) egyenletének atrendezésével kapunk)

H(X1,...,%) = H(Z,...,Zn)
+H(X1,...,Xn | Z]_,...,Zn)
CH(Zay e Zn | Xy Xe). (1.21)

Vegytk sorra az egyet$ég jobb oldalan szeréplagokat:

a) Korabban mar lattuk, hogy

1
im “H(Z1Zz,....Z0) = H(Z2 | Z1). (1.22)

n—oo

b) AH(Xq,..., %0 | Z1,...,2Zn) kiszdmitasahoz tekintsik a széban forgo felté-
teles valdszinliségeket:

P{Xt=X1,....% =X |Z1=2,...,Zn =2} =
=P{F(z1,Y1) =X1,...,F(Z0,Yn) = Xn} =

~[|PFEY) =x) -
= _ﬁP{F(Zi,Yi) =X |Z=z}=
= IﬂlP{Xi =X |Z =1z}, (1.23)

ahol a masodik és negyedik egyéségnél gZ1,...,2Z,) és az(Y1,...,Yn)
fliggetlenségét, a harmadik egy@sdgnél pedig a¥%-k fiiggetlenségét hasz-
néltuk ki. Az egyszerliség kedvéért a szokasos jeloléseiekhasznalva
az (1.23) szerint tehat

n
|ng(X1,...,Xn | Zla"'azn) = leogp(xi |Z|)7
i=

és igy
H(X1,...,%n | Z1,...,2Zn) =

=— Z Z p(xl,...,xn,zl,...,zn)_ilogp(xi|zi):

X1y Xn ZLy 20
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n

:_21 Z z P(X1, ... Xn, 21, ..., Zn) lOgpP(Xi | Z) =
1=1X1,0e,Xn ZyeeeyZn

n

=S H(X | Z). (1.24)
2N
Mivel az (X;,Z;) parok eloszlasa ugyanaz mindere, ezért (1.24)-bl
1
CHXG o X Zay, Z) = HX | 22) (1.25)

kovetkezik.

c) AH(Zy,...,Zn| X4,..., %) feltételes entrdpiat altalanos esetben nem tud-
juk kiszamolni. Nézzilink két specidlis esetet, ahol ez a #a8mem okoz
nehézséget:

1. LegyenX; = Z;, vagyisF (z,y) = zmindeny-ra, tehat a Markov-forras
kimenete & Markov-lanc allapotai. Ekkor

H(Z,...,Z0 | X1,..., %) =H(Z,...,Zn | Z1,...,Z,) =0,
és
H(X [Z)=H(Z |Z) =0,
tehéat (1.22)-Bl és (1.25)-61 (1.21) szerint
H(X) =H(Z2| 20),

ahogy mar korabban lattuk.

2. Legyenek a#(-) = F(z,-) fuggvények értékkészletei minderre
diszjunktak, vagyis (aX;-k értékeinek halmazaX-szel,Y;-k értékei-
nek halmazay-nal jelélve), ha

A;={xeX: x=F(zy) valamelyy € Y-ra},

akkor
Ay, NA, =0, haz # 2, és U A, = X.

zeZ

Ekkor nyilvanvaloan létezik olya® fliggvény, hogy
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hiszen hag € A, akkor tudjuk, hogy; = z. Tehét a feltételes entrépia
1.7. b) tulajdonsaga szerint

H(Zla"'7zn|xlv"'axn):
=H(G(X1),...,G(Xn) | X1,..., %) =0,

és igy
H(X) = H(Zz | Zl)+H(X1 | Zl).

VA

juk aZ Markov-lanc allapotatmenetvalészinliség-matrixatyagloszlasat és az
F fuggvenyt.

Meg kell jegyezni, hogy aX-k feltételes eloszlasainak (1.23) tulajdonsaga
azt jelenti, hogy ax1,Y>, ... és azF fliggvény egyittesen egy diszkrét memoria-
mentes csatornat alkotnak, melynek bemenefgila A diszkrét memdériamentes
csatorna fogalmaval a 3. fejezetben foglalkozunk majd.

1.8. Univerzalis forraskédolas

Az eddig vizsgalt kodok alkalmazasakor az ado és & \@zott atvitelre kerid
bitek két csoportot alkotnak. &$z06r atvissziik a blokk-kédot leiré informaciot.
Ez egy allandd koltséget jelent, fuggetlen az lizenet tépgldrosszatdl. Majd
kovetkeznek az Uzenet kddszavai. Elméleti vizsgalataimirsazzal a feltéte-
lezéssel éltlink, hogy a tovabbitandd Uzenetlink végtelsaziio Ilymodon, a
kédok aszimptotikus viselkedését tekintve, az allanddskg fajlagosan nulla-
hoz tart, tehat elhanyagolhat6. A gyakorlatban azonbaeségrasokkal van
dolgunk. Ebben az esetben az allandé koéltség akar nagydditeis mint az Uze-
net kddszavainak dsszhosszlusaga. Ezt elkerdlgadenne, ha rendekezésiinkre
allna egy olyan technika, amelynek nincs allando koltségeaszimptotikusan
ugyanolyan j6 témoritési aranyt ér el, mint a blokk-kédokz &llandé koltség
abbdl addédik, hogy a kédot a forrasordebtesen elvégzett statisztikai vizsgala-
tok (a forrasszimbélumok gyakorisaga) alapjan hozzule|éehat ezek az adatok
szilkségesek a kod leirasdhoz. Ehelyett jarjunk el agy, huepyet kozben gydj-
tink informaciot a forrasszimboélumokrol, vagyis az akisidzimbolumot az ezt
megebzd szimbblumok alapjan kédoljuk. Az ilyen kédokadaptiv kddoknak
nevezzik, alkalmazasuk soran nincs allandé koéltség. Kardbalalkoztunk mar
ilyen mddszerrel az adaptiv Huffman-kéd kapcsan. A mogjytlasra kerid
Lempel-Ziv-kddok is ebbe a csaladba tartoznak.

Az el LZ-algoritmus az 1977-ben publikalt LZ77.
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Az LZ77 algoritmus

A kodolé a forrasszimbolumok sorozatat elyy hosszU csuszéablakon ke-
resztiil vizsgalja. Az ablak két résalall: egy kereépuffertdl, amely a legutobb
kodolt hy darab forrasszimbolumot tartalmazza, és edyretekin® puffertdl,
amely a kovetkek he darab kddolandé szimbolumot tartalmazha £ hy + hg).

A kddol6 a kereépufferben megkeresi azéektekin® puffer el$ szimbdlumaval
megegyeé szimbblumokat. Ehhez egy hatrafelé haladé mutatot haskieg-
nézi, hogy a megtalalt poziciokkal k€mben, a kerepufferben 166 szimbolu-
mok milyen hosszan egyeznek meg a@retekint puffer szimbélumaival, és a
talalatok kozul azt valasztja ki, amedytkezdve a leghosszabb az egyezés. A
kodold ezutan elkuld egyt,h,c) harmast, ahot a kere$pufferben megtalélt
szimbdélum tavolsaga az@ktekint pufferdl (offset), h a kere$- és az dire-
tekint puffer egyed szimbélumainak legnagyobb hosszUsagpedig az el§,

az ebretekin® pufferben |66 nem egyed karakter kodszava. Azért kiildjik el
az el® nem egyea karakter kodjat is, hogy kezeljik azt az esetet, amikor az
eléretekint puffer szimbdélumait nem talaljuk meg a kebpsfferben. Ilyenkor

t ésh értéke 0. Egy harmas kdédolasahoz allandé hosszlUsagu kadatais-

val [loghg] + [loghe] + [log|X|] bit szukséges, ahgl| a forrdsdbécé mérete.
Figyeljuk meg, hogy az egyézszimbolumok hosszUsaganak atviteléhez nem
[loghg], hanem[loghe] bit szukséges. Ennek oka, hogy az egyezés hossza meg-
haladhatja a kerépuffer hosszat, vagyis az egyemsz atloghat az @tetekint
pufferbe.

1.10. példa. Legyen a bementiink a kovetkiez
...cabracadabrarrarrad..

hy:=13 h¢:=7, he:=6. Tegylk fel, hogy az efsnéhany karaktert mar ké-
doltuk. Ekkor:

cabracaldabrarir arr ad

Lathaté, hogy az éretekind puffer el$ karaktered, nem talalhaté meg a kere-
sopufferben. Atkiildjik 0,0, f (d)) harmast, ahof (d) ad karakter kodjat jeloli.
Az ablakot eggyel jobbra mozgatjuk, igy:

=7 ——

clabracadlabr arrjarr ad

-~

h=4
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A mutatot a kere@pufferben hatrafelé mozgatva, abtekind puffer el szim-
bélumaval &) egyed karaktertt = 2 tavolsagra talaljuk meg. Ekkor az egyezés
hosszUsagh = 1. Tovabb haladva a mutatéviak= 4-nél szintén egy 1 hosszu
egyezés adodik. Végiil= 7-nél talaljuk meg a legjobb valasztdst= 4 hosz-
szal. Tehat aabrar karaktereket 47,4, f(r)) harmassal kodoljuk, és az ablakot
5 pozicioval jobbra toljuk, igy:

t=3

r—>

cabracladabrar]r arr ad

Az el egyezést = 1-nélh = 1 hosszan talaljuk. A masodik egyezés 3-nal
van, hossza efsranézésra = 3. Azonban az egyezés adsdtekin pufferbe is
atnyulik, ezérth = 5. Az atkildené harmas:(3,5, f(d)). A dekddolas soran ez
az ,atlégas” nem okoz gondot, mert az&arom karaktert konnyen megkapjuk
a mar ebz6leg dekddolt karakterekih a maradék ket pedig az ébbi Iépés
soran megkapott 3 karakter segitségével nyerjik.

Lathatjuk, hogy az LZ77 egy rendkivil egyszer(i adaptiwaimus, amely
nem igényel ézetes ismeretet vagy feltevést a forrasrél. Megmutathaigy
az eljaras hatékonysaga aszimptotikudanhe — o) megkdzeliti az optimalis
algoritmusét, amely éketesen ismeri a forraseloszlast, azaz stacionarius és er
godikus forras esetén az atlagos kddszéhossz kon ahez, hah, he — o,
Béar ez aszimptotikusan igaz, a gyakorlatban az LZ77 széovabbfejlesztése is-
meretes, amelyek célja a hatékonység novelése. PéldapbaaréPKzIP éSARJ
tomoriBkben a harmasokat nem fix, hanem valtoz6 hosszisagu kobtdialjdk.
Egy masik variacio valtoztathaté méretl kéreés ebretekin® ablakot hasznal.
Az LZ77 legegyszeriibb médositasa annak kikliszobdléskpargyetlen karak-
tert kddolunk egy harmassal. Ez egy jatittel oldhaté meg. Ezzel jelezziik, hogy
nem egy harmast, hanem csak egy kddsz6t kiildiink at.

Az LZ77 alkalmazasa soran a forrasszimboélumok legutoblmkd&brozatat
haszngjuk, igy azzal a feltételezéssel éliink, hogy a meggknashoz kozeli in-
tervallumokban visszatérnek (a mozgé ablakon belil). sBzébes esetben, ha
az ismétbdés hossza éppen eggyel hosszabb a Gpoéfer méreténél, nem tu-
dunk tdmoriteni. Az LZ-algoritmus kodvetkéz1978-as veridjanal (LZ78) ezt a
problémat egy méasfajta, adaptiv szétar alapu rendszédjékdel.

Az LZ78 algoritmus

A kédol6 és a dekddol6 is szétart épit aballeg ebfordult sorozatokbdl.
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a kadolo SzOtar a kadolo SzOtar
kimenete index bejegyzés kimenete index bejegyzés
(0, f(d)) 1 d (4,f(c)) 10 bac
(0, f(a)) 2 a (9, f(b)) 11 dabb
(0, f (b)) 3 b (8,f(d)) 12 acd
(3,f(a)) 4 ba (0, f(e)) 13 e
(0, f(c)) 5 c (13, f(c)) 14 ec
(1, f(a)) 6 da (1,f(e)) 15 de
(3, f(b)) 7 bb (14,f(d)) 16 ecd
(2,f(c)) 8 ac (13 f(e)) 17 ee
(6, f (b)) 9 dab

1.10. 4bra. Az 1.11. példa LZ78 kodolasanak menete.

A kdodolé megkeresi a forrasszimbolumok aktualis pozit@jiezddd leghosz-
szabb egyezést a sz6tarban. Atkiild &gg) part, ahol az egyed karaktersorozat
szotarbeli indexét jeldlic pedig az elé nem egyeé karakter kodja, majd felveszi
a szotarba azindex( egyeé karaktersorozat ésakarakter konkatenaciojaként
kapott sztringet (a kdvetkézszabad indexet adja neki). Ha nem talal egyez
karaktersorozatot a szo6tarban, akkafOac) parost kuldi atgc itt is az el$ nem
egyed karakter kodja, amely ebben az esetben természetesesbdeldblgo-
zando6 szimbdolum.

1.11. példa. Kédoljuk a kdvetked sorozatot az LZ78 algoritmussal:
dabbacdabbacdabbacdabbacdeecdeecdee

Kezdetben a szétar Ures, ezért abdszimboélumot egyenként felvessziik a sz6-
tarba, és a 0 indexszel atkildjifa, f(d)), (0, f(a)), (0, f(b)). A negyedik szim-
boélum ab, amely szerepel a szé6tarban, a kovetkes egytitt ba) viszont mar
nem, ezért atkildjuk &3, f (a)) parost, amelybl a 3 jeloli ab indexét, f (a) pedig

a kovetked karakter, vagyis aa kédjat. A ba sorozatot felvessziik a sz6tarba,
indexe 4 lesz. igy folytatjuk az eljarast, az eredményt 40.Jabran lathaté tabla-
zatban foglaltuk 6ssze. Lathatd, hogy a szotarbeli besgikz egyre hosszabbak,
€s ha a bemeneti sorozat isndélik, akkor ebbb-utdbb az egész sztring szerepelni
fog a sz6tarban.

Megmutathatd, hogy az LZ78 egy betiire jut6 atlagos kddszsra konvergal

To(gxs) -hez minden stacionarius és ergodikus forrasra.
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Az LZ78 algoritmus egyik hibaja, hogy a szoétar folyamatqdamlat nélkdl
ndvekszik. A gyakorlatban egy bizonyos hatéron tul gatabsmk a névekedés-
nek: vagy rendszeresen eltavolitjuk a felesleges vaggnitiasznalt bejegyzése-
ket, vagy egy ié utan fix szétarasként miikddik tovabb az eljaras.

Az LZW algoritmus

Terry Welch az LZ78 modositasaval egy olyan technikéat dodgjdki, amellyel
megtakarithat6 aé,c) parbdl ac karakterkod atkuldése. Ez az un. LZW algorit-
mus. A kodol6 tehat csak szotarbeli indexeket kiild at. Eldzéikséges, hogy a
szo6tarban mar a kiindulé allapotban is szerepeljen az §ssphetiis szimbolum
aforrasabécé®. A kddolas soran az aktualis poziciétol kezdve addigssuk be
a forrdsszimbo6lumokat ppufferbe, amig a sorozat szerepel a szétarban. Ha az
karakter az el§ olyan, amelyrga nincs benne a szétarban (az egymas utan iras-
sal a konkatenaciot jel6ltik), akkor atkildjikpesorozat indexét, pa sorozatot
felvesszilk a sz6tarba ésakarakterdl kezdve folytatjuk az eljarast.

1.12. példa. Kédoljuk az LZW algoritmussal az &6 sorozatunkat:
dabbacdabbacdabbacdabbacdeecdeecdee

Aforrasabéc& = {a,b,c,d, e}, kezdetben ez az 5 bejegyzés szerepel a sz6tarban.
A kodolo ebszor veszi @ karaktert. Ez benne van a szétarban, igy hozzailleszti
a kovetked, aza karaktert. Ada sorozat mar nem szerepel a szotarban, ezért
atkuldi ad indexét, vagyis a 4-et, felveszi a szétartadeesorozatot a 6. helyre, és
megy tovabb aa-val kezdve. Aza szerepel a sz6tarban, igy hozzavedzitaab
nincs bent, tehat atkildiindexét, a 2-t, felveszb-t, és folytatja az eljarasttol,

stb. Az 1.11. 4bran lathat6 tablazat tartalmazza a kéd@deatével a szétarban
talalhat6 indexeket és karaktersorozatokat. A k6dol6 kiebe a kbvetker

4,1,2,2,1,3,6,8,10,12,9,11,7,16,4,5,5,11,21,23 5

1.13. példa. Dekodoljuk az LZW algoritmussal témoritety = {a,b} forras-
abécé felettabababab.. karaktersorozatot. A kodold kimenebéra dekddold
bemenetére az,2,3,5,4,7,6,9,8,... sorozat jut el. A kiindulasi szétar tartal-
mazza az és ab bejegyzést. Igy az,P sorozatot dekodoljula illetve b ka-
rakterként. A szoétarba felvesszilk ala bejegyzést harmadiknak, és a kovetkez
sorozat, amely a szotarba kertl majdy karakterrel fog kezdldni. A 3 kodsz6
érkezik a bemeneten, ezt dekédolpiicként. EBszor aza betlit illesztjik a ké-
szUb Uj szotarbejegyzés kead betlijéhez. Mivel da sorozat nincs a sz6tarban,
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index bejegyzés index bejegyzés
1 a 14 acd
2 b 15 dabb
3 c 16 bac
4 d 17 cda
5 e 18 abb
6 da 19 bacd
7 ab 20 de
8 bb 21 ee
9 ba 22 ec
10 ac 23 cde
11 cd 24 eec
12 dab 25 cdee
13 bba

1.11. abra. Az 1.12. példa szoétara.

felvesszilk azt. A kdvetkéz(j bejegyzés betiivel fog kez@dni. Mivel azab
parnak csak a kezda betlijét hasznaltuk fel, a maradBlbetiit hozzaillesztjik a
készib Uj sz6tarbejegyzéshez, igir-t kapunk. Ez mar szerepel a sz6tarban, ezért
tovabb folytatjuk a dekddolast. Az éigl bejegyzés készen van, mig az 5. éppen
készibfélben, a kbvetkdzbemenet pedig az 5 kddszé, amely a még nem teljesen
kész bejegyzésre hivatkozik. Ennek ellenére tovabb tudjiykatni a dekédolast!

Ha ismernénk az 5. bejegyzést, annalddlét karakterab lenne. lllesszik aa
karaktert a késztiben [é¥ (] bejegyzéshez. Mivel az igy kapetha még nem
szerepel a szotarban, ez lesz az 5. bejegyzés. A koetiegegyzés betlivel fog
kezdbdni, és még megmaradtoa sorozat az €z6 dekddolasbal, stb. Az alabbi
tablazat tartalmazza a kédolé és a dekodol6 altal épitétagz

index bejegyzés index bejegyzeés
1 a 6 abab
2 b 7 bab
3 ab 8 baba
4 ba 9 ababa
5 aba

A Unix cOMPRESSparancsa €s alF (Graphics Interchange Format) képto-
moritd eljaras is az LZW algoritmust hasznalja, mégpedig adaattarmérettel.
A coMPRESsesetében kezdetben a szétarban 512 bejegyzésnek vanzaty, e
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jelenti, hogy a kddszavak 9 bit hosszlak. Amikor a sz6taeltbetméretét meg-
duplazzuk, 1024 bejegyzésre. &tkezdve 10 bites kédszavakat viszink at, és
igy tovabb. A kédszavak lehetséges maximalis hosszat adetiélé allithatja be

9 és 16 bit kdzott (alapértelmezés: 16 bit). Ezt elérvepaPRES ljaras stati-
kus szo6tar alapu technikava valik. llyenkor a program figgebmoritési aranyt.
Amennyiben ez egy bizonyos kiisz6b ala esik, a szotar mar aelnieg célja-
inknak, ezért a szotarépifolyamat kezddik eldlrdl. igy a szotar mindig tikrozi

a forras lokalis jellemit.

Szintén az LZW algoritmusra épul a CCITT (ma: ITU-T) V.42bisnori-
tési szabvanya, amely a telefonhal6zaton modemekkehtbagatatviteldl szol6
V.42 ajanlas kiegészitése. Az algoritmus két Uzemmodonidéfi Az egyik a
transzparens méd, amikor az adatok tomoritetlen formabaiirek atvitelre, a
masik pedig a tomdritett mod. A két tzemmoddra azért van gxjjkeert lehetsé-
ges, hogy az atvitelre kefibdatokban nincs redundancia, ezért nem tdmodithet
az LZW algoritmussal. Ebben az esetben a tordéelfaras még hosszabb ki-
menetet eredményezne, mint a bemenet (ez a helyzet példaelyy ebzbleg
mar tdmoritett f4jlt akarunk atvinni a telefonvonalon). mdritett tzemmaodban
a rendszer LZW algoritmust hasznal valtozé méretii szitak szétar kezdeti
méretét a kapcsolat létrejottekor egyezteti az adod- és@ezendezés. A V.42bis
ajanlas minimum 512 bejegyzés méretli sz6tarat tartaldea2048 méretiit tart
idealisnak. Az 6sszes bejegyzés nem hasznalhat6 fel saabaxbrt van 3 ki-
tlntetett szerepli kodsz6. Ezek illetve jelentésik a kizdt Enter Transparent
Mode (izemmoédvaltas: éltkezdve a transzparens méd érvényes), Flush Data (a
szotarépitést étol kezdjik), Increment Codeword Size (megduplazzuk a széta
méretét, s ezzel egyiitt eggyel noveljik a kddszavak mésgtéAz adatatvitel
soran bekdvetkérzhibdk hatdsanak csokkentésére az ajanlas meghatarozza a m
ximalis sztringméretet, amely szerepelhet a szétarbart &z 250 kdz6tt az ado-
és a vebberendezés hatarozza meg a kapcsolat felépitésekatrtelapezés: 6).

1.9. Feladatok

1.1. feladat (Egyértelm{ dekddolhatdsag alternativ defiicioja). Nevezzink
egy f : X — Y* kddot egyértelmiien dekddolhatonak, hauaz u; ---ug ésv =
vy - - -V Uzenetekre (ittig, v, . . ., Uk, Vk € X)

fup) f(up)--- fu) = f(va)f(va) - f(w)

eseténu; = v; mindeni-re. Tehat az 1.1. definicioval ellentétben csak azt ko-
veteljik meg, hogy barmely két kilénkzazonos hosszisagu lzenet kodja is
kilénb6zzon. Bizonyitsa be, hogy a két definicio ekvivalens
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1.2. feladat (Az optimalis kod atlagos széhosszaMutassa meg, hogy az opti-
malis binaris kod atlagos kddszohossza ttsgesen kozel lehéd (X) + 1-hez.
Pontosabban, barmely kis> 0 szamhoz adjon meg egy olyan eloszlastXaz
forrasadbéceén, hogy az optimalis binaris kéd atlagos kdusssrara

EIf(X)|>H(X)+1—¢
teljesuljon.

1.3. feladat (Egyenbség a Kraft-egyenbtlenségben).Nevezziink egyf prefix
kddot teljesnek, ha barmely Uj kdédsz6 hozzaadasaval a kédzl prefix tulaj-
dons&gat. Egy sztringet dekddolhatatlannak neveziink, ha nem lehet ydkz
egymas utan irasaval olyan sztringet kapni, amelynakprefixe. Mutassa meg,
hogy a kdvetke@ harom allitas ekvivalens:

a) f teljes,

b) nem létezikf-re nézve dekddolhatatlan sztring,

n
c) S sl = 1, aholsa kodabécé elemszamaazi-edik kodszo6 hossza, ésa
i=1
6dszavak szama.

1.4. feladat (Rossz kédok).A kdvetked binaris kddok melyike nem lehet sem-
milyen eloszlas Huffmann-kédja? Mindegyik valaszat inolgk meg, azaz ha
nincs ilyen eloszlas, akkor magyarazza meg miért, ha pedigakkor adjon meg
egy olyat!

a) 010,111,101
b) 00,010,011,10,110
¢) 1,000,001010,011

1.5. feladat. Legyen azX = {x1, ..., xn} forrdsdbécén adott valoszinliség-eloszlas
olyan, hogy minden egyes elem val6szintisédeaaku, ahol egy pozitiv egész
szam. Bizonyitsa be, hogy ilyen esetekben a binaris Shaimamo-kod optima-
lis! Mutassa meg, hogy a binaris Huffman-kod atlagos kodeszéza akkor és
csak akkor egyezik meg az entrépiaval, ha az eloszlas iligdia

1.6. feladat. Legyen azX forrasabécé otelem(, a kovetkezaloszinliségekkel:
0.4;0.35;01;0.1;0.05. Mennyi az eloszlas entrépidja? Konstrualja meg a kanari
Shannon—Fano-kodot erre az eloszlasra, illetve kongruéinaris prefix kddot
azli = [—logp(x)] kédszéhosszakkal az 1.2. lemma bizonyitasa szerint (a kod
binaris faval valo reprezentalasaval). Mennyi az atlagmskohossz?
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1.7. feladat. Egy pénzérmét addig dobunk fel, amig irast nem kapunk.jdelil
X valészinliségi valtozé a dobasok szamat. Menny antropiaja?

1.8. feladat (Egyenletesebb eloszlas entrdpiaja nagyobbylutassa meg, hogy
a

(pla"'vpiv"'vpj "'apn)
eloszlas entropidja nem lehet nagyobb, mint a

(pl?“‘?pl 2pJ7“'7pI zpj“'7pn)

eloszlas entropigja!

1.9. feladat (Egyenletesebb eloszlas optimalis kddja razabb).
Tekintsiik a

p= (P, Pis--, Pj---, Pn)

illetve
Pi + Pj pi + Pj Pr)
2 gy 2 seey n

q:(plv"'v

eloszlasokat. Mutassa meg, hogy aloszlashoz tartozé optimalis (minimalis at-
lagos kédszbéhosszisagu) kod atlagos kédszéhogsze(int) nem lehet kisebb,
mint ap eloszlashoz tartozé optimalis koéd atlagos kddszohogsgadrint)!

1.10. feladat (Informacids divergencia). Legyenp = (p1,...,pn) €S q =
(Qu,...,0n) két valoszinlség eloszlas, és definidljuk a két eloszlastka,in-
formécids tavolsagot” a

n
Pi
D = i log—
(pla) iZip. 94

kifejezéssel. (A mennyiséget gyakran informacios divecigmnak, relativ ent-
ropianak, vagy Kullback—Leibler-tavolsagnak nevezikdskuk be a kdvetkéz
tulajdonsagokat:

e Barmely két eloszlasfa(p | q) > 0, és egyerdség pontosan akkor teljesdll,
hap =q.

s sz

az egyenletes eloszlast &%, . ..,n} halmazon.

1.11. feladat (Rosszul ismert eloszlas)legyiik fel, hogy aX valdsziniliségi val-
toz6 eloszlas@ = (py,..., Pn), de ez az eloszlds nem pontosan ismert, helyette
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ag=(qi,...,0qn) eloszlas adott, és ennek ismeretében készitink Shannmm—Fa
kddot, melynek kédszbéhosszisagai tdhat {Iog q_J;-‘ ,i=1...,n. Mutassa meg,
hogy a kapott kod atlagos kodszohosszara

H(p) +D(p|q) S_ipm <H(p)+D(p|a)+1

teljesul! Ez azt jelenti, hogy az ar, amelyet az eloszladaqttan ismeretéért fize-
tink, koralbeldl az informacios divergenciaval egyezikgnfami sohasem lehet
negativ, tehat semmiképpen sem nyerhetiink!).

1.12. feladat (Shannon—Fano- és Huffman-kod). Legyen azX val6szinliségi
valtoz6 eloszlasd3; 2;3;+5). Konstrualjon Huffmann-kédot ehhez az elosz-
lashoz. Mutassa meg, hogy két kilonbaaptimalis kod is van, azaz, hogy az
(1;2;3;3, és a(2;2;2;2 kodszohosszusagokkal adott mindkét kod optimalis.
Vonja le a kdvetkeztetést, hogy létezik olyan optimalis la&@melynek van a meg-
felelé6 Shannon—Fano-koédénal hosszabb kédszava is.

1.13. feladat (Huffmann-kod kddszohosszai)Tegyuk fel, hogy a(pa, ..., pn)
eloszlashoz készitlink optimalis binéris prefix kddot, ghab p, > --- > p, > 0.
Bizonyitsa be, hogy

e Hap; > % akkor a hozza tartozé kédsz6 egy hosszusagu;

e Hap; < % akkor a hozz4 tartozé kddszo legaldbb &étbsszusagu.

1.14. feladat (Titkositas). LegyenekX ésZ binaris (0-1 értéki) fliggetlen valo-
szinliségi valtozok, agy, ho@{X = 1} = pésP{Z =1} = 3. LegyenY =X & Z,
ahol® modulo 2 6sszeadast jeldk felfoghatd, mint titkositand6 Gizenet,a tit-
kos kulcs, ésY a rejtjelezett Gizenet. Szamolja ki a kdvetignennyiségeket,
és magyarazza meg jelentésiiket a titkositds szempontjgd®l), H(X | Z),
H(X|Y), H(X|Y,Z).

1.15. feladat (Egyenbtlenségek).LegyenekX,Y ésZ tetsdleges (véges érték-
készlet(i) valészinliségi valtozok. Bizonyitsa be a Kzt egyenbtlenségeket:

e H(X,Y|Z)>H(X]|Z),
o H(X,Y,Z)—H(X,Y) <H(X,Z)—H(X).

1.16. feladat. LegyenX = X3, Xo, ... egy binaris, emlékezetnélkili stacionarius
forras, amelyréP{X; = 1} = 10°%. Adjuk meg azX egy olyan valtoz6 sz6hosz-
szUsagu blokk-kédjat, melynek betlinkénti atlagos kddggséza kisebb, mirﬁ—).
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1.17. feladat (Futamhossz kodolas)LegyenekXy, ..., X, binaris val6szinliségi
valtozok. JeldljeR = (Ry,Ry,...) az egyes szimbélumok &brduldsainak fu-
tamhosszait. Tehat példaul az 1110010001111 soroz&heg3,2,1,3,4) tarto-
zik. Hogyan viszonyul egymashdé#(Xy, ..., Xn),H(R) ésH(R, X,)?

1.18. feladat (Markov-lanc entropiaja). LegyenX = X3, Xo, ... egy binaris, sta-
cionarius Markov-lanc, amelynek allapotatmenetei a kdezik:

P{X2=0|X, =0} p,
PX=1|X=0} = 1-p,
1-—
P{X = 0| X, = 1} Tp,
1+
P{X = 1| X = 1} Tp.

MennyiP{X; = 0}? Mennyi a forras entrépigja?

1.19. feladat (Binaris entropiafiiggvény tulajdonségai).Legyen a0,1] inter-
vallumon értelmezeti fliggvény (binaris entrdpiafliggvény) értéke

h(x) = —xlogx — (1 —x)log(1—x),

hax € (0,1), ésh(0) = h(1) = 0. Mutassuk meg, hodyrendelkezik a kdvetkér
tulajdonsagokkal:

e szimmetrikus az pontra;
e [0,1] minden pontjaban folytonos;
e [0,3]-ben szigortian monoton néveky

e szigoruan konkav.

1.20. feladat (Vissza a jobe). Legyen ..., X 2,X 1,Xo, X1, Xz,... valészinl-
ségi valtozok egy stacionarius sorozata. Mutassa meg, hogy

H(XO | X—17X—23"-3X—n) = H(XO | X17X27"'3Xn)7
azaz, a jelen feltételes entrépidja a multtal éja@l mint feltétellel megegyezik.

1.21. feladat. Legyenek aZ stacionarius Markov-lanc allapotai a1)...,255
szamok, és tegyuk fel, hogy az éallapotatmenet valoszgakséaz alabbi 256
256-0s matrixszal adottak (a métibedik sordnalj-edik oszlopabanB{Z, = j |
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Z; =i} valosziniliség taldlhato). Mi a Markov-lanc stacionariosdéasa? Meny-
nyi a forras entropigja? Készitsen jo, egyértelmiien delk&do, valtoz6 szohosz-
szUsagu blokk-kodot!

[1/2 1/4 1/4 0 0 O - 0 ]
0 1/2 1/4 1/4 0 0 - 0
0 0 1/2 1/4 1/4 0 0
0 0 - 0 1/2 1/4 1/4
/4 0 0 - 0 1/2 1/4

| 1/4 14 0 .. 0 0 12|

1.22. feladat. Az alabbi abra egy. = 73,25, ... Markov-lanc mikodeését irja le.
Tegyk fel, hogy a lancot a stacionarius eloszlasbal inKitj

1-p

SONO

(1-p)/2

Legyen tovabb#,Y>, ... fuggetlen, azonos eloszlasu binaris valoszinlségi val-
tozok sorozata, ahdP(Y; = 0) = 1. Definidljuk azX = X1,Xs,... forrast az

Xi = 2Z; +Y; egyenlettel. Mennyi aX forras entrdpiaja, feltéve, hogs, Zo, . ..
flggetlenYy, Yo, .. .-t61?

1.23. feladat (Lempel-Ziv). Adjuk meg a 36 darab nullabél all6 sztring LZ78-
kodjat!
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2. fejezet

Forraskodolas
hlségkriteriummal

Az eddigi vizsgalataink soran megkdveteltik, hogy a kédpéinet egyértelmien
visszaallithato legyen. Ezt a kévetelményt sok gyakoplaibléma esetén fel kell
adnunk, illetve jobb, ha feladjuk. Ebben a fejezetben ofparaskodolasi eljara-
sokat vizsgalunk, ahol az lizenet tokéletes reprodukcidjeett csak azt varjuk el,
hogy a dekddolt Uizenet az eredetit valamilyen értelembien k- de nem feltétle-
ndl pontosan — adja vissza. llyen tipusu kdédolasokkal adzids gyakorlataban
sokszor talalkozhatunk. Az emberi beszéd digitalis dtvitdetve tarolasa ese-
tében példaul a folytonos jedbmintavételezéssel és kvantalassal olyan jelet ka-
punk, amely mar véges értékkészletli. Mégis azt mondhdipdy ezzel semmit
sem vesztettiink, hiszen példaul a digitalis kdzpontondatiithalado telefonkap-
csolat ugyanolyan j6 mirségi (vagy jobb), mintha az anal6g/digitalis — digita-
lis/anal6g atalakitast elhagynank. A lényeg az, hogy a&afarak csak szamunkra
Iényeges jellemiit tartjuk meg, és igy — megelégedve a kdZeliisszaallitassal
— ugy kodolhatjuk, hogy a kapott jel tovabbitasa illetveotdsa mar kisebb kolt-
séggel megoldhato. (Vagyis pl. binaris kédot hasznalvari$ kevesebb biten
reprezentalhaté.)

A kovetkedkben targyalandd kddok kdzos jelle@je lesz, hogy Un. blokkbdl-
blokkba kédok, azaz a forrasabécé betliinek allandé hddskkijait allandé hosz-
szU kodszavakkal kodoljuk. Feltessziik, hogy adott az iekms a kddjaik kozott
egy un. hliségmérték, ami azt méri, hogy egy adott kddszagemimértékben te-
kinthetlink egy adott Uizenet reprodukciojanak. Vizsgéiatabzéppontjdban az a
kérdés all, hogy kddolassal milyen mértékben tomdorithketjforras altal kibocsa-
tott jelet, ha azt akarjuk, hogy a kdd a forrast adott atlddm®ggel reprezentélja.

Sajnos torzitast megengeébrraskddolas esetén a tomorithetg elvi hata-
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rainak a jellemzése altalaban nem konstruktiv, ugyanakkgyakorlati felada-
tokban mégis kell témdriteni, tehat megemlitink néhanykgsiati eljarast is:

kvantalast, mintavételezést, prediktiv kddolast, beszémhg-, kép- és videoto-
moritést. A fejezetet az elvi hatarok tisztazasaval zarjuk

2.1. Forraskédolas ebirt hibavaloszinliséggel

A valtozd széhosszu forraskédolas egy hatranya azonnallséinik: egy kéd-
sz6 meghibasodasa esetédfetdulhat, hogy az utana léwdsszes kddsz6 deko-
dolasét elrontjuk, mivel a kezdetiket rosszul detektaljdé allandd hosszusagu
kdédszavakat hasznalunk, akkor ez nem fordulhatlehrmely kddszé meghibaso-
dasa csak az illétkodsz6 dekddolasanal okoz gondot, hiszen a kédszo kézdete
kijeldlése még dekbdolasdt megtdrténhet. Azonban — mint rogton latni fogjuk
—, ez a megoldas elveszi a tomorités |élsépgét. Legyen ugyanis azn-elem
forrasabécé, é9 az s-elemi k6dabécé. Ekkor, ha &Z&d6d k-hosszu lizeneteket
m-hossz( kédszavakba képez le (tehatck — Y™), akkor az egyértelm(i deko-
dolhat6séag feltétele az

nk < gm (2.1)

egyenbtlenség teljeslilése, vagyis ezt a betlinkénti atlagosadbsszal kife-

jezve I
m _ logn

L= X > Togs’ (2.2)
mivel a kilénbdd k-hosszu Gizeneteknek kilonkibarhosszu kédszavakat kell
megfeleltetni. A (2.2) feltétel természetesen elégségegyertelmiien dekddol-
hat6 f : Xk — Y™ kdd létezésére. Mivel a forras entropidja joval kisebb tehe
logn-nél (de legfeljebb ennyi) ezért (2.2) megmutatja, hogylEndo szohosszu
egyértelmiien dekddolhat6 kodok esetében az atlagosdidolszz altalaban nem
kdzelitheti tetsélegesen a forrasentrépiat barmilyen nagy legyen kshéokk-
hossz. Valéjaban csak akkor nem vesztiink semmit, ha a kiticis emlékezet-
nélkuli és stacionarius egyenletes eloszlassal.

Feladjuk tehat az egyértelmi dekddolhatésagot, és helget kdveteljik
meg, hogy & hosszu lzeneteket nagy val6szinliséggel tudjuk dekddblis-
|6tt tovdbbmennénk bevezetlink egy jel6lést:

Ha adott aZX = X1, Xp, ... stacionarius forras, akkorkehosszu lizenetelk C
X* halmazénak valoszinliségén a kovethertjik:

P(B) = P{(X,..., %) € B}.
A stacionaritas miatt persze barmé&hhosszu blokkot vehetnénk:
P(B) = P{(%n,..-,Xntk) €B}, n=12,...
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Hax = (xq,...,%) € XX, és a szokasos
p(X) = P{Xy =X1,..., X =X}
jeldlést hasznaljuk, akkor

)= 3 b

2.1. definicié. Az X stacionarius forras : XX — Y™ kédjat akkor mondjule-
hibaval 0 < € < 1) dekédolhaténak, ha létezik olydit : Y™ — XK dekddold
fliggveny, hogy a hibas dekodolas valoszinlsége kisetd, vagyis

PLE(F(Xey - X)) # (K, X} < &.

MEGJEGYZES

a) A dekddolas hibajat a kovetk@maodon irhatjuk fel:

PLE/(f(Xe,.. ., X)) # (Xt,.. ., %)} = Z p(X).
x: f1(f(x))#x

b) Kénnyen belathatd, hogy az: Xk — Y™ pontosan akkor dekddolhatd
hibaval, haf az X* egy 1— e-nal nagyobb valészin(isédgirészhalmazat
invertalhatéan képezi le. EBbkovetkezik, hogy akkor és csak akkor |é-
tezik f : XK — Y™ e-hibaval dekodolhatd kéd, ha létezik oly@nc X,
amelyreP(B) > 1—¢ és|B| < s™.

Az elbébbi megjegyzés szerint tehéat akkor kapunk a fokrhesszu blokkjait
allandé szohosszusagidhibaval dekédolhatd minimalis kédszéhosszu kodot, ha
keresiink egy minimalis szamoss&a XX tizenethalmazt, amelyR{B) > 1—¢.
Legyenm olyan, hogy

s™t<|Bl <M (2.3)

és igy aB-beli izeneteket kblcsondsen egyértelmiien kddolhatpukndosszu
kodszavakkal. A tobbi Gizenetet barhogy (példaul mindeglydgyazorx € B
kédjaval) kodolva, egyf : XX — Y™ e-hibaval dekédolhaté kddot kapunk ami
persze optimalis lesz, vagyis g Xk — Y™ is e-hibaval dekédolhatd, akkor
m<m.

llyen minimalis elemszadmua halmazt kdnnyen taladlhatunkdekeljuk ak
hosszu lizeneteket (6sszebem* darabot) valdszinliségeik szerint csokienr-
rendben:

p(X1) > p(X2) > -+ > p(x),
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és legyerN(k, €) az az index, amelyre

N(k,g)
p(xi) >1—¢, de p(xi) <l—e.
5 P

Ekkor nyilvan az el§ N(k, €) Uzenet, vagyis a

N(k,g)

Bre = |J {xi} (2.4)
i=1

halmaz a kivant minimalis elemszamu, mivel semmiligk, €)-nal kisebb elem-
szamu halmaz nem lehet-1e-nal nagyobb valoszinliséga.
Ha tehat a# : Xk — Y™ e-hibaval dekédolhato kéd, akkor

N(k.g) <™,

tehat L
< logN(k,€)

0gs (2.5)

m
L=—>
K=
Az L betlinkénti kddszéhossz viselkedésérk lidokkhossz ndvelésével) tehat az
% 10gN(k, ) viselkedésének vizsgalataval kovetkeztethetiink. A riitikontos
és meglep (mivel e-tél fliggetlentiil igaz)

lim }IogN(k, €) = H(X)
k— K

Osszefliggést fogjuk bebizonyitani a stacionarius fokagy jelenbs osztalyara,
az inform@cidstabilis forrasokra, majd ennek felhasz#@lal kimondjuk és bizo-
nyitjuk az ebirt hibavaldszinliség forraskodolas tételét, ameaipéilag nagyon
hasonlit a valtozé sz6hosszlsagu forraskédolas 1.9 &zl

2.2. definicié. Az X = Xy, Xo, ... stacionarius forrdshformaciostabilisnak ne-
vezzlik, ha minded > 0-ra

Ilim P{‘—%Iogp(xl,...,xk)—H(X)‘ >6} =0,

vagyis a2y = —% logp(Xa,..., %), kK=1,2,... valészinliségi valtozok sorozata
valészinlségben (sztochasztikusan)HHEX)-hez, hek — oo,
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MEGJEGYZES

a) Az X informécidstabilitdsa nagyjabdl azt jelenti, hogy elégyk-ra, ak
hossz( sorozatok 1-hez kdzeli valoszinliségii részérajjmoazA C X*-ra
igaz, hogy

1
X logp(x) =~ H(X)

illetve
p(x) ~ 27K,

hax € A, valamint
A~ 2KHE)

Ezt a kijelentést ké&sbb pontositjuk majd, és latni fogjuk, hogy a kédolasi
tétel Iényegében ezen az észrevételen alapul.

b) Nem tul egyszerlien, de be lehet bizonyitani, hogy amtacius és ergodi-
kus forrasok informaciostabilisak. Azt viszont most megatjuk, hogy ha
X = X1, Xo,... emlékezetnélkili és stacionarius, akRbinformaciostabi-
lis:
Mivel X1, X, ..., X fliggetlenek és azonos eloszlasuak,

1
Yk = _Elogp(xla)(Za"'?Xk) =

_ —%Iog(p(xl) P(Xe)- - P(X)):
vagyis

1 k
Ykzk_;(—logp(x)),

ahol a—log p(X;)-k fluggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozok. A
nagy szamok gyenge torvénye szerint ekkolgz. ., Y, ... sorozat valo-
szinGségben konvergal &z-k kozos varhato értékéhekl (X;) = H(X)-

hez, tehaK informacidstabilis.

A kovetked tételen alapul majd az@lt hibavaldszinliségii kédolas tétele:

2.1. tétel. Ha azX stacionarius forras informaciéstabilis, akkor
1
lim —logN(k, &) =H(X)
k—oo K

minden0 < € < 1 esetén.
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BIZONYITAS: Legyen &k pozitiv egészre &8 > 0 tetsdleges valds szammy 5
a kdvetked halmaz:

1
A= {xe ‘—Elogmx)—mm‘ <5},
azazx € A5 pontosan akkor, ha

2-KH()+8) < pxy < p~KH()-8),

Az A s elemeit szokas tipikus sorozatoknak hivni, mivel egyrészaloszi-
nliséguk kozelileg 27 KH(X) masrészt al ; dsszvaloszinlisége ,kicsi”.
Az A 5 elemeinek szamat a kovetkikeppen becsulhetjik felid:

1> P(A) = % P(X) > |As| - min p(x) > |Agg|- 27 KHEI+O),
xXERs XA

vagyis
‘Ak,ﬁ‘ < 2k(H(X)+6) ) (26)

Mivel az X informaciostabilithsa pontosan azt jelenti, hd@\ 5) — 1, hak —

o, minden pozitivd esetén, ezéik elég nagy értekeir®(A,s) > 1 — ¢ teljesdil.
Tudjuk viszont, hogyBy¢ olyan halmaz, hogy nala kisebb elemszamu halmaz
valoszinlisége nem lehet nagyobb 4-nal, tehét (2.6)-bdl

N(k,€) = |Byg| < |Ags| < 2<€HHIHD)

kovetkezik, hak elég nagy. Ebdl azt kapjuk, hogy
%IogN(k,s) <HX)+d
minden elég nagi-ra, és miveb tetsdleges volt, ez azt jelenti, hogy

lim sup} logN(k, &) < H(X). (2.7)
k—>00 k

Valasszuk mosk-t olyan nagynak, hog (As) > 13 teljesiljon. (Ezt meg-
tehetjlk, hiszeﬁ? < 1.) Ekkor, mivelP (Bﬁ s) < ¢ (B*aBhalmaz komplemen-
tere, vagyisB® = X*\ B), ezért

1+e¢

> P (As) =

= P(ANBke) +P(ANBE,) <
< P(A@NBre) +E,
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ésinnen
1-¢
P (AksNByg) > ——

irhatjuk tehat, hogy

[EEN
|
[92]
A

P (Ak,é N Bk,e) <
|Ais M Bye| maxp(x) <
XGAk’5

y
IA

< [Bygl .sz(H(X)fé),

vagyis

N(k£) > (?) KHC9-8)

Ezt &trendezve azt kapjuk, hogy

1

logN(K.€) > H(X)—6+}Iog(l_£),

k 2
hak elég nagy. Miveb > 0 tetsdleges volt, ebdl kovetkezik, hogy
.1
liminf =logN(k, &) > H(X),
k—oo K
amibdl (2.7)-tel egyitt kovetkezik a tétel allitasa. |
Most mar mindent tudunk azhibaval6szinlségi kédolas tételéhez.

2.2. tétel. Legyen azX stacionarius forras informaciostabilis. Ekkor, haXaz
forrask-hosszu blokkjait-hibaval Q < € < 1) kédoljuk allandany hosszu kod-
szavakkal, akkor kédok barmely ilyen tulajdonsagu sordizat

Masrészt, tetsileged) < € < 1 hibavalészinliséghez és pozbihoz elég nagk
esetén mindig létezik olyah: Xk — Y™ e-hibaval dekédolhaté kéd, hogy

_m_HE®

L
k logs

+9.
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BizoNYiTAs: Haf : XK — Y™ e-hibaval dekdédolhaté kdd, akkor (2.5) szerint

m _ ilogN(k.e)
k = logs

)

és itt a jobb oldal az ékb tétel szerint’?cJ(—sgg-hez tartk — o esetén, tehat az éls
allitast belattuk.
A masodik allitas bizonyitasahoz legyen

M, = [W] , (2.8)

logs

ahol az[x] jeldlés azx valds szam fels egész részét jelenti. Ekkor a 2.1. tétel
miatt [étezik olyarkg, hogy

1
k

Ekkor (2.8) és (2.9) szerint

Ko > %, és logN(k,€) < H(X) + g logs, ha k> ko. (2.9)

1 /logN(k HX) & 1 H(IX
ﬁ S _ L(’S) 1) < L + =4 - L + be)
k —k logs logs 2 Kk  logs
hak > kg, amivel a masodik allitast is bebizonyitottuk. |

A 2.2. tétel tulajdonképpen azt mondja ki, hogy nem leheaisédgtsblegesen
nagy blokkokat kodol&-hibaval dekddolhaté olyan kédot konstrualni, melynek
betlinkénti &tlagos kodszbhossza kis -nél, de ezt az értéket feldrtets -
legesen megkdzelithetjik, ha elég nagy blokkhodgzigsznalunk.

Vizsgaljuk most a problémat mas szempontbdl. Kérdezhetiitkhogy ha a
betlinkénti atlagos kédszohosszat allando értékenkarjutorténik a dekddolas
hibajaval &k blokkhossz novelésével. Vezessiik be az

m

R:k

logs

jelsebességet, ami megadja, hogy h&laz s™ darab kddszot binarisan reprezen-
taljuk, akkor forrasbetlinként atlagosan hany bitet halsmk fel. Mivel azm-
hosszu kddszavakkdl = s™ kédszot lehet egyértelmiien dekdédolhatéan kodolni,
ezért aR jelsebességk-hosszl blokkokat kddol6 kédok kéziil az a legjobb (leg-
kisebb hibaval dekédolhaté), amelyik &% elsh N = 2R [egnagyobb valészin(-
ségli elemét kédolja egyértelmiien (a tobbi Uzenetetéieigasen). Tehat ha az
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Xk elemei valoszin(iségeik szerint csokéesorrendben vannak indexelve, akkor
a legjobb ilyen kod hibavaldszinlségére

Pe(k,R) = Z p(Xi) (2.10)
i>2kR

adodik.

2.3. tétel. Ha azX stacionarius forras informacidstabilis, akkor a legfefjd&R
jelsebességik hosszu blokkokat allandé széhosszon kédolo, legkisebévaib
dekoddolhato kéd hibavalésziniiségére igaz a kévétkez

Ilim Pe(k,R) =0, haR>H(X),
—»00

és

Ilim Pe(k,R) =1, haR<H(X),

—500
vagyisR > H(X) esetén elég hosszu blokkokat kddolva a dekddolas hibai@tet
legesen kicsivé tehét migR < H(X) esetén a blokkhosszt névelve a dekddolas
hibaja 1-hez tart, azaz a kéd hasznalhatatlanna valik.

BIZONYITAS: LegyenR = "xlogsaz f : Xk — Y™ minimalis betlinkénti atla-
gos kddszohosszéshibaval dekodolhato kod jelsebessége, és ledyerH (X).
A 2.2. tétel masodik fele szerint

limsupR¢ < H(X).
k— o0

Mivel R > H(X), ezért Iétezik olyangttdl flggd) ko index, hogyR« < R, ha
k > ko. EbIBI (2.10) szerint

Pe(k,R¢) > Pe(k,R)

kovetkezik, vagyis
Pe(k’ R) < 87

hak > ko, és mivele tetsdlegesen kicsi lehet, a tétel 8ltelét belattuk.

Legyen mosR < H(X). Tegyuk fel, hogy a tétel masodik allitasa nem tel-
jesul. Ekkor létezik egy olyak, — « sorozat, hogyPe(ki,R) < € (i =1,2,...)
valamilyene < 1 pozitiv szdmra. Egy ilyeR jelsebességlk-hosszu blokkokat
kddolé kod atlagos kdédszohossza persze

L= R

ki — logs’
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tehat R H
fiminf % <« R HE)
[ logs ~ logs

ami ellentmond a 2.2. tétel ésallitAsanak, mivel ezek a kddakhibaval deko-
dolhatéak. [

Ha X emlékezetnélkuli és stacionérius, akkoPd«k, R) hibaval6szinliségre
a 2.3. tételnél drsebb allitast is be lehet bizonyitani. Nevezetesen agy ha
R > H(X), akkorPe(k,R) exponenciélisan tart 0-hoz; &< H(X) esetén pedig
1—Ps(k,R) tart exponencidlisan a 0-hoz, ka .

2.2. Kvantalas

A digitalis mdédszereket a hirkdzlés szinte minden terilet&almazzak. Min-
den esetben, amikor az adatok feldolgozasa digitalisaériié; a folytonos ér-
tékkeészletil jelet véges értékkészletiive kell alakitArdigitalizalas elvi hatarait
az utolso szakaszban tisztazzuk, de az egyértelm glbstg-hibavaldszinliségl
dekodolhatésaggal ellentétben az elmélet nem konstrukrialkalmazott, tehat
konstruktiv digitalizalas legegyszer(ibb modja a skadylimenzids) kvantalas.

LegyenX = X3, Xp,... egy stacionarius forras, ahol Xzk valos valoszini-
ségi valtozok. AZ egydimenzios kvantaltjan egy véges értékkészptlR — R
leképezéssel kapdfi(X1), Q(Xy), ... diszkrét valdszinliségi valtozésorozatot (for-
rast) értunk. AQ(-) fuggvénytkvantalonak nevezzik. Vegyuk észre, hogy a
kvantalas az élz6 fejezet értelmében edy= 1 hossz( blokkokat kédol6 forras-
kdd (azaz betlinkénti kéd), melynek reprodukciés dbécéjerasabécé (a valds
szamok) egy véges részhalmaza. Természetesen az a célgglkaziX-et hiien
reprezentéljuk. A kddolas hliségét egy specidlis hliséghiél, aD(Q) négyze-
tes torzitassal mérjikhosszl blokkokra:

n

D(Q) - E (ioﬁ —Q(Xa))2> ,

ami, mivelX-k azonos eloszlasuak, egyéra kdvetkedvel:

D(Q) =E((X—Q(X))?), (2.11)

ahol X ugyanolyan eloszlasu mint ag-k. (Természetesen mas hliségmértéket is
valaszthattunk volna, de a gyakorlatban ez a legeltetidte

Legyen aQ kvantalo értékkészlete afz,xy,...,xn} halmaz, ahol az-k
valés szamok. Az szamokat kvantalasi szinteknek nevezzilk. Vegyuk észre,
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hogy Q-t egyértelmlen leirjak a#xi,Xo,...,xn} kvantélasi szintek és &; =
{xeR: Q(x) =x}, i =1,...,N kvantalasi tartomanyok. &; halmazok persze
diszjunktak és egyesitésiik kiadja az egész valés egyehésantalé mikddése
ezért a kdvetkgzképp irhato le:

Q(x) =%, haxe B;.

Tegyik most fel, hogy a kvantalot leiré adatok kozil mosk@sa{x1, Xz, . . ., XN }
kvantalasi szinteket ismerjik. Ekkor az ilyen kvantalasteket hasznal6 kvan-
talok kozul a legkisebb torzitasa afkvantalo, amelyre

B ={x: [x=x| <|x=xj|, j=1,2,...,N} (2.12)

(legkdzelebbi szomszéd feltétel), ahol a dontési szaliggyttehetjik egyértel-
miivé (vagyis aBj-ket diszjunktakkd), hogy ha egy adatketth vagy t6bbB;-be
tartozna, akkor a legkisebb index(ih6z soroljuk. Az ade#ritalasi szintekkeD
valoban legkisebb négyzetes torzitasu, hisze@hagy masik kvantalé ugyane-
zen kvantalasi szintekkel, akkor egy teéiegesx-re Q(x) = X; (tehatx € B;) és
Q*(x) = x; valamely 1<i, j < N indexekre, de ekkor (2.12) szerint

X=x| < [x=xj1,

tehat
(x—Q(x))* < (x—Q"(x)?

teljestl minderx € R-re amitdl D(Q) < D(Q*) kovetkezik. Ezért a kovetkék-
ben csak a (2.12) szerinti kvantalokkal foglalkozunk. Aeil kvantalokB; kvan-
talasi tartomanyai nagyon egyszerlien néznek ki. Az &ltslgdg megszoritdsa
nélkil tegyik fel most, hogy a kvantalasi szintek nagysdyistzrendezve van-
nak, vagyisq < xo < --- < Xy. Ekkor, bevezetve ag = L;”, i=1...,.N—-1
jelolést, a (2.12) szerinf; halmazok a kévetkézintervallumok lesznek:

B1 = (_Oo’yl] Bi = (yi*].:yi]’ = 2a .. '7N - 17 BN = (nylaoo)-

Egy ilyen,N = 5 szint{i kvantal6t dbrazol a 2.1. abra.
Az optimalis kvantalasi szint egy adott tartomanyhoz arsidipontja. Ugyan-
is a Steiner-tétel miatt tetélegesc konstansra

E((X—c)?|X e Bj) =

:E<(X—E(X|Bi))2|XEBi>+(E(X|Bi)—c)2,
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1R

X5 -+ >

N

&

<
=y

2.1. dbra. Kvantal® = 5 kvantalasi szinttel.

tehat az

g ] KT B=E (X7 X € )

Bi Bi

akkor minimalis, ha

J xf(x)dx
B

xizm =E(X| X € Bi),
Bi

ami a sulypont.

Atechnikai nehézségek elkeriilése végett a tovabbi viasgiak soran feltesz-
szik, hogy a kvanta valos valdszinliségi valtozo eloszlasa abszolut folygdno
strGségfiiggvénnyel, valamint azt is feltesszuk, hbgy|—A, A] intervallumban
folytonos, a|—A, A] intervallumon kivul nulla értékd fuggvény. Alzet felhasz-
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nélva a kvantalé négyzetes torzitasa a koveiképp irhato fel:

00

N
D(Q) = / (X—Q(x))2f (x) dx = Z@/ (x—x)2f (x) dx.

—00

A legegyszer(ibb kvantal6 agyenletes kvantal6 A Qy N-szintli egyenletes
kvantélét agy kapjuk, hogy aX lehetséges értékeinek halmazat-&\, A] inter-
vallumot,N egyenb nagysagu intervallumra osztjuk (eze®aintervallumok), és
a kvantalasi szinteket ezen intervallumok kdzepén helyleetz Formalisan tehéat

. A
Qn(X) = —A+(2i — 1)N’
ha A A
“A+2(i—1)— <x< —-A+2i— i=1,...,N.
+2( )N <XS-A+2S, yeees
A kovetked tétel megmutatja, hogy dt szintli egyenletes kvantalé négyzetes

torzitdsa nagi esetén kozelieg %2 (%)2

2.4. tétel. Ha azX valészin(iségi valtozd s(rliségfiiggvényére a fenti feltételek
teljestinek, akkor aX -et egyenletesed szinten kvantal@y kvantalo torzitasara

a 2
N 1
im|— ) D =—
N-00 <2A) (@) =13
aszimptotikus dsszefliggés teljestil.
Mivel az N-szintli egyenletes kvantalasnal egy l2osszu intervallumot osz-
tottunkN egyenb részre, egy kvantalasi intervallum hossga= % A tétel tehét
. 2
azt allitja, hogy nagi-ekreD(Qn) ~ 7.
BIZONYITAS: Legyenekynj=—A+2i&,i=0,....,N,xyj=—A+ (2 —1)&,
i=1,...,N, azN-szintl egyenletes kvantalo intervallumainak hatateive kvan-
talasi szintjei. igy a torzitas
N YN,i

D(Qu) = i;y / (x—x) 2 (X) dx.

Definialjuk az fn(x) szakaszonként konstans sirliségfiiggvényeket a kddetkez
képp:
YNi
fn(X) = — / f(z)dz, hax € (Yn,i,Yn,i—1] -

YNi-1
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Szamitsuk ki azfy(x) szerinti torzitastD(Qy)-et. Mivel az fy(x) konstans a
(Yn,i, YN,i—1] intervallumokon, azt kapjuk, hogy

YN,

_ N
D(Qu) = Zy/ (X=X, 2 () dx =
=i
YN,i YN,i
_ Zl / / (X—xnj)2x =
anN
YNji-1 YNji-1
YN,i qﬁ“
= 21 / /xzdx:
an
YN,i—1 JLN
7\“
= 12 (2.13)
A tételt tehat belattuk, ha be tudjuk bizonyitani, hogy
jim 2@ D)y D(Qw) =D(Qu) _ (2.14)
N—c0 D(Qn) N—sc0 q,2\1/12

Ennek bizonyitasanéal hasznaljuk ki &) folytonossagét. Mivel az(x) a[—A, A]
intervallumban folytonos, ezért itt egyenletesen folgsrtehat mivegy — 0, ha
N — oo, adotte > 0 esetén elég nagy-re

|f(X)_ f(y)| <§g, haX,yG (yN,iflayN,i]a I = 1,...,N.

EkkoraN-ekre tehatf (x) — fn(X)| < € teljesdl.
llyen nagyN-ekre irhatjuk tehat, hogy

12 —
@ ID(Qn) —D(Qn)| =
N YN, YN,

|ziy/ (x— xN, X)dx — Zy/ (X—X%n,i) fN (x) dx

YN,

;ji/ (x—xn)2| F(X) — fu(x)|dx <

12
QN

<
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3
<12 G
oy 12
= 2A¢, (2.15)

ahol a masodik egyedilenségnél kihasznaltuk, hogf(x) — fn(X)| < €, és hogy
Xn,i-K az (Ynji, Yn,i—1] intervallumok kdzepén vannak. Miveltetsdleges volt,
ezért (2.15) bizonyitja (2.14)-et és ezzel a tételt bekattu |

A jelsebesség 2.11. szakasz szerinti definiciéjavaNazintl kvantalo —
mint forrdskdéd — jelsebesséde= logN-nek adodik, vagyis egy kvantalt
Q(X) értékét lodN bit felhasznalasaval tovabbithatjuk illetve tarolhatjuie-
gyuk észre azonban, hogy@(X1),Q(X2),... valészinliségi valtozok sorozata
egy diszkrét stacionarius forras. igy tehaD@X;),Q(Xz),... forrasra, mondjuk
binaris kddabécét hasznalva, valtozé sz6hoszlsagu lsiddk@almazhatunk, és
az 1.9. tétel szerint egy ilyen kod atlagos kddszohos$zeéa), Q(Xy), . . . forrés
nicié utani megjegyzés szeribt(Q(X1)), amire tudjuk, hogH(Q(X1)) < logN,
tehat ha aQ(X)-k nem egyenletes eloszlasuak, akkor tovabbi tomoritéss-ér
tiink el. Ebben az esetben tehat a kvantal6 entrépigja ikérdenket, nem csak
a torzitdsa. A kovetkértétel egy aszimptotikus 6sszefliggést ad az egyenletes
kvantald szintjeinek szama és entropidja kozott.

o

2.5. tétel. Tegylk fel, hogy aX valészinliségi valtozb sirliségfiiggvénye csak
a [—A A intervallumon beldl kilénbé6zik nullatdl, ég folytonos[—A, Al-ban.
Tegylik fel tovabba, hogy a

A
H(f):—/f(x)logf(x)dx
—-A
integrél véges. Ekkor ax N-szintli egyenletes kvantalasanaiQn (X)) entro-
piajara

N— o0

lim (H(QN(X)) +I092WA> =H(f).

A tétel tehat azt allitja, hogy a kvantalasi szinfeékszamanak névekedésé-

vel az egyenletes kvantéld entropidjardd EQn (X)) ~ H(f) — loggn kozelités
érvényes.

B1zONYITAS: A bizonyitas soran a 2.4. tétel bizonyitdsaban bevezetétése-
ket fogjuk hasznalni. Mivelf folytonos, ezért a differencialszamitas Lagrange-

X
féle kozépértéktételét alkalmazva Bex) = [ f(z)dz derivalhaté fuggvényre,
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azt kapjuk, hogy léteznely i € (Yn,i, Yn,i—1] Szamok, amelyekre

YN,
/f(X)dX=(yN,i—yN,ifl)f(EN,i)quf(EN,i), i=1.. N  (2.16)

YN,i—1

Ezek szerint tehat

N
H(Qn(X)) = —_;P{QN(X)=Xi}|09P{QN(X)=Xi}=
N_ YN, YN,
_ Z(/ f(x)dx) Iog(/ f(x)dx) _
) i1 N,i—1

= 3 anf(Eloa(an (&) =

N N
= —_ZQNf(EN,iNOQQN—_ZQNf(EN,i)logf(EN,i)- (2.17)

Ekkor egyrészt (2.16) szerint

YN,

N N
_'zquf(EN,i)logqN = (—IogqN)_%/ f(x)dx= —logQn, (2.18)

masrészt

N— 0o

A
N
im,~ 3 o (&) log (&) :—/f(x)logf(x)dx, (2.19)
= “A
mivel a bal oldal a jobb oldali integral Riemann kozéltisszege. Osszevetve
(2.17)-et (2.18)-cal és (2.19)-cel, a tétel allitasa aklodi |

Ha a 2.4. és 2.5. tételeket 6sszevetjik, akkor kdnnyenHzetaa

lim (H(QN(X))+Iog\/12D(QN)> = H(f)

N—c0

aszimptotikus dsszefliggés az egyenletes kvantalasisaats entropiaja kdzott.
Ezt Ggy is fogalmazhatjuk, hogy

H(Qn (X)) = H(f)—log+/12D(Qn)
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nagyN-ek, vagyis finom (kis 1épéskozli) kvantalas esetén, amhagynos kodze-
lités lehet egyenletes kvantalo tervezésénél.

A H(f) differencialis entrépia tehéat a finom, egyenletes kvankéideneté-
nek a tomorithétségét méri, azaz valamilyen értelemben az eloszlas ehmed
Megmutatjuk, hogy adott szérasuf slrliségfiggvények kozil a normalis el-
oszlas slrlségfuggvényére a legnagyolbl( &) differencialis entrépia. Blszor
megmutatjuk, hogy h&(x) ésg(x) két, olyan folytonos strliségfiiggvény, amelyre

az ‘(2
z
f(z)log——dz

J t@og
integral I1étezik és véges, akkor ez az integral nemnegetivakkor és csak akkor,
ha f(x) = g(x).

LegyenX egy val6szinliségi valtozfyx) strlségfiggvennyel, és legyEn-

% egy masik valdszinliségi valtozd. Alkalmazzuk erre a Jeeggyenbtlensé-
get a—logz konvex figgvénnyel:

E(—log(Z)) > -—log(EZ)
—/Iog((z(() > Iog(/g;((f )
>

—/bg(T%) —bg(/m@da
/fml > 0

Az egyenbség feltétele szintén a Jensen-egytehségbl valamint f ésg foly-
tonossagabdl kdvetkezik.

Legyen mostf (x) egy olyan sirliségfiggvény, amelynek varhato értéke 0,
szorasa, és¢(x) a 0 varhato értékl ésszorasu normalis eloszlas sirliségfiigg-
vénye, azaz

00 = ——e &

Bebizonyitjuk, hogy

—/M@mwmmz—/ﬂmmm@m,

amibdl kovetkezik, hogy
H($) > H(f).
Vegyuk észre, hogy

/¢(X)dX=/f(x)dx:1
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és
/c])(x)xzdx:/f(x)xzdx:c2

miatt

/¢()|n¢ dx+/ X)1n  (x) dx =

- [o0x (rm 22>dx+/ X)In (x) dx =
—|n\/ﬁ0/¢( dx+—/<|> xdx+/ X)In  (x
:—Inﬁ/f()dwr—/ xdx+/ X)In f (x
—/f(x) (mﬁ-%) dx+/f(x)|nf(x)dx:
- [t )

ami nemnegativ.
Ebbdl az is kdvetkezik, hogy

H(f) < H(p)=

= Iog(x/_no> ~loge=
= EIog(ZTtec ).

Hasonlo technikaval megmutathat6, hogy az adott varh&é&@és a nemne-
gativ félegyenesre koncentralt slirliségfliiggvényeklidiziadott varhaté értékd,
exponencidlis slrliségfiiggvénynek a legnagyobb a diffaélis entrépiaja (2.7.
feladat).

A Lloyd—Max-algoritmus

Nem egyenletes kvantal6 tervezésénél azt a technikanadizaluk, hogy az
atlagos torzitas cstkkentéséhez a bemenetet pontosainwlitjkk a nagyobb va-
I6szinliségll tartomanyokban, mig a kis valdszinlségémanyokban rosszabb
kozelitést engediink meg, mint egyenletes kvantalas edeténgy tehetjik meg,
hogy a nagyobb valészinliségl helyeken a kvantalasivaltemokat kisebbnek
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valasztjuk. Amennyiben az intervallumok szama konstansgyben azt is je-
lenti, hogy a kisebb valészinliségli helyeken nagyobinvalieemhosszakkal dol-
gozunk. (Ez hasonlatos ahhoz, hogy veszteségmentes témésktén az atlagos
tdmoritési arany javitdsdhoz a kisebb val6szinlséggtreluld forrasszavakhoz
hosszabb kédszavakat rendeliink.)

Egy adottX valdsziniliségi valtozéhoz keresstik\agzint(i, optimalisQ kvan-
talot. Feladatunk ax; < x2 < --- < xy kvantélasi szintek és @(X) fuggvény
meghatarozasa ugy, hogydQ) négyzetes torzitds minimalis legyen. Bebizo-
nyithatd, hogy egy optimalis kvantalo kielégiti az alabéi &zlikséges feltételt:

1. LegkoOzelebbi szomszéd feltétel:

X—Q(X)| = min |X—X; YxeR

x= Q)| = min x| €R,
vagyis minden valdg kvantaltQ(x) értéke legaldbb olyan kodzel varhez,
mint barmely masik kvantalasi szint.

2. Sulypont feltétel:
Mindenx; kvantalasi szint megegyezik az¥nmintak atlagaval, amelyeket
erre a szintre kvantalunk)(X;) = x;).

Az 1. és 2. feltételt egyiitt Lloyd—Max-feltételnek nevekzéz ezt kielégt
kvantalét pedig Lloyd—Max-kvantalénak. Ha egy kvantalénredégiti ki a Lloyd—
Max-feltétel barmelyik részét, akkor lehetséges egy olgaantalot késziteni,
amelynek négyzetes torzitasa kisebb, tehat egy nem Llogd-Hantalé nem
lehet optimalis, de 1étezik nem optimalis Lloyd—Max-kvaldtis.

2.1. példa. Legyen a val6szinlségivaltozo g4, 2, 3,4} halmazon egyenletes
eloszlasu. Pontosan 3 féle 2-szintl Lloyd—Max-kvantaléalmazhatunk erre:

Qu)=1  Qu2)=Qu3)=Qu4)=3
Q@A =4 Q1) =0Q(2)=Q(3)=2

Q3(1) =Qs3(2) =15,  Qs3(3) =Qs3(4) =35

Q1 ésQy négyzetes torzitasa egyararb,0mig Qs-€ 0.25. Annak ellenére, hogy
mindharom Lloyd—Max-kvantal6, csdBs optimalis.

Feltesszik, hogy a kvantalanddvalés valdszinliségi valtozé eloszlasa az
abszolat folytonos slirliségfliggvénnyel adott. Ekkor a Lloyd—Max-feltétel a
alabbiak szerint alakul:
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1. Legkdzelebbi szomszéd feltétel:

X+ Xi+1

Vi = %7

aholy;_1 ésy; annak az intervallumnak a két végpontja, amelyestzintre

kvantalunk. (Az nyilvanvald, hogy minden kvantalasi tantmy interval-
lum.)

i=12,... N—1,

2. Sulypont feltétel:

Yi
J xf(x)dx
_ Yi—l.

X=——
J f(x)dx
Yi-1

vagyis minden kvantalasi szint a sajat kvantalasi intéuahnak sulypontja.

: i=1,...,N,

o

2.6. tétel (Fleischer).Legyen azf (x) sdrliségfliggvény pozitiv értékl és loga-
ritmikusan konkav (vagyi$og f(x) legyen konkav). Ekkor egyetlen N-szint(i

Lloyd—Max-kvantald létezik a(X)-re, igy ez egyben az egyetlen optimalis kvan-
talo is azf (x)-re.

2.2. példa. Legyenf(x) az egyenletes eloszlas slrliségfliggvéayg-n. Kony-
nyU ellerdrizni, hogy azN-szintli egyenletes kvantalé & b] intervallumon ki-
elégiti a Lloyd—Max-feltételt aZ (x)-re. Az egyenletes eloszlas logaritmiku-
san konkav, ezért ax-szintli egyenletes kvantal6 az egyetlen optimidliszint(
kvantalé az egyenletes eloszlasra.

Az algoritmus:
A kvantaldt egyértelmien jellemzik ag kvantalasi szintek és B; = (yi—1,Vi]
tartomanyok. Célunk a szintek és az intervallumhataroitjaa [épésil I€pésre.

1. Vegyunk fel egy kozelitést a kvantalasi szintekre.

2. Optimalizaljuk a kvantalot a kvantalasi szintek szenmtgyis hatarozzuk
meg az intervallumhatarokat a legkdzelebbi szomszédiétkéelégitésé-
vel.

3. Szamitsuk ki, hogy mennyivel csokkent a torzitas, és feggzbre meg-
hatarozott kiiszobértéknél kisebb, akkor készen vagyunk.

4. Optimalizaljuk a kvantalét az imént kapott intervallukhoz, vagyis alkal-
mazzuk a sulypont feltételt, és folytassuk az algoritmuastzonttdl.
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kompresszor kodold dekddold expander

— y=G(x) - X =Q(y) = ¥=Q (%) " X=G XY —

D —— S kvantalé D
y=G(x) X

2.2. dbra. Kompanderes kvantélo.

Kompanderes kvantalo

A kvantalasra a gyakorlatban altalaban olyan alkatréseweik el, melyek-
kel egyenletes kvantalast valdsithatunk meg. Ebben abhassatkvantalt értéket
kell tomdriteni. Gyakran ezt nem akarjuk megtenni, sokilehbb azt szeretnénk,
hogy rogzitve a kvantalasi szintek szanigt, minimalizaljuk a négyzetes torzi-
tast. Ezt Ugy tessziik, hogy a kvantalandoé jelet egy monateaked fuggvény-
nyel, a kompresszorral h—%, %]—be képezziik, ott alkalmazunk egy egyenletes
kvantalét, és a kvantalt értéket a kompresszor inverzéamkkpanderrel) visz-
szatranszformaljuk (2.2. abra). (kompander = kompresssxpander)

A leggyakrabban alkalmazott nemegyenletes kvantalék aritmgikus komp-
resszor karakterisztikat hasznalé eszk6zok, amelyek kbzdty hal6zatokban a
beszédkddolast végzik a '60-as évek Ota. Azért alkalmalowgkitmikus kvanta-
last, mert az emberi beszédben a kis amplitidoju jelek aebaég szempontja-
bdl rendkivil fontosak, ezért a lelddegnagyobb pontossaggal kell ezeket kvan-
talni, mig a nagy amplitiadéju jelek esetében a tul nagy jetezkell megakada-
lyozni. A beszédkodolasban kétféle kompander hasznalatetaw és az A-law.
Az el6bbi az Egyesiilt Allamokban, Kanadaban és Japanban elteijempresz-
szor ill. expander fliggvénye:

_ In(3+ux)
Gu(x) = msgnx —-1<x<1
Gh(x) = 5((1+p)|x|—l> sgnx  —1<x<1

A [ paraméter értékét altaldban 255-nek valasztjak.
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0.6

0.4+

0.2

-01 -008 -006 -0.04 -0.02 0.02 004 006 0.8 0.1

2.3. dbra. A-law ég-law kompresszor fliggvények.

Az Européaban, Afrikaban, Ausztralidban és Dél-Amerikabialmazott A-
law kompandere az alabbA& 87.6):

A

G Mﬁ‘A sgrx,  0< X < %

X =
A() 14In|AX 1
Tha SINX, z<[x|<1
1+In A
B A Sory, 0 <
Ga'(¥) = X(1+inA)-1 1

S —SgnX, s <X <1

Az alapveb kilbnbség az A-law és|alaw karakterisztika kbzott, hogy az A-
lawnak kicsit szélesebb a dinamikatartomanya (értékkészék terjedelme), mig
a p-lawnak egy kicsit kisebb az alapzaja. A 2.3. abran lath&ét&kompresszor
flggvény. A kulonbség csak a 0-hoz kdzeli tartomanyban figpté meg, ezért
a[—0.1,0.1] intervallumban abrazoltuk éket (a vizszintes tengelyhez kdzelebb
halad6 gorbe az A-law, mig a tavolabhjidaw).

A finom, egyenletes kvantalo négyzetes torzitasa kitehegza kompande-
res esetre. Jeldljgé(x) a kompresszort éxx) = G'(x) a derivaltjat. Legyenek

1

1
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a transzformalt intervallumban a kvantalasi hatagok,y; ; =d = % és
yi =G L(y), i=1,2,...,N—1
a valés kvantalasi hatarok. Ekkor aedik kvantalasi lépé&snagysaga
a=Yi—VYi-1

A (2.13)-hoz hasonléan belathatjuk, hogy

(Qu) ~D(Qu) i/y @
D(Qn) ~D(Qn) = f(z2)dz-~ =
&/ 12

AL
- 1N? .Zl( (y) =Gy 1>>2 a
Yi—Yi-1
1 Vi
1NV yi{1f(z)dz
<y. = f 9(Z>d2>
B 1 fz| yi 1)
TOAN2 L gzz| Yi-a
valamilyeny; 1 <z <y;-re. A
N f(z)
IZQZ(Z)(y yl )
az
f(2)
——dz
/ 9*(2)

egy integralkozel@-osszege. Azt kaptuk, hogy

1 f(2)
D(Qu) = 12N2/ 2 %
Ismerve azf(x) slrliségfuggvényt, megkereshetjik az ,optimalis” kongwat.
Ehhez felhasznaljuk a Holder-egyétienséget.
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2.1. lemma (Hélder-egyerftlenség). Legyenp,q > 1 tgy, hogy% + % =1. Ek-
kor, hahy(x) éshy(x) két olyan fliggvény, hogy

/|h1(x)|pdx és /|h2(x)|qu

véges, akkor

‘/h1 X)ha(x) dx| < (/|h1 |de> -(/|h2(x)|qu)é.

1
Alkalmazzuk a Holder-egyeatlenségep =3, g = %, hi(x) = ( L) ) °,

hy(x) = g?/3(x) szereposztasban:

/ 3 x)dx = / hy(x)ha(x) dx <

ahol kihasznaltuk, hogy g(z) dz= G(») —G(—») = 3 — (—3) = 1. Azt kaptuk,

hogy
) x> (/f1/3(x)dx)3,

és visszahelyettesitéssel ebeizhetjiik, hogy ezt az optimumot akkor érhetjik el,
ha

1/3
09 =) =
kovetkezésképp
L j; £1/3(2) dz
G'() = —5+7

j‘o f1/3(2)dz
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Vektorkvantéalas

A forras kimenetének toébbdimenzios eloszlasat felhasanébkebb torzitast
érhetiink el ugyanakkora bit/minta arany mellett vektorkaassal. A forrasszim-
bélumok egyenkénti kvantalasa helyett (ahogyan azt skemtalo esetén tettiik)
szekvenciakat, vektorokat képeziinkdgk, s ezeket egytt kvantaljuk. (Tekint-
stk példaul a kétdimenziés esetet. Skalar kvantalo alkedswmesetén — egy-
masra medileges tengelyeket feltételezve — téglalap alaku tartqwiéat kapunk
a sikban, mig vektorkvantaloval barmilyen szabalytal&idem alaku (példaul
kor) tartomanyok kialakithatok.)

Tegyuk fel, hogy a forrAsunk emberek magassag- és tomegagdaneralja.
Ezek példaul 100 és 200 cm, illetve 20 és 120 kg ktzé esnek. selzeéen 6
biten szeretnénk kvantalni az adatainkat, és skalar kiargbkalmazunk, akkor
3-3 bit jut a magassagra és a tdmegre egyarant. Az intemvakat 8 egyerd
részre osztva, azok kozepén kijeldlve a szinteket (a steteség kedvéért kétdi-
menzids koordinatarendszerben abrazolva az igy lehetségatalasi pontokat:
magassag—testtdémeg koordinataju pontok), egy (22 kg, A9 adatpart ugyano-
lyan torzitdssal kvantalunk, mint egy (70 kg, 180 cm)-estlokt nyilvanval6an az
elébbi adatpar nem fog &lordulni, mig az utébbi gyakori lesz. Vektorkvantalas
alkalmazaséaval megtehetjik, hogy példaul a statisztikaigalatok szerint leg-
gyakoribb magassag-testtomeg egyenes kérnyezetébesihink kis torzitast,
mig a gyakorlatilag lehetetlen adatparok esetében medéngenagyobb torzi-
tast is.

LegyenX egyd-elem( forrasvektof (x) strliségfiiggvénnyel. &-dimenzids
vektorkvantalo eg®(x) fliggvény, amely ax € RY bemenetet axy, Xa, ..., XN €
RY vektorok egyikébe képezi le. A kvantalét egyértelmietejaki azN ki-
meneti vektor, és a hozzajuk tarto®i, B, ..., By tartomanyok, amelyeRd
egy particiéjat alkotjak (diszjunktak, és lefedi-t), tehatQ(x) = x;, hax € B;,
i=12,...,N. Atorzitas vizsgalatara tovabbra is a négyzetes toraiésicket
fogjuk hasznalni:

D(Q) = SEIX - QU2 = Z [ Ix=xlex

XeBi

ahol|| - || az euklidészi norma.

Vektorkvantalo tervezése adott torzitdsi mértékre isrberheneti eloszlas
esetén &B; tartomanyok és ax; kimeneti vektorok meghatarozasat jelenti. Mig
egydimenzids esetben ez viszonylag egyszerl problémeditgét, hiszen csak a
valés egyenes intervallumai johettek szamitasba, addgy mégB;-k alakjara is
végtelen sok lehéségilink van. A torzitas szempontjabél optimalis megdRids
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2.4, dbra. Hatszdogminta.

alakjara a kor, a géomb, illetve magasabb dimenziékban adipeb lenne. Sajnos
azonban ezekkel az alakzatokkal nem lehet hézagmentdednilécsempézni) a
teret, pedig minden lehetséges bemeneti vektorhoz pantmgekimeneti vektort
kell hozzarendelnink. Kétdimenzids esetben j6 kbzeljisent a sikot lefed
szabalyos hatszégminta, amely a 2.4. abran lathaté.

Egy optimalis vektorkvantal6 kielégiti az alabbi két sztyss feltételt, me-
lyek az egydimenzios eset kézenféldltalanositasai:

1. RY particidja Dirichlet-particié, vagy mas néven tartomanyaonoi-tar-
tomanyok, azaz

By ={x: [[x—x < |x—xll, Vi#i}.
2. A kimeneti vektorok a hozzajuk tartozo tartomanyok salytjai:

X :argmin/||x—y]|2f(x)dx.
Yo,

A Lloyd—Max-algoritmus altalanositasaként vektorkvédsaesetén ainde—
Buzo-Gray-algoritmus hasznalatos:

1. Vegyunk fel egy kozelitést a kvantalasi vektorokra.

2. Optimalizaljuk a kvantaldt a kvantélasi vektorok szemagyis hatarozzuk
meg a tartomanyokat a Voronoi-tartomanyokra vonatkozétielkielégité-
sével.

3. Szamitsuk ki, hogy mennyivel csokkent a torzitas, és feggzbre meg-
hatarozott kiiszobértéknél kisebb, akkor készen vagyunk.

4. Optimalizaljuk a kvantalét az imént kapott tartomanyakhvagyis alkal-
mazzuk a sulypont feltételt, és folytassuk az algoritmuastonttdl.
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2.5. dbra. Fa-struktdraju vektorkvantalé.

A Linde-Buzo—Gray-algoritmussal tervezett vektorkvémkddkonyvének al-
talaban nincs medfigyeltiethel® struktiraja. Ez a ,véletlenszer(” szerkezet
megneheziti ugyan a kvantalasi folyamatot, de ez biztoaiggktorkvantalo kozel
optimalis torzitadsat. Tobb megoldéas létezik strukturdét,ugyanakkor kedvéz
torzitdssal rendelkézvektorkvantalo tervezésére.

A fa-struktraja vektorkvantalo alapelve az, hogy hz= K9 kimeneti vek-
tor kozil a kdzel optimalisat egymeélységli é&-adfoki fa segitségével keressiik
meg. Egy szint egy bejegyzése a kovetkszint egyK darab vektort tartalmazo
halmazara mutat. igy 6sszesen legfeljelfingK| 6sszehasonlitast kell végre-
hajtanunk a teljes keresé$ dsszehasonlitasa helyett. A 2.5. dbth-a2, K = 3
esetet szemlélteti, ahol az élkoordinata szerint alkalmazunk egy skalar kvanta-
I6t, majd részintervallumonkeént kilon tervezink egy skklantalot a masodik
koordinatéara.

Néhany alkalmazasban, mint példaul a beszédfeldolgomaaldzemeneti jel
dinamikatartoméanya széles skélan valtozhat. Az ehhezégéls nagy kodkonyv-
ben valo keresés helyettslzor normaljuk a vektort, majd kulén-kildn kvantaljuk
a normalizalt vektort, és a normalizal6 faktort. A normal&faktor a dinamika-
tartoméanybeli helyet, vagyis az energiat hatarozza meg ammiormalizalt vektor
a jel formdjat, igy ezt a technikénergia—forma vektorkvantalonak nevezzik.

Osztott vektorkvantalas esetén a forrasvektorokat fiiggetlen osztalyokba so-
roljuk térbeli tulajdonsaguk alapjan. A kulénk®nsztalyokhoz kilénbdzvek-
torkvantaldkat terveziink. Ez a technikéeyos példaul a képtémoritésben, ahol
az éleket tartalmazé illetve nem tartalmazo6 tartomanyaleké osztalyt alkot-
nak.
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Todbbszintli vektorkvantalas esetén tobb menetben dolgozunkd&or egy
alacsony bitaranyu kvantalévalédllitjuk a bemenet durva kdzelitését, majd Ié-
pésbl Iépésre mindig az eredeti bemenet és azteszint altal eballitott kdzelités
eltérését (a kvantalasi hibat) kvantaljuk.

A képek tdbb nagyobb, kdzel egyszini ,foltot” tartalmazrigy jol mlkddik
az a megoldas, hogy a képpontok (blokkonkénti) atlagat &gias kvantaléval
kvantaljuk, majd a képpontokbdl kivonva ezt az atlagot egiterkvantalét alkal-
mazunk.

2.3. Linearis sz(rés

Arészsavos kddolas (subband coding) bevezetéséhez éaébitezéshez sziik-
ségunk van a gyengén stacionarius folyamat spektrélisegfliggvényének és a
gyengeén stacionarius folyamatok linearis szlrésénedfoéra. LegyeiX(t) egy

0 varhato érték(R(1) kovarianciafliggvényl gyengén stacionérius folyamatzaz

R(T) = E(X(t+T)X(t))

mindent-re. EkkorR(t) pozitiv szemidefinit, tehat tetSlegesf (t) flggvényre

//R(t—s)f(t)f(s)dtdsz 0.
Ezt Ggy lathatjuk be, hogy megmutatjuk, hogy a bal oldal

E (/X(t)f(t)dt)z,
ami nemnegativ.

Tegytuk fel, hogyR(1)-nak |étezik a Fourier-transzformaltja:

00

s(0) = / R(t)el™ ct.

—00

s(w)-t az X(t) folyamatspektrdlis slrliségfuggvéngnek nevezzikR(t) szim-
metridja miatts(w) is szimmetrikus, tovabbR(1) pozitiv szemidefinit tulajdon-
s&gabdl kdvetkezik, hogy

s(w) > 0.

Legyenh(t) egy négyzetesen integralhato fliggvény:

/m h(t)?dt < co.
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Ekkor azX(t) folyamatlineéaris sz(iré$£n az

29

Y(t) = /h(s)X(t _9)ds

—00

folyamatot értjuk. (A hatarértéket négyzetes kézépbenaids) Belathato, hogy
Y(t) is egy O varhat6 értékl, gyengén stacionarius folyarm@)-t a szt saly-
flggvényeének nevezzik. A(t) Fourier-transzformaltjaétviteli figgvénynek
nevezzik:

29

H(w) = /h(t)eiw‘dt.

—00

2.3. példa. Legyen O< b < B, és

[ 1, ha|w| € [b,B]
H(w)_{ 0, egyébként

Az ilyen atviteli figgvény( szidt idealissavsz(ibnek nevezziik, mert az
X(t) = Asin(wt +¢)

gyengeén stacionarius folyamat szt ), ha|w| € [b, B], és azonosan 0 egyéb-
ként. (It a[0,2r7-ben egyenletes eloszlasu.)
Szamoljuk ki a2y (t) szrt folyamaR(1) kovarianciafuggvényét:

R = E(Y(OY(0) =

I

m
g >
8~z

h()X(T—3) ds/ h(t)X(Ot)dt) _

h(S)h()E(X(T — )X (~t)) dsdt =

~—s

|
8

h(s)h(t)R(tT+t —s)dsdt =

|
8

e 199 5((0) dedsdt =

Il

| | |
8°—3g 8 ™——3g 83
\8 \8

=

25

=

T

\..8

I
|§|H
8~~—3g 8
1 ~
l\s
8~~—3

8

h(s)h(t)e 1°t—9 dsdt) e 1 s(w) dw =
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-1 /m IH (00) 267 1s(w) doo
21

(Az integralasok sorrendjének felcserétimigét most nem ellénztiik.)
Ez alapjan kiszamithatjuk a sz(irt folyamat teljesitményé

E(Y(07) =R(O) = 5 [ H(@)Ps()deo>

A savsz(i6 esetén

|w/€[b,B]

és ez indokolja a spektralis stirliségfliggvény elneveZéslytonoss(w) es kis
B — b (tlisz(ib) esetérR(0) ~ 5 - 2(B—b)s(b), a szlirt jel energidja kozelieg
L(B—Db)s(b).

2.4. Mintavételezés

LegyenX(t) egy 0 varhat6 értékl, gyengén stacionarius folyaRfa} kovarian-
ciafuggvénnyel és(w) spektralis slrliségfiggvénnyel. A4t) folyamat most
mind iddben, mind értékkészletében folytonos, tehat egyaltatam myilvanvalo,
hogy mikor lehetséges torzitasmentes adattomorités. rEblszakaszban mod-
szert mutatunk az @ ,diszkretizalasara”, ez a mintavételezés. Legyen 0 a
mintavételiid6, az{X(kT), k=0,4+1,+2,...} diszkrét ideji folyamatot aX (t)
folyamatmintavételezégnek nevezziik.

Az a kérdés, hogy a mintavételezésmikor reprodukalhato aX(t) tokéle-
tesen.

Valasztunk egy interpolalo figgvényt:

_ sin(Tt)

f(t) = —

Nyilvan f(0) =1 ésf(k) =0, k==+1,£2,....
Definialjuk a reprodukciét:

00

K= Y X(K)f (%—k),

k=—o0
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vagyis aT-vel atskalazott interpolalé figgvén(kT)-szeresét eltoljuk &-adik
mintavételi pontba, és ezeket a fliggvényeket 6sszegeaikgtelen 6sszegzés-
ben a hatarértéket négyzetes kézépben értjiik, azaz

N 2
’\IliTwE<>?(t)— s X(kT)f(%—k)) —o.

k=—N

Nyilvant = kT esetén

vagyis a mintavételi idpontokban a reprodukcio tokéletes.

2.7. tétel (Mintavételi tétel). Ha azX(t) folyamatB savra korlatozott, vagyis

és

akkor mindenr-re
P{X(t) = X(t)} =1.

Ha bevezetjik & = % frekvenciat, akkor a mintavételi tét€lre az alabbi

feltételt adja:
1

<28
vagyis a mintavételi frekvencia legalabtBaduplaja legyen.

T

MEGJEGYZES A mintavételezés egy olyan forraskodolasi eljaras, amakoly-
tonos idejl stacionarius folyamatot a mintaiba kddoluska reprodukcié inter-
polacioval torténik. Vegyik észre, hogy ez a tokéletesaekcié csak egy elvi
lehebBség, hiszen az interpolacié az dsszes, tehat végtelen saétrhasznal.
Megmutathat6, hogy ez az interpolacié megvaldsithatdiglsavsziidvel. Ez a
savszid annal jobban kozelithétrealizalhat6 szi@vel, minél nagyobb a minta-
vételi frekvencia a savszélesség duplajanal. igy példéelefoniaban a beszédet
3400 Hz-re savszlrik, és azt 8000 Hz-cel mintavételezik.

A mintavételi tétel bizonyitasahozédb egy lemmat bizonyitunk:
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2.2. lemma. Legyen _
Hu() = 5 & (k).

ekkor|w| < Teseten

BizoNYIiTAs: Jeldlje
H(w):/eiwtf(t)dt
azf(t) interpolalo fuggvény Fourier-transzformaltjat!dskor megmutatjuk, hogy

[ 1 hajw <
H(w)_{ 0, egyébként’

ugyanis
17 17
2 ot _ 2 [ eietgyy—
2H/H(m)e dw 2n/e dw
—o0 —Tt
1 [eiwty™
B %[_jt]—n_
g it _gimt
- =2mjt
_sin(mt)
= =

tehatH (w) inverz Fourier-transzformaltjé(t).
irjuk fel a G(w) = H(w)e 1 figgvény Fourier-sorat g, 1-ben:

Gt(w) = Z gk,tefjmk,
ahol

I
1 —_—
— B — 7]Q)k
Okt o / Gi(w)e dw
-1
T

1 S
— H — jwt qj ok
211/ (w)e el dw
-7
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_ 1 /e Jo(t=K) gy

21
—Tt

= f(t—k),

tehat|w| < Ttesetén _ _
H(w)e 1@ = Z f(t—k)e 9,

kovetkezésképp

1=H(w) = Z f(t —k)et N = H(w).

A 2.7.TETEL BIZONYITASA:
Itt csak egy bizonyitasvazlatot adunk, mivel nem edigreiik a kilonbda felcse-
rélések jogossagat. Megmutatjuk, hdgiX (t) — X(t))? = 0, amildl mar kovet-
kezik, hogyP{X(t) = X(t)} = 1.
E(X(t) — X(1))? = E(X2(t)) — 2E(X ()X (1)) + E(X?(1)) (2.20)
Szamitsuk ki a harom tagot!
E(X?(t)) = E(X?(0)) = R(0) (2.21)

A keresztszorzatnal kihasznaljuk a savkorlatozottsagat22. lemmat:

EXMR() = ( )3 XK1 (——)>
= ZRt—kT (__>

- T e st (14 -
_ 2nz/e jo(t—KT)g dwf(——k)

Vezessiik be & = L jelolést, ekkor

EX()X() = 2nZ/ 9T W) do (1 — K) =
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= %T/Ht/(wT)s(w)dw:

- = / ) dw = R(0 (2.22)

amennyibenw|T < 11, ami teljesil, hdBT < T, és ezt feltettiik. Nézzik a harma-
dik tagot!

E(R2(1) = ;ZE(X(mxaT))f(i— )t (z-1)=
RO
- TYae e s (1)1 ()=
~ ) (ze”“%%—@)'
T

_ %T / He (6T )He (—60T)s(w) deo =

= %T/Ht/(wT)Ht/(—wT)s(w)dw:

- = / ) dw = R(0 (2.23)

A (2.20), (2.21), (2.22) és (2.23) miatt
E(X(t) — X(t))? = R(0) — 2R(0) + R(0) = 0. |

2.5. Transzformacios kodolas

Ebben a szakaszban olyan technikat mutatunk be, amelygékségével a forras
kimenetét dsszetéire bonthatjuk, és ezen dsszdiket sajat, jellema karakte-
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risztikajuk szerint kodoljuk.

A transzformécios kodolasa vektorkvantalas egy specialis esete. Az opti-
malis vektorkvantal6é nagy szamitasi bonyolultsagu, migukgiralt vektorkvan-
talé nem optimalis. A transzformacios kodold megkisérlettdt 6tvozni: ebbb
transzformalja a jelsorozatot, majd a transzformalt satrémmponenseit kvan-
talja skalar kvantaldkkal. Ez igy egyutt egy strukturakteekvantalé. Ugyanak-
kor az egyes komponenseket mas és mas finomsagu skalarlavahk&antaljuk,
tehat a vektorkvantalo reprodukcids vektorai egy olyarbtiimenzids racsot al-
kotnak, melyet megkaphatunk egy tébbdimenzids téglatedasaival.

A transzformacios kddolas [épései a kbvetialz

El6szor osszuk fel a kddolandé, } jelsorozatunkak hosszu diszjunkt blok-
kokra. Minden egyes blokkra alkalmazzunk egy invertalhaadszformaciot,
mely az{yn} sorozatot eredményezi.

Masodszor, kvantaljuk a transzformalt sorozatot. Az aliadott kvantalasi
stratégia fligg a kivant bitsebesg#ga transzformalt sorozat kiilénhibreszeinek
eltéid statisztikai tulajdonsagaitol és a megengedietzitastol.

A harmadik Iépésben kodoljuk a kvantalt értékeket valaemliginaris koddal.

A tovabbiakban csak lineéris transzformaciéval foglalkuz Ekkor a transz-
formalt sorozat a kdvetkézalakban all &:

k—1
WZ%%N
i=

Az {yn} sorozat elemeinek eloszlasa a sorozaton belil elfoglafcpol, n-tol
fugg. A transzformalt sorozat elemei eloszlasanak tehjeéiea g’ szorasnégy-
zettel mérjik. Ez fogja befolyasolni, hogy hogyan kodolguttanszformalt soro-
zatot.

Az eredeti sorozat helyreallithat6 a transzformalt sditwdaaz inverz transz-
formécidval:

k—1
Xn = ZO bn,iYi
i=
Ugyanezek matrixos alakban:
y = AX
X =By
aholA ésB k x k-as matrixok, melyek, j-edik elemes; ; illetve by j, és

AB =BA =1

vagyis
B=A"1
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A képtdmoritésnél hasznalt kétdimenziés esetben:
Y =AXAT
X =BYB'

Ezek gyakran ortonormalt transzformaciok, vagyis a triorezalé matrix inverze
megegyezik a transzponaltjavll:= A~t = AT, igy

X=ATYA.

Az ortonormalt transzformacié méwzi az energiat, vagyis az eredeti és a
transzformalt sorozat négyzetdsszege edydpéldaul egydimenziés esetre:

1 k-1
Z}yﬁ =yly=(AX)TAX =xTATAx =x"x = Z)Xizv
i= =

ahol kihasznéltuk az ortonormaltsagot, his2diA = A~1A =1.

Szerencsés esetbenyaggyes komponenseinek nagysagrendje kiiloabigz
hat az egyes kvantalok kilonk®szamu kvantalasi szintet hasznalnak. Hita
allokacio probléméaja. Tegyik fel, hogylkahosszu blokk-kédolasai bitet sza-
nunk gy, hogy g-edik kvantaloM; bitet hasznalhat, azaz kvantalasi szintjeinek
szama ¥i. A skalar kvantalo entrépiajald(f) differencialis entropiatdl fiigg,
amely normélis eloszlas esetéing(Zneoz). Az X linearis transzformaltjanak a
komponensei nagly blokkméret esetén a centralis hatareloszlas tétel miat-ko
litbleg normélis eloszlasuak, tehat indokolt, hogyedik kvantalo

Mj = c+loga(Y;j) (2.24)

bitet kapjon. Ekkor
k—1

5 (c+loga(¥)) =M.

J:
ahonnan & konstans kiszamolhat6:
k—1
M- 3 loga(Yj)
j=o
C=

Kk

A gyakorlatban harom transzformacio terjedt el legink&bloliszkrét koszi-
nusz transzformacio(DCT) k x k-asA matrixanak el§ sordban csupéﬁ( elem
all, mig az ez alatti elemek az

)= \/%COS(W)
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képlettel szamolhaték. A DCT a legkedveltebb transzfoithafelhasznélja a
JPEGEs azvPEG all6- illetve mozgdképtomoritési szabvany is.
A diszkrét szinusz transzformacié(DST) k x k-as matrixanak elemei:

=] —2sin( AL
&i=Vikr1 ™™ kr1)

Az egyszerlUbliszkrét Walsh—Hadamard-transzformacio(DWHT) kisebb
szamitasigény, de altalaban nem biztosit olyan j6 ttésirhatasfokot, mint a
DCT. A transzformalé matrixot a kbvetkézekurzidval kapjuk:

. Azk—l Azk—l
Azk - <A2k1 —A2k1>

A kiindulé matrix pedig:

a_ (A ALY _(1 1
2=\aA; A 1 1

A matrixok kielégitik azAzkAgk = 2K feltételt, és a transzformacié soran ennek
a normalizaltjaval dolgozunk. A 8 8-as DWHT transzformal6é matrixa igy a
kdvetked:

igy példaul:

1 1 1 1 1 1 1 1\

1 -1 1-1 1-1 1 -1

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

A—i 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
vgl1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

1 -1 1-1-1 1-1 1

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

A transzformacids kodolas leggyakrabban hasznalt megitala aészsavos
kddolas. Alapdtlete, hogy a jelet nem a teljes savszélességébaijigbhghanem
frekvenciasavonként.

A részsavos kédolas egy gyakorlati megvalésitasa latha@d.adbran. A
forrds kimenetét egy szdibankon vissziik keresztil, amely a jelet az 6ssetev
frekvenciasavokra bontja szét. A sélirkimenetén kapott frekvenciasavok le-
hetnek atlapoltak és nem atlapoltak (a teljes savot egysearlefedk). Ezutan
mintavételezzik az egyes sblrkimeneteit. A mintavételi térvény szerint az
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1. analizis Prs LA . szintézis
szliB —@— 1. kodold 1. dekodolo —@— szU
2. analizis FRYS E SR . szintézis ||
szliB —@— 2. kédolo 2. dekédolo —@— szU6
3. analizis S f 1A . szintézis ||
szliB 4@7 3. kédolé p 3. dekddold 4@7 S0
=
: 8 :
. (s .
0
M. analizis © szintézis
szl —@— M. kédol6— -+ — M. dekodolo—@— s7l6 —

2.6. bra. Részsavos kédolo.
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elemi savszélességek kétszeresével kell ezt megtenniiidsznallithatdsag ér-
dekében. Tehat a mintak szamat csokkenthetjik adkZimenetén, hiszen itt
kisebb a savszélesség, mint a §tiank bemenetén volt. Ezt decimalasnak vagy
alulmintavételezésnek (downsampling) nevezzik. A ded@ménértéke a sztr
bemenetén illetve kimenetén @wsavszélességek aranyatdl fligg. A decimalas
utan kovetkezik a kddolas. A kodolt jelet atkildjik a csaéor, majd annak tul-
oldalan dekddoljuk. Felllmintavételezzik (upsampling)gyis a mintak kozé
megfeleb szamu 0-t illesztlink, igy allitva vissza az eredeti masorhnkénti
mintaszamot. Végil egy silvankon vezetjik keresztiil a jelet, amely elvégzi a
forditott transzformaciot, s igy a kimeneteit 6sszegeamuk a végleges jelet.
Felmerilhet a kérdés, hogy miért j6 ez az egész? Az embeaiksrervek,
akar a hang, akar a (mozg6)kép érzékelés terén frekvengoiadld. Ezt a tényt
ugy hasznalhatjuk ki, hogy az érzékelés szempontjabébsofrekvenciasavok
pontosabb rekonstrukciojara toreksziink, mig a kevéshiégaavokban nagyobb
torzitast engediink meg. Masré&dlzuiz egyes szdk kimenetén kiillénbdza sz6-
rasnégyzet, és ennek megféleh rendre kulénbdzszamu bitet allokalhatunk a
kvantalashoz a (2.24) egyenlet szerint, és ezzel |ényégaxitést érhetlink el.

2.6. Prediktiv kddolas (DPCM)

A prediktiv kédolas alapelvét @zor egy specidlis esetben vezetjik be, amikor
a predikcio az €z6 minta (,meteorologus prediktor”). Ezt hivjukilonbségi
kodolasnak.

A kllénbségi kddolas alkalmazasa egy adatforrasra akkoyék, ha a szom-
szédos mintak kozti eltérés nem tal nagy. Példaul digitdek esetén a szom-
szédos pixelek kozotti eltérés viszonylag kicsi, hacsak magyunk egy él kdze-
Iében.

A kovetked példa ravilagit, hogy mit nyerhetiink a kilénbségi kodedhis
memoériamentes kodolashoz képest, vagyis amikor a min&ggahastol fligget-
lendl kodoljuk.

2.4, példa. Legyen egy 8 hites intenzitasu digitalizalt kép 8 egymasekd pi-
xelének értéke:

147, 145, 141 146, 149, 147, 143 145

Ha ezeket pontrdl pontra kédoljuk, egyenként 8 biten, aldtdrez 64 bit szik-
séges. Vegyiik azonban a kodolasteézen intenzitasok kilénbségét oly madon,
hogy az el képpont értékét valtozatlanul hagyjuk, majd minden tbvddixel
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esetén azt az értéket taroljuk, amelyet dz@&képpont intenzitasahoz hozzaadva
a sajat intenzitasat kapjuk. Esetiinkben ez a kovétlesz:

147, -2, —4, 5,3, -2, —4, 2.

Vilagos, hogy az eredeti sorozat helyredllithatd a massdikzatbdl. A kapott
sorozatot egyszerlien vezessik at egy 0s§regz

El6szor 8 biten atkildjiuk a dekddernek, hogy a kilénbségeket hiten fog-
juk abrazolni (ez figg a legnagyobb megjelenit@adékol), majd szintén 8 biten
atkuldjik az elé (valtozatlan) adatot. Esetlinkben a legnagyobb kilonigstk
az 5, ezért 4 biten fogjuk atkildeni a differenciakat (@elbit + 3 adatbit). Igy
0sszesen 8 8+ 7-4 =44 bitet hasznalunk fel, ez 30 %-kal jobb témdoritési aranyt
jelent.

Sajnos veszteséges tomorités esetén nem ilyen egyszelyrath nem igaz,
hogy adott hibahataron belil helyreallithato ily médon eeleti sorozat. Legyen
a forras kimenete:

6.2,9.7,132,59,8, 74,42, 1.8
Képezzik a killobnbségeket:
6.2, 35,35, -7.3, 21, —0.6, -3.2, —24

A veszteséges tomoritéshez hasznaljunk egy 7 szintli&daatkovetkea kime-
neti szintekkel—6, —4, —2, 0, 2, 4, 6. A kvantalt értékek:

6,4,4, —6,2 0 —4, -2
Ha most megprébaljuk az eredeti sorozatot helyreallitaziockasos médon, a
6, 10, 14, 8, 10, 10, 6, 4
ertékeket kapjuk. Az eredeti és a rekonstrudlt sorozattkézceltérések:
0.2, —0.3, —0.8, —2.1, -2, —2.6

Lathaté, hogy egyre hosszabb sorozatokat vizsgalva a bipanfiatosan dGhet.

Vizsgaljuk meg ezt az észrevételt altalanos esetben! lregyleemeneti so-
rozatunk{xn}. A kuldnbségi sorozafd,}, ahold, = xn — X,—1. A Kkulonbségi
sorozatot kvantaljuk, s igy kaijﬂdAn}-ot:

a?] = Q(dn) = 0On+0n
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ahol g, a kvantalasi hiba. A véyoldalan a rekonstrualt sorozatdk, }-ot ugy
kapjuk, hogy a kvantalt kiilénbséget hozzaadjuk éz@eértékhez:

P

X\n = nfl‘f‘dn

Tételezzik fel, hogy az ad6 és a Gewgyanarrdl az értékt indul, tehatxg = Xo.
A kvantalas és a rekonstrukcio élaéhany lépése:

d = x1—X%

dh = Qdh)=di+

51 o= Yot+di=x+d+q=xi+q

b = x—x1

b = Qd)=dx+0p

o = Kuit+=Xi+q+0a+0 =X+ + 0.

Tovabb folytatva, an-edik |épés utan:

Tehét a kvantalasi hiba felhalmozaodik.

Vegyik észre, hogy a kodolo és a dekodolo kildiibadatokon hajt végre
miveleteket! A kddolo az eredeti sorozat kiilldnbségeiegifa, mig a dekddolo
a kvantalt kiilonbségekkel dolgozik. Athidalhatjuk ezt algémat, ha az adét és
a ve\dt rakényszeritjik, hogy azonos adatokon dolgozzanak. vé e eredeti
{Xn} sorozatrdl csak a rekonstrudlk,} sorozatbdl szerezhet informéciét. Ez
utdbbi viszont az adénak is rendelkezésére all, igy a kigdégképzés miveletét
a kovetkedképpen maédosithatjuk:

dn - Xn — S(\nfl.

Ezt felhasznalva az &t6 |épéseink igy médosulnak:

di = X1—Xo

di = Q(di)=di+as

%1 = Sotdi=X+di+01=x+0
h = x—X

d = Q(d)=0da+qp

o = Sa+th=%+0a+0 =X+
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+ . .+ %
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| pn + X 1
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! prediktor| !
LTI J

k6dolo

2.7. abra. DPCM.

Altalanositva:
?n - Xn + Qn,

tehat a kvantalasi zaj nem akkumulalédik.

Az a célunk, hogy minél kisebb kilénbségi értékeket kapjuttthezx, érté-
két nem csalk, 1 segitségével becsilhetjik, hanem a rekonstrudlt sortizzit e
értékeinek figgvényével is. Az ezt megvalésitod eszkpeediktor :

pl’] = f(?nfbs(\nfz: ce 7%)

Itt a kllbnbségképzés a
dn = Xn— Pn

kifejezéssel torténik. Az erédorzitas ebben az esetben sem halmozédik. Az ed-
dig elmondottakat megvalosité rendszer a 2.7. abran @thateljaras nevki-
I6nbségi impulzuskdd modulacid(differential pulse code modulatioBDPCM).

Az eljarast a Bell Laboratériumban dolgoztak ki a '40-eslkéwégén, ésdként a
beszédkddolasban terjedt el, igy széleskorlien haskreédekommunikacidban.

A kulénbségi kédolé rendszerek, mint a DPCM, azzal érik §L&ét, vagyis
a tomoritést, hogy csokkentik a bemeneti sorozat szérgsdindmikatartoma-
nyat. A széras csokkentése attdl fligg, hogy a prediktor yiemdl tudja be-
csiilni a kdvetked szimbolumot az éizbleg rekonstrudltakbdl. A 2.7. szakaszban
vizsgaljuk a becslés problémakorét.

A bemeneti jelek tulajdonsaga valtozhat a@bdn. Ehhez tud alkalmazkodni
az adaptiv DPCM rendszer. Az alkalmazkodas térténhet al&dbonenetére ér-
kezb jel (x,) alapjan, ekkor ére adaptiv modszditr beszélink, vagy a kimenet
(X,) alapjan, ez a hatra adaptiv modszebrEladaptiv esetben, mivel a dekéder-
nek nem all rendelkezésére a kédolé bemeneti jele, ezéndszer médositott
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paramétereit is at kell vinni. Hatra adaptiv esetben ilyeiblgma nem merdl fel,
hiszen a kédold kimenetét megkapja a dekdder.

A kvantal6t és a prediktort egyarant tervezhetjik adagtthDPCM), ez
utébbirdl a 2.7. szakaszban sz6lunk 6l adaptiv kvantalo esetén a bemenetet
blokkokra bontjuk, minden Iépésben kiszamoljuk az aktublokkra optimalis
kvantalo paramétereit, és atkuldjik a dekddernek kieggsrbrmacioként.

A gyakorlatban inkdbb dayant-kvantalé néven ismert hatra adaptiv mod-
szert haszndljak. Itt minden egyes kvantalasi intervatlomegy szorz6tényér
rendeliink, amely a kvantal6 bélgorigbhoz kdzeli) tartomanyaindél 1-nél kisebb,
mig a kil$ részeken 1-nél nagyobb. A ténygézaz origéra szimmetrikusan he-
lyezkednek el. Annak flggvényében, hogy az aktudlisan téliaérték melyik
intervallumba esik, ezen intervallum szorzotérgjérel korrigéljuk a Iépéskoz
értékét. Ha a kvantalt érték kicsi, akkor finomitjuk a lég&gkmig nagy értékek
esetén nagyobb |épéskdzt fogunk alkalmazni.

2.5. példa. A 2.8. abra egy 8 szintli kvantalot 4brazol. Legyenek az £gyer-
vallumok szorzétényes: M; = Mg =12, M, =M7;=1, M3 =Mg=0.9, My =

Ms = 0.8, a kezdeti |épéskdz pedlgy = 0.5. A kvantaland6 sorozat:. D, —0.2,
0.2,0.1,0.2,05,0.9, 15, 1.0, 0.9, .... Az eld bemeneti adatot a kezdetB0
lépéskozzel az 5. szintre kvantaljuk, a kimenet értéR6 sz, a hiba 5. igy az

Uj Iépéskdzr; = MsAg = 0.8-0.5=0.4 lesz. A kdvetked adat a 4. intervallumba
esik, most a l1épéskoz4 tehat a kimeneter 0.2 jelenik meg, és a lépéskdz U]
értékeN, = MyA; = 0.32. Igy folytatva az eljarast, az eredmény tablazatos for-
maban a 2.9. abran lathato.

Vegylk észre, hogyan alkalmazkodik a kvantalé az inputhfezdetben a
bemeneti értékek kicsik, ezért a |épéskdz folyamatosakkesy) ezzel egyre jobb
kozelitést biztositva. Majd nagyobb bemeneti értékek #@amnek, igy a |épéskdz
is novekszik. Megfigyelhetjik, hogy a hiba értéke viszogytagy az atmeneti
szakaszban.

A kvantalasi [épéskdzt a konkrét megvaldsitasok terméseatvéges pontos-
saggal abrazoljak, ezért el kell kerliniink azt a szituadiogy a lépéskoz fo-
lyamatos cstkkentésével, az nullava valjon. Be kell vardtregyAmin értéket,
amelynél nem valasztjuk kisebbnek a Iépéskézt. Hasonl& okatt egyAmax is
szlikséges.

A DPCM egyszeriibb formaja, delta modulacié (DM). Ez egy 1 bites (2
szint{) kvantaléval rendelké2DPCM. A 2 szint(i kvantal6val csakA kimeneti
értékeket allithatunk 8| vagyis (egy folytonos jel mintavételezésével ad6do) két
minta kozotti eltérést csak ezzel reprezentalhatjuk. Amgdren egy adott beme-
neti sorozatban a mintak kdzotti kiillonbség nagyon @k, a kimeneten egy al-
lando torzitas jelentkezik. Ezt gyakoribb mintavételseégllensulyozhatjuk. A
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1 kimenet
8
70 /21 —
|
|
5A/2_ ,L:
|
3A/2_ ,Ll
|
5 |
30 —2A -AD/2+——
' 4 : : : banenet
‘E- _A /2A 2N\ 3A
|
,L 1 _3A/2
|
|
,L: 1 _5A/2
|
|
# 1 _7A/2
2.8. 4bra. Jayant-kvantal6 8 kvantalasi szinttel.
szint szint
n A, bemenet szama értéke hiba Uj Iépéskdz
0 0.5 0.1 5 025 015 A1 = Mslg
1 04 -0.2 4 -0.2 0.0 Ny = Myl
2 0.32 02 5 016 004 Nz = Mz,
3 0.256 01 5 0128 Q028 As=MsA3
4 0.2048 -0.3 3 —0.3072 —0.0072 A5 = M3/,
5 0.1843 01 5 00922 —0.0078 Ag = MsAs
6 0.1475 02 6 02212 00212 A; =Mghg
7 0.1328 05 8 04646 —0.0354 Ag = Mgly
8 0.1594 Q9 8 05578 —0.3422 N9 = Mglg
9 0.1913 15 8 0.6696 —0.8304 A1p= Mglg
10 02296 10 8 0.8036 01964 A1 = Mghig
11 02755 Q9 8 09643 00643 Ajp = Mg

2.9. dbra. A 2.5. példa végeredménye.



2.6. REDIKTIV KODOLAS (DPCM) 105

2.10. &bra. Linearis delta modulacid.

DM rendszerekben a legnagyobléfrdul6 frekvencianak nem csak a kétszere-
sével, hanem akar a szazszorosaval is mintavételeznekittoalacsony szinten
tartasa végett (példaul j6 nbségli A/D atalakitokban, ,1 bites atalakitok”).

A fix lépéskozi kvantalot tartalmazo DM rendszerdkegéaris delta modu-
latornak nevezzik. A 2.10. dbran megfigyelhetjik, hogy torzittsokbdl je-
lentkezik. Azokon a részeken, ahol a bemenet hozdéegkonstans, a kimenet
oszcillalA-val (granular regions). Ezt a hibAtcsdkkentésével kompenzalhatjuk.
Azokban a tartoményokban, ahol a bemenet tul gyorsan nikekagy csokken,

a kimenet nem tud Iépést tartani (slope overload regiozéxt @zen a\ [épés-
ko6z novelésével segithetlink. Lathatd, hogy a kétféle tiwzgyidejli javitasa
éppen ellentétes feltételeket tAmadaia vonatkozdan, ezért fix 1épéskdzzel nem
oldhaté meg.

Ezen segit a Iépéskdz adaptiv megvalasztasa. A kozel ksrtstdomanyok-
ban kis 1épéskdzt valasztunk, mig gyors valtozasok esétéaljiik A-t. A beme-
net lokalis tulajdonsagahoz alkalmazkodé rendszereklkdziégyik legkedvel-
tebb a konstans faktorral alkalmazkodo delta modulatargtams factor adaptive
delta modulation, CFDM). A legfontosabb feladat annak riegéasa, hogy ép-
pen milyen jellegl tartomanyban vagyunk. A kozel allanéiszeken a kvantald
kimenete majdnem minden mintanabjglet valt, mig a gyorsan valtozé interval-
lumokban a kimenet éele allandd. A legegyszerlibb esetben csak a riegel
mintaig tekintlink vissza a tartomany jellegének eldérmgséleloljiks,-nel a
delta modulaton-edik iddegységbeli ,|épését” éAn-nel az itt érvényes lépés-
kozt (s, = £An). Ekkor azn+ 1-edik iddegységbeli lépéskdzt a kovetkdEppen
kapjuk:

Aot — { Mi14n, ha sgre, = sgns,-1
" M24n, ha sgrs, # sgns-1
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ahol 1< M1 = M% < 2. A memodria nbvelésével, vagyis példaul 2 mintéra visz-
szatekintve tovabb cstkkentbet torzitas:

Mi14n, ha sgre,—2 # sgns,—1 # Sgns,
Dopy — M2An, ha sgre, 2 = sgns, 1 # Sghs,
MsAn, ha sgre,—2 # sgns,—1 = sgns,
MaAn, ha sgrs,_o =sgns,_1 = sgns,

ahol pI.Ml =04<M;=09<M3=15<My=20.

A beszédkbdolasban kivanatos, lassabb alkalmazkodadetestivé a foly-
tonosan valtozé meredekségl delta modulacié (continyeasiable slope delta
modulation, CVSD). Ez csbdkkenti a kdzel konstans esethidivetett hibat, vi-
szont ndveli a gyors valtozasok esetén bekdvétkebat. Az adaptiv 1épéskdz
szamitasara szolgal6 képlet:

An = BAn—1+ 0nlo,

ahol3 egy 1-nél alig kisebb konstans;, értéke pedig 1, ha a kvantalo legutdbbi
K darab kimeneti értékéhJ darabnak azonos volt aztgtle, egyébként 0. Tehat
egy K hosszu ablakon keresztil figyeljik a bemenetet, édldbivetkeztetiink
annak lokalis viselkedésére. Jelledartékek:J = K = 3.

2.7. Linearis becslés

A prediktiv kddol6 rendszerek, mint példaul a DPCM, a kiikédi sorozat ma-
sodik momentumanak és dinamikatartomanyanak cstkkesmtesgk el céljukat.
A széras csokkentése azon mulik, hogy a prediktor menngitedlja megjosolni
a kovetked szimbélumot az éizbleg rekonstrualt értékek alapjan.

Legyeno3 a kuilonbségi sorozat masodik momentuma:

0-3 = E(Xn - pn)27

ahol
pn = f(?n—la?n—Za s 7?0)

a prediktor kimenete. Feladatunk azbf) megtalalasa, amely minimalizélgﬁ—
et. Ez azonban nem ilyen egyszerli. Egyré&zt X, + g,, masrészy, figg
dn szorasatdl, igyf (-) megvalasztasa befolyésotj%—et, ami pedig hatassal van
a rekonstrudlk, sorozatra, eftl pedig fuggf(-) megvélasztadsa. A kor bezérult.
Ez acsatolas(coupling) még egyszer( forrasok esetén is rendkivil bluitga
teszi az explicit megoldast. Mivel a gyakorlati forrasokz&bsem idedlisak, a
probléma szamitasigénye kézbentarthatatlanna valikddbaglkalmazasban.
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Elkerulhetjiik ezt a nehézséget finom kvantalas feltétetnmd, vagyis feltesz-
szik, hogy a kvantal6 |épéskdze olyan kicsi, hgghelyett irhatunkX,-et, ezért

pn — f(xnflvxf'IfZV . ,XO)

Tehat, ha megtalaltuk(-)-et, akkor alkalmazhatjuk a rekonstrugjt értékekre,
és igy kozelibleg megkapjukp,-et. Aog—et minimalizalo fliggvény a regresszios
fuggvény, vagyis akE (X, | Xn_1,Xn—2,..., Xo) feltételes varhato érték.

Sajnos a feltételes varhato érték megtaldlasahoz szikségjine an-edren-
di feltételes valészinliségekre, amelyek altalaban tieak&endelkezésiinkre.

A legjobb megoldas reménytelennek &likeresése helyett korlatozzuk vizs-
galatainkat dinearis prediktorfliggvényekre, vagyis

N -~
Pn ::i;aixn—i-

Ezek ugyanis kdnnyen kiszamithatoak és tarolhatoak, vatararmalis eloszlas
esetén linearis lesz a regresszids fliggvéivet a prediktor rendjének nevezzik.
Elve a finom kvantalas feltételezésével, irhatjuk:

o =E (Xn - iiaixni>

ahol a feladatunk a3-et minimalizalé{a;} sorozat megtalalasa.

0§ N valtozoés fuggveény lokalis szé&lértéke létezésének szilkséges feltétele,
hogy a parcidlis derivaltak 0-k legyenek. Vegyuk (2.25)cplrs derivaltjait
rendrea;j, j =1,...,N szerint:

2
: (2.25)

0 2

a—ajod = E %(Xn—iiaixni>2 =
E (—zxn_,- <X:izaxni>> =
—2E <<xn_i;aixn—i> Xn—j> =0,

ahol kihasznaltuk a varhatoérték-képzés linearitasgtj kg 1,...,N-reN egyen-
letet kapunk, amelyek ismeretlent tartalmaznak. Ezeket atrendezve kapjuk:

N
Y aRi— ) =R(), i=1..N,
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aholR(k) a gyengén stacionariug, kovarianciafuggvénye:
R(k) = E(XaXn1k)-

irjuk fel a most kapott egyenleteinket a kdnnyebben kezélhetrixos alakban:

Ra—p,
ahol
RO R1) R RIN-1)
R1) RO R RIN-2)
R=| R@® R(1) R(0) R(N-3)
RIN-1) R(N-2) R(N-3) R(0)
ar R(l)
ap R(Z)
a=| & p=| RO
an R(N)

R kifejezésében felhasznaltuk & —k) = R(k) tulajdonsagot. Ez az egyenlet-
rendszer az Un. Wiener—Hopf-egyenletrendszer diszka&jeal Ha ismerjik az
{R(k)}, k=0,1,...,N kovariancia értékeket, akkor meghatarozhatjuk a predikto
egyutthatokat:

a=R1p, (2.26)

amennyiberR ! létezik.

A prediktoregyitthaték meghatarozasara szolgalé (2.8g¢m@etet a stacio-
naritas feltételezésével kaptuk. Ez azonban a gyakoragiidiorduld forrasok
esetén nem jogos. A stacionaritas legfeljebb csak lok@lesgy bizonyos jelhosz-
szon belll igaz. A problémat ugy oldhatjuk meg, ha a prediktdaptivva tesz-
szik a jel lokalis viselkedéséhez. Ez torténhételadaptiv (a kodolé bemeneti
jele alapjan) illetve hatra adaptiv médszerrel (a kddoidaete alapjan).

El6re adaptiv esetben a bemenetet blokkokra osztjuk. (Blkédéths ese-
tén a tipikus blokkhossz 16 ms, ami 8000 minta/masodperg@resk?8 mintat
jelent, mig képtémorités soran altalabax 8 pixeles blokkokat hasznalnak.) Ez-
utan kiszamitjuk az empirikus kovariancia egyttthatokatdan egyes blokkra,
amelyekidl a (2.26) segitségével kapjuk a prediktoregyttthatékdtovariancia
egyutthatok kiszamitasakor azzal a feltételezéssel ¢himdyy a mintak értéke a
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blokkon kivul 0. Ezért at-edik M hosszU blokkra az alabbi kdzelitést alkalmaz-

zuk:
1 IM —|K|

R(I)(k) = XXt

i=(1-TM+1

vk-ra. R (k) = RD(—k))

Az elére adaptiv médszer megkoveteli, hogy puffereljik a betetnezzel
késleltetést visziink a rendszerbe, ami példaul beszétisdsetén nem szeren-
csés. Ugyanis egyetlen k6dol6—dekddolé par esetén mégetied a késleltetés
mértéke, azonban egy telefonkapcsolatban szamos DPCMd&édadekodold
vehet részt (pl. a nagy tavolsag miatt), s ekkor az &@latsleltetés mar jeleds
lehet. $it, ittis, mint ebre adaptiv kvantalas esetén, kiegé&siriformaciokat kell
atvinni, hiszen a dekodolé nem ismeri a kodol6 bemeneti.jelé

Hatra adaptiv esetben a prediktor alkalmazkodasahoz addelsa@amara is
rendelkezésre all6 jelet, a kddold kimenetét hasznaljubs#r az egyszeriiség
kedvéért vegyiink egy ésendl prediktort. Ekkor a jel valddi és becsilt értéke
kozotti eltérés négyzete azedik iddpillanatban:

d2 = (Xn — ar1%n_1)%.

Ezt aza;-ben masodfoku kifejezést (parabolat) kell minimalizé&lkuGondoljuk
meg, hogy ha a minimumheljtpozitiv iranyban helyezkedik e el6z6 értéke,
akkor ott a derivalt pozitiv, mig az ellenk@iranyban negati\a; Uj értékét koze-
lithetjik ugy, hogy a régi értéldlevonjuk a derivalt konstansszorosat (gradiens
maodszer):

+1 od?
a(ln ) — a(ln) — aa—a’i, (2.27)
0d? - e -
D2 = —2(Xn—aXn-1)%n-1 = —20n%n 1. (2.28)
a
Helyettesitsik (2.28)-at (2.27)-be:
™™ = al"” + o dofn1,

ahola* = 2a. Mivel dy-et csak a kddolo ismeri, hasznaljuk helyette
dn - ?n - ag_n)?n_l'et:

(n+1)

af (n)

= al + a*a;]?nfl-

Terjessziik ki ezt az egyenletet Wzedrend(i prediktor esetére! Az eltérés hiba-

négyzete ekkor:
N 2
R=X%-Saki| .
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Enneka; szerinti parcialis derivalasaval kapjuljedik prediktoregydtthat6 sza-
mitasara szolgalé kifejezést:

aE”H) — aﬁ”) + OOy
Vektoros formaban:

A(n+l) — A(n) +G*dnxn71

ahol
Xn
~ ?nfl
Xn - . )
Xn—N+1

és

N N

Oh=%Xn— ) aXn_i

Az ismertetett eljards a legkisebb atlagos négyzetek {Ueamn Square)
modszerének rekurziv valtozata.

2.8. Beszédtomorités

A beszédtémorit eljarasok teriiletén ételjes fejbdés volt megfigyelhétaz el-
mult évtizedekben. A minél alacsonyabb bitsebesség rmelleél jobb mirdségi
hang atvitelének igényeéleg a nyilvanos céll tavkozlés résiaéfogalmazodott
meg. Kezdetben az eddigiekben megismert altalanos céhdstjkat alkalmaztak.

Az ismertetésre kerilmegoldasokat a nyilvanos tavkdh&lozatokban hasz-
nalt impulzuskéd modulacithoz (Pulse Code Modulation, PCM) hasonlitjuk.
Hatarozzuk meg ennek bitsebességigényét! A ,telefore@n” viszonylag kis
savszélességgel is beéri. Az analdéd BHz savszélességll beszédltnémi
ratartassal) masodpercenként 8000 mintat veszink, éged biantaljuk, igy
8000- 8 = 64 kbps-ot kapunk. Az 1972-ben megjel€éh711-es tavkdzlési szab-
vany logaritmikus PCM kddolast hasznal, azaz kompandesast&lot (mint erdl
a 2.2. szakaszban sz0 vgltiaw, A-law).

A beszédtomdritésel szemben tdmasztott megndvekedett kommunikaciés
igény elkerilhetetlenné tette egy Uj eljaras kifejlesztéamelynek kisebb a bit-
sebességigénye, de emellett j6 G8agU, jOl érthét beszédatvitelt tesz leliate.

A kivanalmaknak megfelel az 1984-8s721szabvany, amely 32 kbps-os atviteli
sebességével megduplazta a kiépitett vonalakon folytabiesz€élgetések szamat.
A G.721 adaptiv kilénbségi kddolason (ADPCM) alapul. Kitredja az emberi
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beszéd kuldonbdz idépontokban megfigyelt mintai kozoétti hosszu- és révidtava
korrelaciét (2—20 ms). A kvantalasi léfgdsméretét az élz6 mintak alapjan val-
toztatja. A kédol6 késleltetése kisebb mint 2 ms, és szarapgdnton keresztul-
haladé jel esetén is megfebeindséget biztosit.

A fenti eljarasok finomitasaval jobb tomdritési arany ételt Ezek a maéd-
szerek az emberi hangképzés modelljét hasznaljak fel: difildkiaramlo leved
megrezegteti a hangszalakat, majd a gége, garat, szajrlEegilletve a nyelv
altal képezett valtoztathato akadalyon keresztulhalathdeul ki végil a hang. A
hangszalak utan I&hangképéa szerveket dsszefoglaléan hangk&pimak (vocal
tract) nevezzik. A hangszalagok képzik a zongét (alapt@mgajd a hangkéfiz
Ut moduldlja azt. A mesterséges hangképzéshez tehkeklallitanunk egy ger-
jeszb jelet, és ezt kell modulélnunk a hangkép szerepének megfedein.

A kbdolo a beszédet szegmensekre osztja, és minden szegnmeeghata-
rozza a gerjesitjelet, és a hangképaitat modelleé szl paramétereit. A ger-
jeszb jel olyan, hogy ezen bedllitott sZilkimenete leginkabb hasonlitson a to-
moritend beszédre. Azintetizalt beszédtomorikk esetén a gerjeszielet nem
kuldjuk at, csak néhany paraméterét, ésétzbdekddold dallitja a megfeld
gerjeszb jelet, majd ezzel hajtja meg a sajat s#imnkjat, amelynek paramétereit
a kapott adatoknak megfetaln allitotta be.

A tomoritend beszéd minden szegmensét egy saésbankon vezetjik ke-
resztiil, amelyet analizis sfifrek neveziink. Az analizis sfikimenetének ener-
gidjat meghatarozott @kdzonként (altaldban masodpercenként 50-szer) mintavé-
telezzik, és atkildjik a dekdédolonak. (Az emberi beszé@@hms-os egységen
belul stacionariusnak tekintlée) Digitélis esetben az energiat kozelithetjik a
sz{B kimeneti jelének atlagos négyzetdsszegével, mig anaépen a jel bur-
kologorbéjéenek mintavételezésével érhetiink célt. Azgiaeneghatarozasaval
egyidejlileg azt is el kell donteni, hogy az adott beszégisems zongés vagy
zongétlen hangot tartalmaz-e. A z6ngés hangok alperisdiiselkedést mu-
tatnak, az alapharmonikus frekvenciajat hangmagasségnalk. A kodol6 a
becslilt hangmagassag értékét szintén atkildi a dekodolghadngétlen han-
gok zajszerll szerkezetet mutatnak. A szintetizalt bespdiritést tekinthetjik
egy olyan vektorkvantalasnak, ahol a kvantalast az egyegnsensek Fourier-
transzformaltjainak a terében végezzuk.

A dekodoldban a hangképzszerveket savszéibankkal modellezzik, ez a
szintézis szify, amely megegyezik az analizis saéel. Annak megfeléen, hogy
z6ngés vagy zongétlen hangot kell-e visszaallitani, aézimsz (i bemeneteként
egy, a hangmagassagnak megfele¢riodikus jelgeneratort vagy egy alzajgene-
ratort hasznalunk. A jel amplitudoéjat a becsiilt energiamagfeleben allitjuk
be.
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A hangképd Ut egy valtoztathaté méretii rezonatoriiregként fogledt@fért
szamos rezonanciafrekvencia lehetséges, de nem az osskentiadsszetév
egyforman fontos. A rezonanciafrekvenciakat formanskkmavezzik. A for-
mans frekvencigja hangonként etiéde férfiak esetén 200—-800 Hz, migkn
esetén 250-1000 Hz kozotti tartomanyba esik. Ezt a jelieérhasznalja fel a
formans beszédkodolpamely meghatarozza a formansok értékének kozelitéset
(altalaban 4 formans megkulonbdztetése eleginehlamint ezek savszélessé-
gét, majd a ved oldalon a gerjesitjelet hangolhaté sz&kodn vezetik keresztul,
amelyeket a formansok frekvenciajara és savszélességegelnak.

Ennyi felvezetés utan nézziik meg a konkrét alkalmazasokat!

Linearis prediktiv kddolas (LPC) esetén egy linearis sAihasznalunk, mely
az ebzb mintak alapjan probal optimalis becslést adni az aktualigara ugy,
hogy a négyzetes torzitds minimalis legyen:

M
Xn = Zla;xn_i + Gep, (2.29)
i=

ahol G a sz{ib energiaja (gaink, a kvantalando jel. Aza; egyiitthatdk optimalis
meghatarozasa a 2.7. szakaszban ismertetett moédon &trténh

Az LPC-nek két véltozata van. Az egyszerlibb, nem-szird#tesetben (ez
még ,hagyomanyos” eljarasnak tekintbetbban az értelemben, hogy nem hasz-
nalja fel az emberi beszéd modelljét) kbzvetlenil a kill@gbfel mintavételezett
értékét €,) kildjuk at a vewnek. Ekkor (2.29)-ber, helyén a 2.6. szakaszban
megismert moédon a reprodukjt értékek allnak.

A fejlettebb médszer a véoldalon szintetizalt beszédet allibelvagyis csak
a szlb {a} paramétereit és & energiat kell atkildenlnk, és dllibgeneralja
a ve\w a sajat szidijével a beszédet ugy, hogy ag sorozatot helyettesiti egy
mesterséges gerjeézelsorozattal.

A kddoldnak a kovetkezinformaciokat kell atkiildenie: zéngés vagy zéngét-
len-e a hang, a hangmagassag értéke és a hartjkégizmodellea szi6 para-
méterei. AzZLPC-10 algoritmus esetén ez a kdvetkd@ppen néz ki: A zongés /
zbngétlen informacio 1 bit, a hangmagassagot 60 lehetstidae kvantaljak
egy logaritmikus karakterisztikdju kompanderes kvans&gitségével (6 bit), és
z6ngés esetben 10-edrendl, mig zongétlen esetben Adédrediktiv sz{ibt al-
kalmaznak, ez 11 (10 a megfdebgyitthatok miatt és 1 az energia szamara)
illetve 5 ebre rogzitett adatot jelent. A sAlinagyon érzékeny az 1-hez kozeli
egyutthatok hibgjara. Mivel az élsnéhany egyiitthaté altalaban 1-hez kézel,
ezért a szabvany nemegyenletes kvantalastiagésa, szamara. Ezt az alabbi
maodon oldjak meg:

_1ta
=i a’
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ezutang; ésg, értékét egy 5 bites egyenletes kvantéloval kvantaljakomiaan
az,as-€etis. as, ..., ag-at 4 bitesag-et 3 bites, migap-et 2 bites egyenletes kvan-
taléval kvantaljak. A zongétlen esetben fennmaradoé 21 bibkevédelemre hasz-
naljak. AG energia értékét a mintadk négyzetosszéfgpdkvonassal hatarozzak
meg, és 5 bites, logaritmikus karakterisztikaju kompaesdéwantaloval kvantal-
jak. A szinkronizacidéhoz szilkséges 1 tovabbi bittel eggiitisszesen 54 bitet
tesz ki. Egy szegmens hossza22ns, tehat az LPC-10 algoritmusAd2kbps
atvitelét teszi szukségesseé.

A dekddold z6ngés szegmens esetén adsgérjeszbjeleként egy dlre tarolt
hulldmforméat hasznal. A hullamforma 40 minta hosszUusagmifdavételezés
8 kHz-cel torténik), ezért a hangmagassagtol fieggcsonkolja vagy nullakkal
tolti ki. Ha a szegmens zdngétlen, akkor a €ei@gy alvéletlen generéator jelével
hajtja meg (fehér Gauss-zaj). Az LPC-10 k6dol6 édhde nem tal j6 mifiséget
biztosit 24 kbps bitsebességen. Az, hogy csak kétféle gefjgsdet alkalmaz a
sz bemeneteként, gépi jellegli hangot eredményez. Ez kséindajos kor-
nyezet esetén jelent problémat, ugyanis a kodol6 a kortiyzajemiatt a zongés
szegmenseket is zongétleneknek fogja nyilvanitani.

A természetesen hangz6 beszé&ihéitasanak egyik legfontosabb 6sszéfev
a gerjes#jel, ugyanis az emberi fil kilénésen érzékeny a hangmagasba-
jara. Az LPC gyenge pontjat kiiszobolik ksainuszos kodol&. Ezek gerjes#-
jelként szinuszos 0sszetiket hasznalnak. Egy elemi 6sszételvarom paraméter
hataroz meg: az amplitido, a frekvencia és a fazis. EzeK kdaia jelet egy line-
aris sz(i6n vezetjik keresztiil, a frekvencia nem valtozik. Mivel adie€pd Ut
modellezésére hasznalt szintézis ézimearis, ezért ezen egy szinuszos jelet at-
vezetve csak az amplitido és a fazis valtozik. Megallafiitkahogy a gerjes#t
jel leirasahoz sziikséges paraméterek szama megegyeiziktetizalt beszédet
nank és atvinnénk a gerjeézel és a hangkégzut szibjének paramétereit és
a gerjes#ijelet atvezetnénk a saim, megtehetjik, hogy kézvetlenil a beszédet
allitjuk el6 a ve\d oldalon a szinuszos 6sszeab&tol.

A szinuszos kodolok is szegmensekre bontjak a beszédemndyien a ved
oldalon egy-egy szegmensen beliil a tobldfiiggetleniil szintetizaljuk a beszédet,
agy az a hatarokon nem lesz folytonos, ami jebsen rontja a mibséget. Ezért
a szinuszos kddoldk kulénb6znterpolacids algoritmusokat hasznalnak a szeg-
mensek kozo6tti atmenetek finomitasara.

Azonban ez még nem elég, mert hidba kozelitjik j6l a hangssaggmt, amig
a hangképa utat modellea sz(i bemenetére periodikus jelként csak egyetlen
frekvenciadsszetébdl 4ll6 jelet adunk (ahogyan LPC esetén tessziik), addig csak
zUmmo@ orrhangot kapunk. Ezt a problémat oldjak meggantézis altali ana-
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lizis alapu kodolok, amelyek a gerjeézelet egy optimalizalé hurokban haté-
rozzak meg. A kodolé egyben dekddol6t is tartalmaz, amelgiézist végzi.
Az igy szintetizalt jelidl kivonja a bemea jelet, s az @lallé hibajelet minimali-
zalja. A szintézis altali analizis alapu kodolok egyik&bbfrekvencias lineéris
prediktiv k6dolé (MultiPulse Linear Predictive Coding, MultiPulse Excitat,
MPE) eljaras, amely minden szegmensben egyidejlileg t@lvdnciadsszetév
haszndl. A lehetséges frekvenciadssziteintat egy kodkonyvldl valasztja ki
olymdédon, hogy a valddi és a szintetizalt beszédszegmexrtitktaz emberi hal-
las tulajdonsagainak megfedelin sulyozott eltérés minimalis legyen (ez egy spe-
cialis vektorkvantalonak tekinth@&. Az MPE 64 kbps atviteli sebességgel jo
mindségi beszédet produkal. Ennek tovabbfejlesztett \athakdddal gerjesz-
tett linearis prediktiv kéddolé (Code Excited Linear Prediction, CELP), ahol a
lehetséges mintakat tartalmazoé (szlk) kédkonyv helygttros gerjeszéjelet
engedink meg (egy nagyon nagy méretll sztochasztikusalttkitkédkdnyvet
hasznalunk). Minden szegmens esetén a kddolé megkeresgazjesaivektort,
amelynek alkalmazéasaval a legtdkéletesebb szintetif@sséges. A CELP jo
mindségill beszédet biztosiiBdkbps-os sebességgel, annak aran, hogy kiterit
keresést kell végezni egy tipikusan 1024 méretl kédkdegvb

A GSM rendszer teljes sebességii kddolasa az MPE-hez hasongzenéd,
a szabdlyos impulzus gerjesztésen (Regular Pulse Ertit&iPE) alapul. MPE
esetén egy rovid peridduson belil (5-15 ms) meghatarazamé (M db) impul-
zust adunk. Egy adott impulzus amplitidoéjat és helyét@zeV darab impulzus
alapjan hatarozzuk meg. RPE esetén az impulzusok szanérsabgzitett, és az
MPE-vel szemben ezek helye sem valaszthaté szabadon.aEzAlboptimalis
megoldashoz jutunk, de egyben egyszeriisodik is a kbdadrPPE-n alapulo ro-
vid idejl szintézis szifit a GSM rendszer egy hosszu idejl bédsirokkal (Long
Term Prediction) egésziti ki. (Ez a kozepes bitsebessédaliék, mint pl. az RPE
esetén nem létfontossagu, de altalaban alkalmazzak @Gségmovelése érdeké-
ben.) 8000 minta/s mintavételezési sebesség mellett 18-&bikddsebességet
biztosit, ugyanis 20 ms-onként 260 bitnyi paramétert (tbrati informacioét) allit
el6.

A GSM félsebességii kddoldsa a CELP csaladba tavtelzidrosszeggel ger-
jesztett linearis prediktiv kédolé (Vector-Sum Excited Linear Prediction,
VSELP) megoldason alapul. A gerjesztésre a koédkodyaazarmazo értékek
szolgalnak, melyek részben régzitettek, részben adagtdgiiek. A zéngés jel-
leg mértékének vizsgéalata alapjan a kodolé elrendezésdéaiédehet. A O kate-
goria jelenti a zongétlen, az 1-3 pedig az egyre nodekertékben zongés jellegl
beszédszegmenst. A struktira 5 ms-os un. alkeretenkdorkét. A kodkonyv-
ben kimeri6 keresést alkalmaznak az alkeretenkénti geffsszbzat meghataro-
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zasahoz, és a minimdlis hibajel teljesitményt ad6 gegdsriot valasztjak ki. Ha
a beszéd zongés, akkor hosszu idejl li#aslalkalmaznak. (Ez a kis bitsebes-
ségl kddoléknal, mint pl. a VSELP nélkiilozhetetlen.) Asédességii kddold a
teljes sebességl valtozat 260 bitje helyett szegmenseogak 112 bitet hasznal,
ez 56 kbps-nak felel meg.

2.9. Hangtomorités

Az el6z6 szakaszban az emberi beszéd minél gazdasagosabb, nsieldh Hit-
sebességet igériyhtvitelére koncentraltunk. Azonban a tovabbitand6 vagy-t
land6é hanginformacio természetesen nemcsak beszéd hametn példaul zene
is. Az ezen a terlileten hasznalhaté6 médszereket tekintjiik alabbiakban.

A hangtomoritésben mércének szamité6 CDdsig azt jelenti, hogy 44100
Hz-cel mintavételeziink. Ez a mintavételi tétel értelméhdergfeljebb 22050
Hz frekvencidju hangok visszaallitasat teszi Iékét (val6jaban mintavételezés
elétt a 20 kHz-es savra sziirnek). A mintakat 16 bites kvamgdlkvantaljuk.
Ez 44100 16- 2 ~ 1400 kbps atviteli sebességet igényel (a 2-es szorz6 aézter
atvitel 2 kilén csatornaja miatt van).

A veszteségmentes tomoritési médok (pl. Huffman-kéddlady) itt nem
igazan hatékonyak, az eredmény altalaban az eredeti mékedé %-a koriil van.

A modern,hangtomoritége kifejlesztett eljarasok az emberi hallas sajatossa-
gait kihasznalva érnek el az altalanos célu modszerekbBlfamoritési ardnyt,
igy amellett, hogy veszteséges eljarasok, a veszteséghaédrem is egyenletes
sem a frekvencia-, sem aZiirtomanyban. Mivel itt a kozel tokéletes hang visz-
szadllitasa a cél, ezért a hangtémaritésben nem megengadeaitetizalas.

Az emberi hallas tartomanya 20 Hz — 20 kHz, a leghagyobb éra&ége
2 és 4 kHz kozott van, felbontasa (a kvantalasi 1&pdéeekvenciafiigg. Ebldl
kovetkeden két azonos intenzitasu, de kulonbdrekvenciaju hang kilonbdz
hangossagérzetet kelt a hallgatéban, és azokban a tastokidam, amelyekben
fuluink kevésbé érzékeny, jobban elviseljik a torzitastllddankra jellemd két
elfedési jelenség. Az egyik a frekvenciatartomanybeédds, melynek l1ényege,
hogy egy adott frekvencigju, nagy intenzitdst hang (mdézkang) a vele egy
idében sz0l6 és kozeli frekvencian tkisebb intenzitasi hangokat elfedi, vagyis
azok nem hallhatéak. A masik azichrtomanybeli elfedés: egy adott frekvenci-
aju nagy intenzitasu hang a kozeli frekvenciandliéisebb intenzitasu hangokat
nemcsak akkor fedi el, amikor egyiitt sz6Inak, hanem kigjidetg a nagy inten-
zitdsu hang bekapcsolasattikb. 2 ms-ig) vagy kikapcsolasa utan (kb. 15 ms-ig)
sem halljuk a kisebb intenzitastakat.

Mivel az emberi hallas legjobban a frekvenciatartomanytrerdellezhed,
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ezért a hangtomoiteljarasok frekvenciatartomanybeli analizissel dolgdzm
fentiek alapjan nem minden frekvenciadsszétdeell atvinni, és a kédolandokat
sem azonos pontossaggal kell kvantalni.

Az eredetileg mozgoképtomoritésre kifejlesztetEG-1 szabvany hangto-
moritd része jol kihasznalja az emberi hallas sajatossagait. nytbendritésre
harom hasonlé eljarast definiél, és ezeket Layer 1,2,3-ae¢z.

Az egyszerlibb Layer 1 és 2 eljaras analizis 8hénkja a bemeneti jelet 32
részsavba képezi le, melyek szélessége egyenként a meiténakvencia 64-ed
része. A mintavételezés 32, 44.1 vagy 48 kHz-cel tortéribmitan részsavonként
egy transzformacios kédolas kévetkezik. A maszkol6 és akudishang(ok) elté-
rését (Signal-to-Mask Ratio, SMR) Layer 1 esetén 512 pontfsLayer 2 esetén
1024 pontos gyors Fourier-transzformaciéval (FFT) szamiindkét modszer
12 mintat (keret) kédol egyiitt minden savban, de a Layer 2 gele) és a ko-
veth 12 mintat is megvizsgalja azdbeli maszkolashoz, valamint a skalafaktoro-
kat is hatékonyabban kédolja. Dinamikus bitallokaciovabBlasztja a lehetséges
15 kvantalé egyikét minden egyes részsav szamara ugy, tmoglkalafaktor (a
legnagyobb amplitadéja jel) és az SMR kdz6tti bitmegodztdkintve optima-
lis legyen. A CD-mirdségli hang atviteléhez a®EG-1 Layer 1 eljarasnak 384
kbit/s-ra, mig a Layer 2-nek 256 kbit/s-ra van sziikségd.l(Zbra)

A napjainkban oly nagy népszeriiségnek onéemeeG-1 Layer 3 eljaras a
Layer 1,2-h6z képest Iényeges, a handgiséget javitd eltéréseket tartalmaz. A
32 részsav mindegyikét tovabbi 6 vagy 18 frekvenciadssaetebontja modosi-
tott diszkrét koszinusztranszforméacio (MDCT) felhasasaval. igy a 18 pontos
MDCT alkalmazasa 7508 = 41.67 Hz frekvenciafelbontést biztosit. A frekven-
ciakomponensekre ezutan egy nemegyenletes kvantaldtmalkamajd a kime-
netet a lehetséges 18 Huffman-kddtabla egyikével kod@meljaras tartalmaz
egy iteraciot a bitsebesség és az elfedési kritérium Kiglgének biztositasara.
Ennek az adja meg a lelfsggét, hogy mig rogzitett bitsebesség mellett minden
keret azonos szamu béjtot tartalmaz, addig a Layer 3 esetébg lehet azt tenni,
hogy az egyik keretet kevésbé toltjik fel (ha nincs ra igéég)a maradék helyre
a kovetkep keret bitjeit tesszik. igy egy keret adatai adott hatamdelul at-
csuszhatnak a szomszédos keretekbe. (2.12. abra)

Az MPEG szabvanyok csak a dekddolét szabvanyositjak, a kodolot rem
sze az adott dekodolo-részegységhez sok esetben |éténildbp kodolorész (pl.
IDCT a dekddoléban— DCT a kdédoléban, ismertek a kédpontok a dekoédoléban
— kiszamithat6ak a kvantalasi tartomanyok a kédoléban)omins esetekben
(pl. az emberi hallds modelljének felhasznalasa vagy ddktecio esetén) mar
nagy a szabadsagi fok, ellbkévetkeznek a kulonb@zmpPEG kddolok kdzotti
minbségi eltérések.
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2.10. Kép- és videotbmorités

Kép- és videotomorités esetén alkalmazhatunk egyérairdékodolhaté (vesz-
teségmentes), vagy hliségkritériumon alapulé (veszeas$égddszereket. A vesz-
teséges mddszerek a veszteségmenteseknél egyes esatkibegy nagysag-
renddel is jobban tdmdrithetnek, észrevéhmindségromlas nélkil. Amennyiben
a mindségi megkotések nem nagyon szigortiak, még ennél is topbetatiink
a veszteséges modszerek alkalmazasaval. Ahhoz, hogytaségiromlas és a to-
morités mértéke kdzott meg tudjuk talalni az egyensulyiksegink van e két
jellemzb kvantitativ mérésére.

A tomorités mértékének megallapitdsahoz mérniink kell atietlen és a
tomoritett informacié méretét, majd ezek hanyadosat katimink. A tdmori-
tett informé&cio a legtobbszor bitfolyamként jelenik megnek mérete a benne
levd bitek szama. A témoritetlen informacié mennyiségénekésemehézsé-
gekbe Utkdzhet folytonos értékkészlet vagy értelmezésirtgany esetén. llyen-
kor az informé&cié mennyiségét vehetjik a kédolé bementetégjeled jel —
ami altalaban egy bitfolyam — méretének. Célszerlien ezfaly@m az ere-
deti jellel azonos vizudlis élményt add, de mar mintavetsieés kvantalassal
véges értékkeszletlvé alakitott jel binaris abrazolasaomoritetlen informa-
cid6 mennyiségének becsléséhez kulcsfontossagl a mégfairtavételezés és
kvantélas kivalasztasa. Ezt a legtobb esetben szabvamatolazak meg. llyen
szabvanyokkal talalkozhattunk mar a hangtémoritésnél iSD-mirbségll hang
a maga 44.1 kHz-es mintavételezésével és 16 bites line@istdasaval pon-
tosan ilyen volt. Képtomoritésnél a felbontast és a szipségjet kell meghatéa-
roznunk. Videotdmorités esetén emellett meg kell adnunkgfrkkvenciat is.
Képtomariésnél gyakorlatilag barmilyen felbontas habmaté, mig videotomori-
tésnél a nemzetkozi televiziés szabvanyokhoz alkalmazk@d0x 480 (NTSC),
768x 576 (PAL) a szokasos felbontds. Az ezekhez tartoz6 képfsdsrekven-
ciadk pedig 29.97 Hz illetve 25 Hz. A szintérbeli kvantalaszinmélység, vagyis
az egy képpontra juté bitek szama jellemzi. Altalanosaalaikzott a 8 és a 24
bites szinmélység.

A hliségkritériummal val6 kodolas csakis akkor értelmesatt gy hataroz-
zuk meg, hogy egy adott miiséget garantaljon. Sajnos csak szubjektiv értékelé-
sekre tamaszkodhatunk egy adott kép vagy videdségének megitélése soran.
Egy veszteséges tomoritési moédszer értékelése céljapfditmtunk el, hogy bi-
zonyos tesztadatokon végrehajtjuk az adott tomdéritégt en®dmorités inverzét,
és az igy visszakapott kép vagy video G88gét egy tesztcsoporttal értékeltet-
juk. Ha a teszt lefolytatasa soran elég korultedent jarunk el, akkor viszonylag
objektiv eredményeket kaphatunk az adott moédszebsdigédl. Példaul egy
lehetséges eljaras, ha a vizsgalni kivant tomdritést jbhiddt egyéb tomorité-
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sekkel hasonlittatjuk 6ssze. HUségkritériumnak telatittk azt, hogy sikerult-e
egy adott standard modszernél jobb tsaget elérni. Megfeléen standardizalt
teszteket ilyen értelemben tekinthetlink hiségkritémknn

Az emberi latas

A veszteséges kép és videotdmoritési médszereket az ddidsriol megled
ismereteket felhasznalva alakitottak ki. Az informaciéimgséeg csokkentése ér-
dekében a kép azon részleteit kddoljuk kis pontossaggalyahre a szemuiink
kevéssé érzékeny, és azokat kddoljuk majdnem eredefiségben, amelyekre a
szemink igen érzékeny.

A szinek és a fényesség érzékeléséért a szemben talalhgtszZéked re-
ceptorok, a csapok és a palcikak a fések. A palcikak azonban csak a latas
periférialis tartomanyaban illetve igen kis fényességedtén jatszanak jeleis
szerepet az érzékelésben, jelenléblikzért most eltekinthettink. Haromféle k-
I6nb6 spektralis érzékenységli csap taldlhatd a szemiinkbek. eEzsapok az
Oket b fényre linearisan reagalnak. Spektralis érzékenységékijik rendre
S(A)-val, m(A)-val ésl(A)-val. Ezek a fuggvények a lathatd spektrumtartoma-
nyon (360 nm-830 nm) kivil O értéket, belll pedig nemnegati®ket vesznek
fel. S(A) csucsa a kisebb hullamhosszak tartomanyaban talaliméid,csucsa a
kdzepes hullamhosszaknal, m{@) cslcsa a nagyobb hulldamhosszaknal. Ezért
kaptak nevilket az angol short, medium és long szavakdhestdilbl.

EgyL()N) spektralis energiastrliséggel rendetkénysugéar altal kivaltott in-
ger az alabbi vektorral jellemezltet

s S
M| = / M) | L
L I\

Az integrélast itt a lathaté spektrumtartomanyon kell ge#ni. Természetesen
L(A) semmilyen\-ra sem lehet negativ, ugyanis a negativ spektrélis erséngia
ségnek nincs fizikai értelme. igy nyilvanval6gnvl ésL értéke is nemnegativ.

Ebbdl az ingerharmasbdl alakul ki idegrendszeriinkben nertiadeldolgo-
zas soran a fényesség- és szinérzet. Fontos kovetkeznrémgle bogy ket kilon-
b6z6 spektrummal rendelkéZényt nem tudunk megkuldnbdztetni, ha a hozzajuk
tartozdS, M ésL értékek megegyeznek. Ezt a jelenséget nevezziik metamer szi
érzetnek, és az azon8sM ésL ingert kivaltd (vagyis azonos fényesség- és szin-
érzetet kelb, emberi szem éaltal megkilénbdztethetetlen) spektrutmudazezzik
metamer szineknek.

Mivel szemiink érzékenysége a fényességre joval nagyolsih,ansizinre, ér-
demes ezeket az adatokat elkiiloniteni egymastél. Ehhezxégk az ingereki
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2.13. abra. Ax(A), y(A) ész(A) spektralis sulyfuggvények.

allo vektoron egy lineéaris transzformaciot:
XY 2"=M(s Mm 1T

Ebben a transzformalt térbé&ha fényességérzetet, mKyésZ a szinérzetet irja
le. Természetesen egyA) spektrumu fényX,Y, Z) koordinatéi egy 1épésbefs,(
M ésL kiszamitasa nélkdl) is szamithat6ak:

X XN
(Y) _ / (ym) L)
z Z0)

Az integralastitt is a lathatd spektrumra kell elvégeznifskaz

(XA) YA ZV) =M (SA) @) 1)

sulyfuggvényeket kell alkalmaznunk(A)-t, y(A)-t ész(A)-t abrazoltuk a 2.13.
abran. Fontos tény, hodwi -et gy valasztottak, hogy minden nemnegativ érték-
készletlL(M)-hoz tartozdX, Y ésZ értékek nemnegativak legyenek.

A gyakorlatban a fényesség leiras#rsnegfelet, a szinérzetet pedig az
Tz €SY = xvo7 koordinatakkal szoktak megadni. (Vagyigsy az adott
spektrumhoz tartoz¢X,Y,Z) vektor egyenese és a¢+Y +Z = 1 sik dofés-

pontjdnakX ésY koordinataja.) Ezaltal tehat egy tetéegesL (A\) spektrumhoz
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rendeltink(Y,x,y) koordinatadkat. Természetesen egy adutk,y) koordinata-
harmas tobb kilonbdzspektrumhoz is hozza lett rendelve.

Ha csak a szinérzettel foglalkozunk, eleg&ad(x, y) koordinataparossal sza-
molni. Ennek azx,y) szinkoordinata-rendszernek az airgle, hogy két tetse
leges spektrumbdl additivan kikeveretpektrumok a két kiindulasi spektrum
altal meghatérozott szakaszon fekszenek. Matematikditeg (A) spektrumhoz
az (xq,y1) pont tartozik, éd.,(A)-hoz pedig(xz,y2), akkor tetsbleges nemne-
gativv-re ésp-re azL(A) = pLa(A) + vLz(A) spektrumhoz tartoz@x,y) pont az
(x1,y1)-et és(xp,y2)-t 0sszekdd szakaszon fekszik. & altalanossagban is ki-
mondhato, hogy ak;(A) spektrumok nemnegativ egyutthatds linearkombinacio-
ihoz (3 piLi(A), > 0) rendelt(x,y) koordinatak az (A) spektrumokhoz rendelt

|

(Xi,¥i) pontok konvex burkan belll fekszenek.

Az egyetlen spektrdlis dsszetgvtartalmazo I((A) = cd(A — Ao)) spektru-
mokat monokromatikus spektrumoknak nevezzik. A monoktikms spektru-
mokhoz tartoz6 pontok egy gorbét adnak(®z/) szinkoordinata-rendszerben. A
gorbe és a két végpontjat 6sszekérakasz altal hatarolt tertiletet nevezzik szin-
patkdnak. Ezt tintettik fel a 2.14. abréan.

Mivel tets®leges spektrum felirhaté monokromatikus spektrumolgidtiga-
ként, a fentiek értelmében tetdeges valddi spektrumhoz tarto@qgy) koordiné-
tak a szinpatko tertiletén helyezkednek el. (Ugyanis ez@madny a monokroma-
tikus spektrumok pontjainak konvex burka.) Masképpenlfogava: nemnegativ
L(A)-bol szamolt(x,y) értékek nem eshetnek a szinpatkdn kivilre.

A ma hasznalt képeridk legnagyobb része harom kilonlbégzinl foszfor
altal kibocsatott fény additiv keverésével dolgozik. Aftmsokat kiilonbdd mér-
tékben gerjesztve kulénbdzZényesség- és szinérzetek kelfedt Ha a fenti
(x,y) koordinatarendszerben bejeldljuk a felhasznalt foskf@dtal kibocsatott
fény spektrumahoz tartozé pontokat, akkor egy haroms#amink, mely a kép-
ernyd altal keltheb szinérzetek tartomanyat hatarolja. Az ezen tartomanyon k
vl e (x,y) koordinatakhoz tartozo szinérzetek keltésére az adotrkgipnem
alkalmas. Példaként a 2.14. abran feltlintettik a HDTV &mayban szerepl
foszforoknak megfelél pontokat, és a veliik megjeleniteizinek tartomanyat.

Ha a fent bemutatott médon mukiédképernyvel jelenitiink meg, érdemes
a fényességeket és szineket nénx,y) koordinatakkal, hanem olyan koordi-
natakkal megadni, amelyek azt mutatjak, hogy a harom allaipsglyen arany-
ban kell keverni a kivant szinhatas eléréséhez. Mivel aefagik nemlineéris
karakterisztikaval rendelkeznek, a megféleemlinearis ditorzitadssal (gamma-
korrekcid) kapottR',G',B’) értékeket szoktak hasznalni. Ezek értéktartomanya
a 0 és 255 kozotti egész szamokbdl all. llyen szinkezeldgres® kilonbod
szint tudunk reprodukalni, ami a legtdbb esetben kiedédiz (R, G, B') szinko-
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2.14. dbra. AZx,y) szinkoordinata-rendszer és a HDTV képéikiyen hasznalt
foszforok altal megjelenithéttartomany.

ordinatak csak a harom alapszin altal hatarolt haromszbegfii szineket tudjak
leirni, de ha agyis csak ezt a tartomanyt tudjuk megjelenitekkor nincs is ér-
telme az ezen tartomanyon kivili szinek leirasanak.

Egyes esetekben el kell valasztanunk a fényesség- és afermimaciot. Erre
természetesen alkalmasak lennénekaz, y) koordinatak, viszont ezek valos ér-
tékliek, nehézkes velilk szamolni és nefiket hatékonyan témdoriteni. Tovabbi
hatrany, hogy baxr a fényességérzetet jellemzi, szemink nem egyenletesen ér-
zékeny a2/ koordinataban: példaul &= 0.1 és azy = 0.2 kozotti fényesség-
kilonbséget joval nagyobbnak latjuk, mint¥az= 0.7 ésY = 0.8 kdzotti kulonb-
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séget. AzZ(R,G',B') értékekldl affin transzformacioval kaphatéak a¢',Cy,C;)
szinkoordinataky’-t luminancianak nevezzik, és a fényességérzetet irj@,
ésC; -t krominancianak nevezziik, ezek a szinérzetet irjak le.

Y’ 16 , [ 65738 129057 25064
Co| = (128) + 5z, | ~37.945 74494 112439 | (R,GB)
C 128 112439 -94.154 —18285

Ennek a szinkoordinata-rendszernekaegyitthatéjaban mar tobbé-kevésbé al-
landé a szemunk érzékenysége. Tovabbngl hogy ezek az értékek is 0 és 255
kozotti egész szamok, és Bllk az(R,G/,B') szamértékek egyszerlerdéllit-
hatéak. Hatranyuk viszont, hogy csak a teljes szinpatkbéhéggmszog alaka
tartomanyat tudjuk vellik reprezentalni.

Most foglaljuk 6ssze, hogy az emberi szinérzékélésrerzett informacioin-
kat hogyan hasznalhatjuk fel kép- és videotomorités esdizonyos esetekben,
amikor a cél nem a szinérzet tarolasa, hanem egyéibkéfeldolgozas (példaul
csillagaszati felvételek esetén), akkor szikséges lebetked fény spektruma-
nak mintavételezett formajat tarolni. Ha azonban csak aaligz élmény vissza-
adasa a célunk, akkor a metamer szinérzet miatt képpomtbalegend mind-
0ssze harom valds szamértéket (M.x,y)) tarolni. Ha ezen felll azt is tudjuk,
hogy a képet a kébbiekben vords, zéld és kék foszfort alkalmazé megjedenit
akarjuk rekonstrualni, vagy legalabbis megelégsziink an ezegjelentik altal
eléallithaté szintartomannyal é8*2zin megkilénboztetésével, akkor elegind
csak harom nyolcbites értéket (IR,G',B')) tarolni. (Nyomdatechnika esetén
példaul ebfordulhat, hogy ez a tarolas nem kielégjtVeszteséges tomarités ese-
tén felhasznalhatjuk azt is, hogy a fényességre jobbarkéngéa szemiink, mint
a szinre. llyenkor fogjuk agy’,Cp,C;) szamharmast hasznalni, és nagyobb torzi-
tast engediink meg, ésC; értékére, miny’ értékére.

Szemiinknek sok egyéb olyan tulajdonséga is van, amit képidéstomo-
riteskor kihasznélhatunk. Medgfigyelhetjik, hogy a nagytdibeli frekvenci-
aju Osszetedkre kevéshé érzékeny a szemiink mint az alacsonyabb freikven
juakra. Példaul egy halvany slrii mintazatot sokkal Ke¢éseszink észre, mint
egy ugyanolyan halvany, de ritkds mintat. Tomoritésnék tkép kétdimenziés
Fourier-transzformaltjat vesszik, akkor ebben a magasakbencias 6sszeték
torzitasa nem okoz észrevebibibat, mig az alacsonyabb frekvenciaju 6ss#ikev
torzitasaigen felt(tha képen. Pontosabban, a kétdimenziés Fourier-transaform
frekvenciatartomanyban a szem érzékenysége a két frelavésszegének néve-
kedésével monoton cstkken.

Kisérleti tény tovabba, hogy a térbeli é®imbli frekvenciak érzékelése dssze-
fligg: egy rovid ideig latott képen csak az igen kicsi térifimkvenciaju ssze-
tevbket figyeljik meg, a finomabb mintazatokat csak hosszahg ldtt képen
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vagyunk képesek érzékelni. Veszteséges videotomoritéanék megfeléen
megengedjuk, hogy egy hirtelen megjeddeéprészietnek az ésiéhany képkoc-
kan csak az alacsonyabb térbeli frekvencias 0ss@ejetenjenek meg. A maga-
sabb frekvencias 0sszetiet elég csak ezutan megjeleniteni.

Graphics Interchange Format (GIF)

A GIF formatumot a Compuserve Information Service foglalta saapba.
Grafikus képekveszteségmenteimoritésére lehet hasznalni. Az algoritmus
LZW alapokon mikodik. Lényegében egy dinamikusan noGeszotarral dol-
goz6 megoldas.

A GIF formatum a képpontok szinét Ugynevezett indexelt formdbeaija.
Amikor minden képpont szinét a fentebb bemutatott szirdioéta-rendszerek
valamelyikében adjuk medplytonos ténusu tarolasol beszélink. Megtehetjik
azonban, hogy a képen hasznalt szinek valamilyen leirggdtadettaba gyljtjuk
ki, és a képpontok megadasakor a szinekre a palettabekiiikkel hivatkozunk.
Ezt nevezzikndexelt tarolasnak.

llyen tarolassal igen nagy tomdoritést érhetlink el. Gondtatieg, hogy ha egy
képet az(R,G',B') szinkoordinatakkal, koordinatanként 8-8 bitet felhakzna
folytonos tonusudan tarolunk, akkor minden képponthoz 24t liiell megadnunk.
Ha ugyanezt a képet egy 256 szin(i palettaval indexeltefjutay akkor a palettan
kivil képpontonként csak egy 8 bites indexet kell megadnlizk— amennyiben
a képméret nem tul kicsi — korulbeldl 1 : 3 tomdritést jelent.

Természetesen barmilyen kép tarolhato indexelt formakegieljebb igen
nagy méretii paletta sziilkséges. Az indexelt tarolas l&wisgont épp a viszony-
lag kis méretll paletta alkalmazasa. A képek folytonos sGrtarolassal kertil-
nek a témdoribalgoritmusok bemenetére, gondoljunk példaul szkenanitképre
vagy digitalizalt videojelre. (Ez aldl csak a szamitdégépesikak alkotnak néha
kivételt, ugyanis ezek lehet, hogy azonnal indexelt foramakészilnek.) Ezért
szilkséges lehet, hogy egy folytonos ténusu képet indéxalitikitsunk. Ennek
soran minél kisebb palettaméretet szeretnénk elérni, abioldet kell az eredeti
kép szinei k6zul masikkal helyettesiteni. Felfoghatjuideg is, hogy az indexelt
tarolasu formava val6 atalakitas egy vektorkvantalas rtéstien. Az optimalis
(tehat a lehét legkevésbé lathatd torzulast okozé) paletta (vagyis dimapis
kvantalasi vektorok) kivalasztasara specialis — az engzénérzékelés tulajdon-
sagait kihasznal6 — algoritmusok allnak rendelkezésre.

A GIF formatumban a paletta mérete altalaban 256, de barmelgtkdat-
vany hasznélata is megengedett. A palettdban a szinek gsgad R,G',B')
szinkoordinatéakkal torténik. A paletta tomoritésénekéntiével nem foglalko-
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zunk. A képpontokat &IF tomdrités sorfolytonosan tapogatja le, és a sorozatot
LZW algoritmussal tomariti.

A témoritett kép el§ bajtjanak értéke a képpontonkénti bitszd Ez ha-
tarozza meg a palettaméretet’. 2Az LZW sz6tar kezdeti mérete®?!, tehat
minden koédszd + 1 bites. Az el§ néhany képpont szempontjabol (amig nincs a
képpontok sorozataban isnt@dEs) ez azt jelenti, hogy képpontonként egy plusz
bit képzdik, hisz ab bites képponb + 1 biten lesz tarolva. Kézben azonban
épll az LZW szo6tér, és ha a képpontértékek sorozatabanolagamétbdés van,
azt az LZW azonnal kihasznélja. Ha &2 méretii szotar betelt (ezt a pillanatot
természetesen a kitdbmdfialgoritmus is meg tudja allapitani), a sz6tar méretét az
algoritmus megduplazza, ésdtkezdveb + 2 bites kdédszavakkal dolgozik. Ha
ez a szotar is betelik, akkor ismét duplazédik a méret, ahmigra éri a 4096 be-
jegyzést. Inneritl mar nem ndvekszik tovabb a szétar, hanem az eddig elkészil
szotarat fogja a tovabbiakban statikus szétarként hasizwblgoritmus.

A GIF formatum nagyon elterjedt, leginkabb kis ikonok, abrak dditésére
alkalmazzak, ugyanis ezeket képes igen jél témoriteni. ekragyik oka, hogy
az ikonok és abrak sok esetben nagy kiterjedésl, egytzitigteket tartalmaz-
nak, és ezek a sorfolytonos letapogatassal hosszu egysaiovatokként jelennek
meg. A hosszu sorozatok az LZW szétarban egy kodszévalzept@hatok, igy
igen hatékony a tomdrités. Ugyancsak jellegzetességgerz képeknek, hogy
ismétbdd részleteket tartalmaznak, és ezek megintcsak kedveznekK\W al-
goritmusnak. Azonban példaul fotok esetén az egysziniletek igen ritkak, és
méretlk is viszonylag kicsi. Ennek eredményeképpeasiratémoritési aranya
ilyen képnél (1: 12— 1.7) elmarad sok mas, viszonylag egyszerii médszer mo-
gott. (Példaul, ha predikciéként azed képpont értékét hasznaljuk, és a kapott
kilénbségi sorozatot adaptiv aritmetikai kodoldval (tedpgakorlatilag emléke-
zetnélkuli forras entropiajanak megfddbitsebességgel) tomoritjuk, akkor a to-
moritésiarany 1: B— 2.2 lesz.)

A kilénbség masik oka a szinkezelésben kere&eAd ikonok és abrak alta-
laban viszonylag kevés szint tartalmaznak, ezért igényéls az indexelt tarola-
suk. Egy olyan tomdrités, amely nem tud indexelt képekebtiteni, egy ilyen
abrat kénytelen lenne folytonos tonusiva alakitani a téé®ebtt. igy kétszer-
haromszor akkora adatmennyiséget kellene, hogy tomdritsmt aGiF, amely
kdzvetlenll az indexelt formaval képes dolgozni. Sok médazért nem tud kdz-
vetlenll indexelt képeken dolgozni, mert a szomszédosd@pg értékeinek kis
kulénbségére alapoz. Mivel folytonos ténusu tarolasnabaszédos képpontok-
ban tarolt értékek a szinkoordinatak, ez a feltételezdebe€s altalaban teljesul
is. Indexelt tarolas esetén azonban a képpontokban téiéled a palettaindexek,
és ezek tetsdegesen tavoliak lehetnek (csak a nekik megéefelettabeli szin-
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koordinatak értékei vannak egymashoz kozel). Fokozo#bkmmikezik ez akkor,
ha valamilyen palettaoptimalizalé eljarast alkalmaztugkéggé jol lathatd, hogy
a GIF-nek miért nem probléma ez: @rF ismétbdd mintazatokat keres, és ilyen
szempontbdl teljesen mindegy, hogy a kodzeli képpontokkértdegkozelibleg
egyenbek-e. Minddssze az szamit, hogy vannak-e isbaések. igy mar érthét
hogy miért is olyan hatdsos médszes i& szamitdgeépes abrak témoritésénél.

Joint Photographic Experts Group (JPEG)

A JPEGa képtomorités civil vilagaban szinte egyeduralkodo atesgnes to-
moritések terliletén. Az egész szabvanycsomagot a Joimbdthphic Experts
Group (ISO/IEC JTC 1/ SC 29/ WG 1) dolgozta ki folytonos tainkgpek to-
moritésére. ValbjabanmEGszabvanycsomag tamogat veszteséges és veszteség-
mentes képtomoritést is, bar tény, hogy a gyakorlatbareskinarolag az efst
hasznéljak. Mindezek ellenére a prediktiv kédolas j6 géldaveszteségmen-
tesJPEG ezért az alabbiakban ezt is bemutatjuk, tovabba réseletasgyaljuk a
veszteségewr EGegy egyszerll valtozatat, a baselimeGet.

A veszteségmentesrEGképtomorités alapja a predikcios kodolas. Predikci-
Ora az éppen tomoritésre kefildéppont kornyezetét hasznaljuk fel. Mivel a kép-
pontok letapogatasa itt is sorfolytonosan torténik, aztadepponttél balra vagy
felfelé e® képpontok értékei azok, amelyek a dekddol6 rendelkeeédiirak az
adott képpont értékének visszaallitasakor, igy a kddaléak ezeket hasznalja fel
a predikciéhoz. Nyolcféle predikcios séma létezik, és ddilil egy adott kep
tomoritéséhez barmelyik hasznalhatd, de egy képen belid vigyanaz a séma
érvenyes. Jelolj ; az (i, j) koorinataju képpont értéket, éA(ﬁj az(i,]j) koor-
dinataju képpont becsult értékét. Az ) koordinataju képpont becstilt értéke az
egyes predikcids sémakban:

0 X,;=0

1 X=X 1

2 Xj=X-1

3 Xj=X-1j-1

4 Xij=Xj—1+X—1j—Xi—1j-1
. Xi_1j—Xi_1j

5 Xj=Xj1+ > LIt
~ Xii1—X 11

6 Xij=X1j+ ! > Lt

7 R, = Xij—1+Xi-1

2
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8x 8-as 8x 8-as 8x 8-as 64 hosszl {n,s},v
blokk blokk | blokk [ cikk-cakk | SOrozat{fytamnhossharmaso Huffman-
DCT kvantalo elrendezés kédold kédolo
JPEG .
adatfolyam :
8x 8-as 8x 8-as 8x 8-as 64 hosszl {n,s},v
blokk DCT 1 blokk | kvantalo| PIOkK | cikk-cakk | $0r0Zal fytamhossh@rmasokHyffman-
) inverze elrendezés dekddolo dekddold

2.15. dbra. Veszteséges baselineGtomorités.

Lathatd, hogy az efslehetiség maga a predikciomentes tomoérités. Medfi-
gyelhet, hogy az 6sszes tébbi predikciés séma mellett az egysziilieteken a
predikci6s hiba 0, aza¥, j = X ;.

A predikcios hibat adaptiv aritmetikai kodolassal ajantomariteni. Javit-
hat6 a tomorités mértéke, ha a képet blokkokra osztjuk, adeniblokkra kiilén
adjuk meg a hasznalni kivant predikciés sémat.

A veszteségebaselinelPEGtOmMOrités algoritmusa a 2.15. bran lathato. A
JPEGa képeket @lszor képsikokra bontja: minden képsik egy-egy szinkoatdli
értékeit tartalmazza. Szinkoordinatanak dz@&bkben bemutatoy’, C,,C; ) har-
mast hasznaljuk, mindegyiket 8-8 biten tarolva. igy egydaira 6sszesen 24 bit
jut. A JPEGtOmMOri® algoritmus szamara a képsikok gyakorlatilag egymastpl fii
getlen képekként jelennek meg, kulén-kilén vannak kédolva

Megengedett, hogy a képsikok felbontasa eltérjen. Mirmiaanyi a kikotés,
hogy a felbontasok aranya racionalis legyen. A kép kitotééekor a felbonta-
sok legkisebb kdzds tbbbszoérésének megdefelbontasu képet allitunk vissza,
ahol az egyes képsikok képpontbeli értékeit linearis putiéicioval allitjuk eb
a tarolt felbontassal megegyefelbontasban rekonstrualt képsik értékkibA
kilonbod felbontasu képsikok alkalmazasanak |6kégét — az emberi latas tu-
lajdonsagairdl tanultaknak megfdbdein — Ggy szokas kihasznalni, hogLia és
C: képsikok vizszintesen és figjggesen is felére csdkkentett felbontassal vannak
tarolva. Példaul 40@ 400 pontos kép esetén ¥z képsik felbontasa 400 400,
mig aC, ésC; képsikok felbontasa 200200. Kitomdritésnél visszaallitjuk a
400x 400-asY’ képsikot, és a két 200200-asCy, ésC; képsikot. Ezutan &, és
C: képsikokat linearis interpolacioval a kétszeresukre gy majd az igy ka-
pott két 400x 400-as képsikot és a 460400-asY képsikot ,vetitjik egymasra”,
hogy az eredeti képet kapjuk.

Az algoritmus elé 1épése a képsikok 8 8-asnégyzetekre bontda. Ha a
képméret nem oszthaté 8-cal, akkor a jobb szészlop és/vagy a legalsé sor
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tbbbszortzésével azt 8-cal oszthatova tessziik. (Az igtked felesleges szé-
lek levagasa a dekddolo feladata — ezt a képméret alapjamykémegtenni, a
képméret pedig aPEGfejlécben van tarolva.) Mas tomdritési médszerek, ha arra
kényszerilnek, hogy a bem@madatsort meghosszabbitsak — valamilyen kotott
blokkméret miatt —, akkor azt altalaban 0-kkal egészitik Krdekes alPEG
megoldasa erre az esetre. Az a furcsa, hogy egy igen infadch#adatdarabbal
torténik a kiegészités: a kép egy részletével. Sok egyéhiatgis esetén a 0-kkal
valo feltdltés a 0 sorozat jo tomoritldsiege miatt ajanlott. Esetiinkben azonban
a tomorités ké&sbbi Iépései arra épitenek, hogy egy kép alapeethomogén, és
csak ott kell valamit lekédolni, ahol a kép véltozik. Ennekgfeleben a leg-
nagyobb nehézséget az éles hatarok kddolasa okozza — edelasa teszi ki

a tomoritett adatfolyam legnagyobb részét, ezek térnekggblbban a ,minden
egyszinl” megkozelitédt A JpeGkodolas annyira jol hasznalja ki a kép redun-
dancigjat, hogy tobb bitbe keriilne egy 0 sorral vagy oszAbpplo kiegészités
altal behozott Uj él lekddolasa, mint az utoso sor mar amsiégliérképezett szer-
kezetének megismétlése. Ezért dontdttek a szabvanybamezgldas mellett.

A 8 x 8-as négyzeteket kétdimenzi®CT transzformacidénak vetjik ala.
igy ugyancsak & 8-as négyzeteket kapunk, csak azok most mar nem egész érté-
kekbdl, hanem val6s szamokbdl allnak. Ezeket a frekvenciatatybeli valos
egyitthatokat a kovetkéaépés, a kvantalas fogja ismét egészekké alakitani.

A kvantalas egyenletes, viszont a88-as négyzet minden egyes elemére
mas lépéskozzel hajtjuk végre. A<83-as DCT transzformalt négyzet egyuttha-
t6i kulonbod frekvencigju felharmonikusoknak felelnek meg. A kis frekcias
egyitthatok a négyzet bal félgészében vannak. Mint tudjuk, a szem ezekre
a kisebb frekvenciahoz tartozé értékekre sokkal érzéksmymint a nagyobb
frekvenciahoz tartozokra, ezért ezeket finomabb Iépésgkdagjuk kvantalni. A
szabvany nem koéti meg, hogy milyen kvantalasi lépéskozbigsznaljunk. A
hasznalt Iépéskdzoket tAblazatba szokas foglalni, ahot&alazatelem a & 8-
as négyzet megfel@élegyitthatojanak kvantalasi lépéskozét tartalmazza. aBar
szabvany nem teszi kotel@zé a hasznalatat, de ajanl egy kvantalasi tablat:

* 16 19 22 26 27 29 34
16 16 22 24 27 29 34 37
19 22 26 27 29 34 34 38
22 22 26 27 29 34 37 40
22 26 27 29 32 35 40 48
26 27 29 32 35 40 48 58
26 27 29 34 38 46 56 69
27 29 35 38 46 56 69 83

A 0 frekvencidhoz tartozé egyutthat6 (neve DC komponensCa Banszforma-
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2.16. abra. Cikk-cakk elrendezés.

ci6 soran a bal fes sarokba kerilt. Kihasznalva az egyméas melletti képrészek
viszonylag hasonl6 szinét, a DC komponenst nem kvantagjhklyett az egy-
mas uténi & 8-as blokkok DC komponenseinek kildnbségét vesszik. Beért
tartozik a DC komponenshez érték a kvantalasi tablaban.

Lathat6, hogy a nagyobb frekvencias egyutthatokra nagiégdaskdzt ad meg
a tdbldzat. Ennek eredményeképpen a nagyobb frekvengiatifemiok kvantalt
értékei majdnem mind 0-k lesznek. Ezeket a 0-kat egplddisiépés (a futam-
hossz kdédolas) soran jol tudjuk majd tomdriteni. A kvargétabla valtoztatasa
tehat leheiséget ad a tomorités mértékének éstwéigének befolyasolasara: a
tomaoritést novelni lehet a kvantalas Iépéskdzének nodedtsa kép mihiségé-
nek rontasa aran.

A kvantalt egyutthatokat ezutan az ugynevezidk-cakk elrendezésszerint
sorbarendezziik (2.16. abra). igy azdielyre a killdnbségi DC egyiitthato kerill,
azt koveti a vizszintes alapharmonikus, majd a filgges alapharmonikus, majd
pedig az egyre névekvfrekvencias felharmonikusok kovetkeznek. Koszoénhe-
téen annak, hogy a kvantalas soran a tablazat magasabbrfoéideoz tartozé
egyutthat6i nagyrészt kinullazddtak, a kapott sorozatgeviélé tdlnyomorészt
0-kbdl all. Ezt haszndljuk ki a kdvetké2épésben a futamhossz kddolassal.

A futamhossz kddolasiépésben a cikk-cakk elrendezéssel kapott, javarészt
0-kbdl allo sorozatot részekre bontjuk Ggy, hogy mindeasésozat eleje tetéz
leges szamu 0-bdl alljon, és ezt a végén egyetlen nem 0 elgan kéinden igy
kapott részsorozathoz egyn,s},v) szdmharmast rendeliink. az adott részso-
rozat elején le§ O-futam hosszas jelzi, hogy a részsorozat végén talalhaté nem
0 értéket hany biten kddoljuk; pedig ezen nem 0 érték binaris abrazolasa. Az
svaltozoéra a tomorités hatékonysaganak novelése miattzids&g, mert ugyan
eléfordulnak néha nagy abszol(t értéki elemek, de ezekkritgg nem érdemes
minden elemet azonos bithosszon kédolni.



2.10. KEP- ES VIDEOTOMORITES 131

igy példaul a 230,0,0,0,—7,0,—19,4,0,0,0,... sorozat el§ futamhossz-
kdédharmasa({0,6},01011)), hiszen az eselem, a 23 ditt nincs 0, igyn = 0.
23 binéaris szamként 6 biten kédolhatéjelesen, igy = 6. A tovabbi kddszavak:
({4,4},1000; ({1,6},101100; ({0,4},0100);... (Az eléjeles binaris szamokat
egyes komplemens abrazolasban tlintettiik fel. Medgfédehnikaval ezek 1 bittel
rovidebben is kodolhatoak.)

Az igy kapott({n,s},v) harmasoKn, s} elemeit statikus Huffman-koddal t6-
moritjik tovabb, av értékeket pedig egyszerlien elvalasztojel nélkill egyréas u
irjuk. A statikus Huffman-kdd azt jelenti, hogy nem fiz,;s} parok adott képben
levd gyakorisaga alapjan valasztjuk a kédszavakat, hanemaawekcszabvany-
ban le vannak rogzitve. (A statikus kodot iz s} parok sok képre vett atlagos
gyakorisagai alapjan tervezték meg.) Alkalmazhatnank finthn-kodolast ma-
gukra az({n,s},v) harmasokra is, de akkor a kod annyira sok kddszébdl alina,
hogy kezelhetetlen lenne, nagyon lassu lenne vele dolgoxni értékek leva-
lasztasa jo dontés, mert ezzel a kod mérete keZelbst, viszont a hatékonysaga
csak alig romlik: av értékek bitjei a tapasztalat szerint gyakorlatilag fltgget
nek és egyenletes eloszlasuak, igy nem tomodeietiaba is vonnank kiket a
Huffman-kdédba.

Afenti példan bemutatva ezt az utolsé Iépést, a tomoriégtbke & 0,6}, {4,4},
{1,6} és{0,4} Huffman-kddja, és 2 01011110001011000100 sorozat kerull.

Bar a baselinglPEG (a szabvany alapkodolasa) nem engedi meg, de mas,
kiterjesztett médokban hasznélhatunk aritmetikai kods@z {n,s} parok ko-
dolasara. llyenkor &ltalaban a legjobb eredményeket adaptmetikai kddolo
hasznalataval lehet elérni.

A JPEGegyszeriisége ellenére medlep alacsony bitsebességeket tud elérni.
A képpontonkénti 2 bites tomdorités egy 24 bites szinmélysép esetén az ere-
detitdl megkilonboztethetetlen képet eredményez — legalalzbésrdberi szem
szaméra nem lathaté a kilénbség. Igen kis, 1 bit/képporitesbesség esetén
kezd el zavardva valni a torzitas, €5 Bit/képpont alatt a kép nem élvezbeiA
felismerhebség még @86 bit/képpontos bitsebesség mellett is biztosithatd. Te
mészetesen ilyen alacsony bitsebességek esetén kitbkibéizesztések is szik-
ségesek a szabvanyhoz. Mindenesetre ezek az eredményehnagak szami-
tanak. AJPEGalacsony bitsebességek esetén kaggbr ,kockasodni” kezd. Ezt
az alacsonyfrekvencias egyitthatok értékének kvantaldisi horzulasa okozza.

Moving Picture Experts Group (MPEG)

A Moving Picture Experts GroupMPEG) a JPEGhez hasonl6an az ISO egyik
munkacsoportja (ISO/IEC JTC 1/ SC 29 / WG 11). Feladatuk roly@eo-
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tomoritési szabvanyok kidolgozasa volt, melyek széldskdari konszenzuson
alapulnak. Az ilyen jellegli szabvanyokra a digitalis kergencia iészakaban
mind a tartalom éallitéknak, mind a felhasznaldknak, mind a kozottik aiols
galtatoknak sziikségik van. AZPEG egy 6t szabvanybdl allé szabvanycsomag
kidolgozasat tlizte ki célul, mely a veszteséges videottigsi(beleértve a hang-
tomaoritést is), a digitélis televiziézas és a multimédi&alemmazasok széles korét
fedile. Az 6t szabvanyMPEG-1, MPEG-2, MPEG-4, MPEG-7 éSMPEG-21.

A CD-olvasdk el§ generéacidja a hifi mipségli tomdritetlen zenéhez sziksé-
ges, 14 Mbit/s lejatszasi sebességre volt képes.MREG-1 szabvany kialakita-
sakor azt tlizték ki célul, hogy a fenti sebesséqgi, eggszdx) CD-meghajtok
olvasasi sebességén hasznéalhaté formatumot hozzanek Efr nehéz feladat
volt, hiszen egy 8 biten mintavételezett video (NTSC vagy P®moritetlendl
nagysagrendileg 200 Mbit/s atviteli sebességet igényebkzikkséges tomorités
tehat nagyjabol 1 : 140 kell hogy legyeidtsnég a hangcsatorna(k)nak és a hiba-
javité kédnak is helyet kell szoritani. A nagy tomdrité®nyg mellett a ,,véletlen
elérés” lehelségét is teljesiteni kellett, vagyis azt, hogy a taroleeidarmelyik
részét (akar a kdzepét is) gyorsan el lehessen érni. Ameemyirediktiv algo-
ritmussal tomorittink, problémat okozhat ennek a kritériakna megvalodsitasa,
hiszen ilyenkor csak a kezdeti, biztos ponttdl elindulVeelséges a rekonstrukcid.
Viszont a prediktiv algoritmusok kizardsa széba sem jahdieszen ezek nélkl
remény sincs ilyen tomorités elérésére. MZEG altal valasztott megoldas a ro-
vid, de egymastdl fliggetlen prediktiv blokkok alkalmazaskh. Az MPEG-1 —
bar egy kimagasléan j6 videotémoritési algoritmus — azels CD-ROM-ok se-
bességének megfeteligen ebs tomaritést csak viszonylag gyenge képosigg
mellett tudja megvalositani. Azonban 1992-ben, amikoradbgany megjelent, az
ipar ezzel a mifiséggel is megelégedett. A szabvany sikeres alkalmazdmse k
kozott a CD-I és a Video-CD technolégiak.

Az MPEG-2 szabvanyt a digitalis televiziozashoz fejlesztettek khhez az
MPEG-1 segitségével elérti@tél jobb mirbségre volt sziikség, tamogatja példaul
a szabvany a HDTV video tomoritésétis. A HDTV technologidjgh Definition
TeleVision a szokvanyos televizionfiségnél nagyobb felbontasu és szinmély-
ségl, CD-miBségl hanggal kisért televiziés szabvanyMrzG-2 altal igényelt
bitsebesség (a miiség fliggvényében) 1-40 Mbit/s kézott alakul. Jellegzétes
tékek a 4-6 Mbit/s hagyomanyos (PAL) videojel esetén, és-aARbit/s HDTV
videojel esetén. Digitdlis televiziézas soran gondoskkelha témoritésen kivl
a jelatvitel®l, multiplexelésbl is. Az MPEG-2 szabvany egyik sikeres alkalma-
zasa, az Eurépédban szabvanyositott DVB (Digital Video Bcaating) techno-
l6gia. Ez a digitalis misorszorast teszi léhat, hagyomanyos foldi (8 MHz
savszélességl) televiziocsatornaban QPSK vagy COFDMildadval, illetve
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miiholdas (36 MHz savszélességll) csatornaban BPSK nudvdd Mindkét
esetben 3-6 televiziomUsor multiplex atvitelére van téség. AzMPEG-2 to-
vabbi sikeres alkalmazasa a VoD (Video on Demand), és a txstedhnikaban
egyre népszer(ibb DVD is.

Az MPEG-4 a multimédia alkalmazasok szabvanya. Kdzds technadlétfia
pot nyujt a miisorszOrasos, az interaktiv és a beszélggtégt szolgaltatasok-
hoz. Sokrétli interaktivitast tesz lebeé a hagyomanyos lejatszas—megallitas—
elére/visszatekerés mellett. Képes szintetikus (pl. sZfgéfi-animacio) és ter-
mészetes forrasbodl szarmazé (pl. videokamera altal @itjzihformacidtipusok
egyuttes kezelésére. A bitsebességek igen széles skala@dgatja, egészen 10
kbit/s-t6l kezdve. Tobbek kozoétt lehetségesec-4-gyel egy videokonferencia
64 kbit/s-o0s tomoritése és a professzionalis HDTV toméeiié 40 Mbit/s sebes-
séggel. Bar a szabvany mar teljesen kész, eg§etidsein jelenleg is dolgoznak.
Az MPEG-4 egyik sikeres alkalmazasa a DivX.

Az MPEG-7 a tobbiMPEG szabvany altal kodolt informacidtipusok katalogi-
zalasara, cimkézésére fog lebmiget adni, még fejlesztés alatt all. MrPEG-21
szabvany egy egységes multimédia keretrendszer lesz.

A tovabbiakban ampPEG-1 szabvany videotomoritési részének vazat fogjuk
attekinteni. Fontos megjegyezni, hogymzeG-1 emellett foglalkozik a hangto-
moritéssel, valamint a video- és hangfolyamok multiplégélel is. A hangtomo-
ritési részol a 2.9. szakaszban mar volt szo6.

A szabvany kidolgozasa soran kiemelt figyelmet forditottakmplementacio
szabadsagara. A videotomoritési reszébemrzG-1 szabvany csak a tomdritett
bitfolyam szintaxisat és értelmezését irja le. A kddoléAdeges algoritmussal
dolgozhat, de természetesen csak szintaktikailag helyfedybmot allithat eb.
Nagyon sok mulik azon — mind képriség, mind pedig bitsebesség tekinteté-
ben — hogy egy kédolé mennyire j6l tudja kihasznalnvezEG-1 szabvany adta
lehetBségeket. A dekodold implementalasa terén a bitfolyamtkéttelmezése
miatt nincs nagy szabadsag. A szabvany ad is egy refereekédrt, bar ennek
hasznalata nem koteléz

A 2.17. abrén a bitfolyam szabvany altal definialt szintekitielépitése |at-
hatd. A legkil$ elem avideoszekvencigezt nem tlntettiik fel az abran). Egy
videoszekvencianak adott képmérete, képsebessége dsjeligdn paraméte-
rei vannak. A videoszekvencia fejléce ezek leirasat tadara.

A videoszekvencia belsejéb&apcsoportok (Group Of Pictures, GOP) van-
nak, amelyek néhany, kbzeleBbmeg nem hatarozott szamu kép egymasutanja-
bol allnak. Ennek jeleifiiségét ké&bb fogjuk megérteni, most csak annyit, hogy
a képcsoportok az egymastdl fiiggetlenil kédolt predikgixségek.

A képcsoporton beliképek helyezkednek el. A kép haromféle lehet, I, P
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blokk

2.17. abra. AaPEGbitfolyam szintaktikai felépitése.

vagy B. Ez az alkalmazott predikcio fajtajaval van 6sszgéigdpen. Ezt is kébb
targyaljuk.

A képeksavoka vannak bontva. A savok elején egy kilénleges, masiol el
nem fordulé bitminta talalhat6, mely a szinkronizacioraeftebséget adatatviteli
hibak esetén.

A savokmakroblokkok ra vannak bontva. Egy makroblokk a kép egy<166
képpont méretl részét irja le.

Egy makroblokk 6blokkbdl all. Mindegyik blokk egy 8x 8 elem{i matrix.
Ennek az a magyarazata, hogy a képek¥zC,,C;) szinkoordinata-rendszer
szerint vannak tarolva. A krominancia-egyttthatékas ésC;) vizszintesen és
fliggblegesen is egy kettes faktorral csdkkentett felbontasdmatjuk, az emberi
szem érzékenysédiieirtakkal 6sszhangban. igy tehat egy>166 képpont mé-
ret(i rész leirdsahoz szilkség van egy1i6-os luminanciaY’) matrixra, és két
8 x 8-as krominancia,, C;) martixra. A 16x 16-0s luminancia matrixot 4 darab
8 x 8-as matrixra bontjuk, igy jon ki a makroblokkonkénti 6 bdtok

A tdmdritési algoritmus lelke a mozgasbecslés. Ez tuld¢dppen egy pre-
dikciés kddolas, ahol a video adatfolyam egymas utani kégkehasonldésagat
hasznaljuk ki. A predikciot makroblokk szinten végezziknden makroblokk-
hoz kikeressik az ithen megdizd és az idben kdvetkea képeken talalhato,
hozzéajuk leginkdbb hasonlé részleteket. A mégélés a kdvetkez képeken a
hasonlé részek helyét az agynevezett mozgasvektorraidzatédk meg. A mak-
roblokknak csak ezen referencia-képrésakkalo eltérését (vagyis a predikcio
hib4jat) kddoljuk. Ezt a hibat vagjuk a fent bemutatott moédlokkra, és ezutan
a blokkokat aiPEGmédszernél megismert DCT— kvantalas— futamhossz
kodolas— Huffman-kddolas sémanak megféleh tomoritjik tovabb. Minden
makroblokk kddolasahoz tehat két mozgasvektort, 8s#c kddolasu blokkot
adunk meg.
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2.18. abra. AAMPEGKUIBNbdD predikcidtipusai.

Val6jaban az eljaras kicsit arnyaltabb a fentinél. Egy roblokk tomdritése
soran ugyanis négyféle modon jarhatunk el. Témaorithetj@liicio nélkil, vagy
predikcidval hatulrdl, elobl, és mindkét irdnybdl. Amennyiben nem alkalmaz-
tunk predikciot, Ggy az eredeti makroblokk 6 blokkjat kedeGszerlien kédol-
nunk. Amennyiben egyirdnyu predikciot alkalmaztunkdfeén megéizb vagy
kovetked kép egy részét jeloltiik ki), akkor a makroblokkbdl levdoaikijeldlt
részt, és a kilonbséget tomoritjik. Amennyiben kétiramaaikcioét hajtottunk
végre (idben megdizd és kovetked kép egy-egy részletét is felhasznaljuk), ak-
kor a makroblokkboél aPeGtomorités ebtt a két kijeldlt rész atlagat vonjuk le.

Az el6lr6l és a kétiranybdl alkalmazott predikcional gondoskoaitiidz egyér-
telm( dekddolhat6sagrol. Ezt P EG-1 szabvany azzal oldja meg, hogy kizarja,
hogy a képek korkdrdosen egymasra hivatkozzanak. Ennegdiiasara minden
egyes képben meg van kotve, hogy a benne szerapkroblokkok kédolasa so-
ran milyen tipusu predikciét hasznalhatunk. Ezt mutatjelal?.18. abran.

| tipusu képben egyaltalan nem alkalmazhatunk predikaiitz egy | kép egy
onallo kép,JPEGtipusu témoritéssel. igy egy | tipusu képet tehat minderélegy
kép nélkul tudunk dekédolni.

A P tipusu képek makroblokkjai lehetnek predikcié nélkidl&tva, vagy pe-
dig predikciéval hatulrél, a hozzajuk legkbzelebbdevvagy P tipusu képd.
(Tehét a makroblokkok kodolasanak tovabbi finomsaga, hqgedikcié nem az
id6ben kdzvetlenil megétd kép alapjan torténik, hanem a kdzvetlenill mégél
| vagy P kép alapjan.) Egy P tipusi kép dekddolasahoz ezeksiegfeljebb az
elétte levd utolso | képig kell visszaszaladnunk, és ini¢émtezdve P kégl P
képre tudunk lépkedni.
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A harmadik fajta kép, a B kép barmilyen kédolasi makrobldeétdartalmaz-
hat, de a makroblokkok csak a legktzeleb ewegedz6 vagy kdvetkeé P vagy |
képekre hivatkozhatnak. Sem B képekre, sem a legkdzelelalgyl P képnél ta-
volabbi képekre nem lehet hivatkozni. A 1ényegi kilonbs&yés P képek kozott
az, hogy B képekénél jdbeli P vagy | képre is hivatkozhatunk.

Természetesen, a szabvany koncepcidjanak megésieh képek sorrendje
nem kotott, akarhogyan johetnek egymas utdn a P, | és B képekgy a kodold
akarja. A fenti szabalyok betartdsaval lehetséges a dédsidmert egy | tipusu
kép magaban dekddolhatd, egy P tipusu ateled, hozza legkdzelebbi | kép-
t6l indulva dekoddolhaté, mig egy B kép at korilvewd | vagy P képek alapjan
dekédolhaté — tehat minden kép dekodolhato.

Mindemellett hogy nem koteléz kialakultak szokvanyos képsorrendek. A
legsUriibben egy | képre két P kép épll, és kdzottuk kéBKédp van. A 2.18.
abran egy ilyen képsorrend lathato.

A képek sorrendje a bitfolyamban nem egyezik meg a képékadendjé-
vel. A bitfolyambeli sorrend ugy lett meghatarozva, hogysbéan olvassuk be
a bitfolyambdl a képeket, akkor egy kép beolvasasanégadtjaban az 6sszes
szilkséges informécié rendelkezésre alljon a dekddoladbmiz(gy oljda meg a
szabvany, hogy hatrakildi a B képeket az utanuk kovétkeagy P kép mogé.
Ezaltal a B képek idben ebre mutatd referenciaja a bitfolyamban hatramutat6
referencia lesz. Természetesen atrendezéskor az | és o &éptylikon marad-
nak, €s a B képek egymashoz viszonyitott sorrendjén seoztd@itink. Tehat, ha
az idbeli sorrendet az indexekkel jeldljuk, akkor a

...B_2B_110B1B2P3B4B5PsB7BglgB10B11P12. ..
sorozatbdl az atrendezés utan az
Ce |QszB,1P3BlepaB4B5|gB7nglzBloB]_1. ..

sorozat lesz.

Egy képcsoport mindig egy | képpel kemtlk, méghozza a bitfolyambeli sor-
rend szerint. Emiatt egy képcsoport bitfolyambardélépe 6nmagaban dekddol-
hat6, vagyis nem sziikséges régebben dekddolt képek isnzedekddolasahoz.

A képcsoport tovabbi képei is mind dekodolhatéak a bitfoipeli sorrendben.
(Természetesen ezek dekddolasa soran szikségink leserakémsoportbol
eléttik dekodolt képekre.) Kivételt képeznek azdesképet megéld B képek,
ugyanis ezek a medid képcsoport utolsé P vagy | képére is hivatkozhatnak. (Ne
felejtsiik el, hogy a bitfolyambeli sorrendben definialjuképcsoportot!) Ezek a

B képek a megélzb képcsoport dekddolasa nélkil nem dekddolhatdéak. Emiatt
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az el$ néhany nem dekddolhatdé B kép miatt hivjak nyiltnak az iliképcso-
portot. (A szabvany definial egy zart képcsoportot is, texzaéesen ehhez mas
képsorrend sziikséges.) Ezaltal a képcsoport a bélmaetemlitett viszonylag
révid prediktiv egységet testesiti meg, hiszen (nyilt csbpsetén néhany B kép
kivételével) a képcsoportok egymastol fiiggetlenil deKdatdak.

Az MPEG videokddolas, amennyiben ezt nem szabalyozzuk kilonoz@lt
bitsebességet fog eredményezni. Gondoljunk példaullaog; ahol egy teljesen
Uj kép jelenik meg a videofolyamban (vagas), ott ad &ép makroblokkjait nem
tudjuk predikciéval tomdriteni, €s igy gyakorlatilag egjjes képet kelbPEGgel
kdédolnunk. Ez igen sok bitet igényelhet. Ott viszont ahagl aliokép van a vi-
deofolyamban, szinte nem is lesz predikcios maradék, sawgyon rovid lesz a
kdd. Az atvitelhez hasznalt csatorna bitsebességet G-1 esetén a CD lejatszo
1.4 Mbit/s sebességmpEG-2 esetén pl. az egy televiziéadasra jutd adatfolyam 5
Mbit/s sebessége) a kddolas soran természetesen nenjliépitetEzen a prob-
léeméan pufferek felhasznalasaval valamennyit lehet segitee meg kell oldani,
hogy a dekddol6 puffere sohase riljon ki, és sohase cgondul, tovabba a ké-
dol6 is csak a csatorna atviteli képességének me@feiehnyiségli adatot hozzon
létre. Ennek eléréséhez a kddolo allanddan figyeli a saffgrgt, €és nyomon ko-
kényszertl.) Ha példaul a kédol6 puffere kezd megtelni —ad&psorozat infor-
méaciodussaga okozhatja, — csokkentenie kell a képenkeitt Bitek mennyi-
ségét. Ezt aiPEGkvantalasi 1épad megemelésével érheti el, természetesen a
mindség rovasara. Durvabb megoldas, ha bizonyos makroblakiikmiés mara-
dékat egyszerlien elhagyja a kédbdl, és csak a mozgasekit@dja meg. Még
durvabb lehdiségek is rendelkezésére allnak a kédolénak. llyen pélaldnd-
menetén érkdzkép informaciétartalmanak korlatozasa, példaul a képéecia
vagy a felbontas csdkkentésével.

2.11. Forraskédolas betlinkénti hliségkritériummal

Ebben a szakaszban attekintjiik a veszteséges (torzitgehged) forraskddolas

2.3. definicié. Az X ésY diszkrét valdszinliségi valtozdtblcsénds informa-
cidjan az
[(X;Y) =H(X)+H(Y)-H(X,Y)
mennyiséget értjluk.
A definicié mutatja, hogy a kélcsénos informacié szimmeisikés
L(X;Y) =HX)—H(X |Y)=H(Y)=H(Y | X) =1(Y;X).
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Két valoszinliségi vektorvaltozo6 kdlcsonds informacefanti definicidébdl érte-
lemszerlien kdvetkezik.

2.8. tétel (A kolcsonds informacié tulajdonsagai).

a)
vy p(x,Y)
)= g POYO0 )
_ p(x|y)
= Xyp(x,y)log )
_ p(y | X)
5 Pixy)log p(y)
b)
1(X;Y) >0.
c)
1(X;Y) <H(X),
1(X;Y) < H(Y).

d) AzX ésY barmelyg ésf fliggvényére
1O6Y) 2 1(g(X); £(Y)).

BizONYiTAs: Az a), b) és c) tulajdonsagok a definiciobdl és a (feltéjada6-
pia tulajdonsagaibdl kézvetlenll adédnak. A d) tulajdanadeltételes entropia
1.7. d) tulajdonsagéabdl kévetkezik:

1(X;Y) = H(X)—

v
= I
\_x/\_/
|
T I
X
=2
Il

v
I T

= 1(9(X); £(Y)). m
Tegyliik fel, hogy eg informacioforrask hosszu blokkjatX; Xz . . . Xk-t egy
kddolassal egi1 Y. .. Yk k-hosszu blokkal reprezentéljuk, ahol 4zk ésY;-k a
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végesX illetve Y halmazokbdl veszik értékeiket. Legyéhx Y-on adva egyd :

X xY — Rt nemnegativ fliggvény. Aflggvénytorzitasi mértéknek nevezziik,
mert minderx € X, y € Y parrad(x,y) azt a torzitast méri, amit az okoz, hogy az
x forrasbetly-nal reprezentaljuk. AX =x;...xc sy =Vyi...Yk X € X,yi € Y)
blokkok kozti torzitast a

1 k
d(x,y) = E_Zld(XiaYi)

nemnegativ mennyiség méri. Ezt nevezh@tlinkénti torzitasnak. Ha azX
forrasX = (Xq,...,X) blokkjat azY = (Ys,...,Yk) blokk reprezentalja, akkor a
koztik lewd E(d) atlagos betlinkénti torzitast az

E(d) = E(d(X,Y)) = 3 p(x,y)d(x,y)
Xy
varhato érték méri, ahgb(x,y) = P{X =x,Y =y} és az 0sszegzés az §sszes
x € XX ésy e YK vektorra kiterjed.

2.6. példa. LegyenX =Y, vagyis a forras- és a reprodukciés abécé ugyanaz, és
legyend az Un. Hamming-torzitas:

| 0, hax=y
d(X,y)—{ l, hax#y

vagyis, ha a reprodukcié tokéletes, akkor a torzitas netigébként pedig egy.
Ekkor

k
¥ E(06Y)).

<l

E(d(X,Y)) = E (%id(x,-,m) _

A d definiciéja szerint
E(d(X, %)) = P{X # Yi},
tehéat

k
E(AX,Y)) = | 3 POX A )

vagyisE(d) az egyes pozicidkban tor@karaktertévesztések valdszinliségeinek
atlaga.E(d)-t nem szabad dsszetévesztenlink a 2.1. szakaszban vinegkitiba-
valoszinliséggel.

2.7. példa. LegyenX =Y =R, ésd(x,y) = (x—Y)?, ekkor
E(d(X,Y)) =E[X-Y]|?,

vagyis a kvantalasnal hasznalt négyzetes torzitast kapjuk
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Most, hogy a betlinkénti torzitas fogalmat bevezettik,adbgtunk egy ilyen
hlségkritériumot. Mondhatjuk példaul azt, hogy)az .. Xk blokk reprodukcio-
jaként elfogadjuly; ... Yk blokkot, ha egy adot > 0 szamra

1 k
E (Ei;d(x,vi)> <

Ezt nevezzilbetlinkénti hiiségkritériumnak.

A 2.6. példa szerint ez pl. azt jelentheti, hogy egy © < 1 szamra biztosi-
tani szeretnénk, hogy a karakterek meghibasodasanabkatlatpszinliségenal
kisebb legyen.

A forras adott hiiségll kodolasara forraskodokat hasmkaldz X forrdsk-
hossz( blokkjait kodolé forraskodja egy XX — YK leképezés, amely tehat min-
denx € Xk izenethez egy € Y reprezentanst rendel. Azddbiek szerint a
forraskdd betlinkénti atlagos torzitdsa a

D(g) = E(d(X,9(X))) = 3 p(x)d(x,9(x))

X

mennyiség. Ha @ forraskdod értékkészletekém darab vektort hasznal a#
vektorai kozul, akkor @ jelsebességaz

_logM

R="%

szam lesz, hiszen@lehetségeM értékét logV biten, forrésbet(]nkédﬁ?gk—'\" =R
biten lehet kddolni. A forraskodolas célja az, hogy a faremott hiségl, minél
kisebb jelsebességii kéddal kédoljuk, hiszen a jelsebessatvitel illetve tarolas
Kkoltségét” jelenti. Ha ag értékkészlete & = {y1,y2,...,ym}, (yi € Y, i =
1,...,M) halmaz, akkor a legkisebb torzitas eléréséahakdvetked kell legyen:

g(X):yia ha d(Xayi)Sd(Xayj)a j:1727"'7M7

vagyis azx € XX kodja az azy € © amely a legjobban ,hasonli®-re. Ag le-
képezés tehat egy vektorkvantalo. Hd hiiségkritériumot egyfajta tavolsagnak
tekintjuk, akkor azt mondhatjuk, hogyx) azx legk6zelebbi szomszédjaahal-
mazbdl. JO kod keresése ezek szerint a megféldlalmaz keresésével ekviva-
lens. A tovabbiakban a forraskodok telj@si¢pességének elvi hatarait vizsgaljuk
emlékezetnélkili stacionarius forrasra.

A kovetkedkben bevezetjik az emlékezetnélkili stacionarius faRrs(rate-
distortion) fliggvényét, amel§t kiderlil, hogy megadija azt a legkisebb jelsebes-
séget, amit egy legfeljebbtorzitasu forraskoddal el lehet érni.
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2.4. definicié. Legyen adva ag reprodukcios abécé éslaorzitasi mérték. Ek-
kor azX emlékezetnélkiili stacionarius forrés> 0 szamokra értelmezeR-D
fliggvénye a kovetkeé:

R(8) =min{I(X;Y): E(d(X,Y)) <&},

ahol a minimumot az dsszes oly&X,Y) valdszinliségi valtozépar folétt kell
venni, aholX eloszlasa megegyezik &z-k (k6zds) eloszlasaval & azyy hal-
mazbol veszi értékeit. Ha nincs olydn amellyelE(d(X,Y)) < &, akkor legyen
R(d) = oo.

MEGJEGYZES
a) Vegyuk észre, hogy hadg,in > 0 szamot a
Omin = z p(x mlnd X,Y)
kifejezéssel definialjuk, akkor barme¥yra
E(d(X,Y)) > Omin
hiszen

E(d(X,Y)) = > p(xy)d(xy) =

Xy
> pxymlndxy:
;y )

= Zp mlndxy

Ezek szerinR(d) < « akkor és csak akkor, ha> dmin.

b) Mivel az X eloszldsa rogzitett, agX,Y) par eloszlasat gy | x) =
P{Y =y| X =x} felételes eloszlasok hatarozzak neg, x) = p(x) p(y| x)
szerint. Figyelembe véve a kolcsonds informécio defirdti@zR(d) defi-
nicidja, ap(y) = ¥ p(X)p(y|x) egyenbséget felnasznalva a kovetkez

XeX

képpen irhato at:

P(X) p(yX)
N & PP RO S bR [

yeY

ahol a minimumot az 6sszes olypfy | X) feltételes eloszlas f6l6tt vesszik,
amelyekrey p(x)p(y | x)d(x,y) < 3.
Xy
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A kdvetkedkben megvizsgaljuk aR(d) fuggvény néhany alapwe@tulajdon-
sagat.
2.3. lemma. R(3) ad monoton fogyo és konvex fliggvénye, iz dmin.
BizoNYiTAS: Az R(d) definiciéjabol kozvetlendl latszik, hod®(d) monoton
fogy, hiszen h&' < &” akkor a feltételes eloszlasok halmaza, amely felett a mini-

mumot vessziky esetében szlikebb, mibit esetében, teh&(d') > R(d").
Legyen most O< A < 1 ésd1,0, > Omin. Azt kell belatnunk, hogy

R()\él + (l—)\)ég) < )\R(él) + (1— A)R(éz)

Legyenekpi(y | X) ésp2(y| X) azon feltételes eloszlasok, amelyekrdg&) defi-
nicigjabar (X;Y) elériminimumatR(d)-etilletveR(d,)-t. Jeldljuk ap; (y | X) és
p2(y | x) feltételes eloszlasok altal meghatarozott valoszintigdepzokaty; -gyel
illetve Y>-vel. Ekkor
1(X;¥)) = R(&),

€s

EMXXY)) <8, i=12
Definialjunk egy Ujp(y | x) feltételes eloszlast a kovetk@zpp:

Py X) =Apa(y[X)+(1-N)p2(y[X), xeX,yel.

HaY az a valoszinliségi valtoz6, melynek feltételes elos2tasap(y | x), akkor
kénnyen belathat6, hogy mindgre Y-ra

ply) = P{Y=y}=
= AP{Yi=y}+(1-NP{Y2 =y} =
= Apa(y) + (2—=N)pa(y),

valamint
E(d(X;Y)) = Z P(X) (Apw(Y [ X) + (1= A)p2(y [ X)) d(x,y) =

—AZpX)plylx A) Y P(X)p2(Y | X)d(xy) =
Xy
_AE(XY)+ (1~ NE(EX: V) <
< A0+ (1—)\)62.
Mivel teh&tE(d(X;Y)) < Ad1+ (1— )&, teljesil, azR(d) definicidjabdl kovet-

kezik, hogy
1(X;Y) > RAd1+ (1—A)3). (2.30)
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Masrészt, a Jensen-egyétieénség 1.2. b) kdvetkezményi@db
Pi(%Y) = PX)pi(y|X), i =1,2]eldlessel

Ap1(%.Y) + (1—=A)p2(X,Y)

(APL(%,Y) + (1 =A)p2(X,y))log P(X)Ap1(y) + (1= N)pa(y)] =

S169% P2(%Y)
P(X) Pa(Y) P(X) p2(y)
Ha (2.31) mindkét oldalat mindexre ésy-ra 6sszegezzik, akkor azt kapjuk,
hogy

< Api(x,y)log +(1=A)p2A(x,Y) (2.31)

1(X;Y) < M(X; Y1) + (1= A)(X; Y2) = AR(81) + (1— A)R(By),

amibdl (2.30)-cal egyutt a lemma allitasa adodik. |

2.4.lemma. Amennyiben azX emlékezetnélkiili stacionarius forraé =
(X1,X2,...,X) blokkja és a2 = (Y1,Ya,...,Yk) valoszinliségi vektorvaltozok ki-

elégitik az
LS 4.0
E(=SdX,Y) | <8
PR

1(X;Y) > kR(3).

hlségkritériumot, akkor

BizoNYiTAs: A feltételes entrépia 1.7. €) és c) tulajdonsagai szerint

k
H(X|Y) = ZleYxl, $X2) £ 3 HOGT V).

Ezt és azX-k figgetlenségét felhasznéalva azt kapjuk, hogy

I(X;Y) = H(X) HXTY) =

= ZH HX|Y) >

;(H(m H(X | Y0)

v

k

= 3106 (2.32)
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Had = E(d(X,Y;)), akkor a tétel feltétele szerint

%_i& <9,
=

tehat (2.32) felhasznalasaval, miR{) monoton fogyd és konvex

k 1 k
21 (3) > R(Ei;&) > R(3)

amivel a lemmat belattuk. [ |

1|X'Y>1k Y>
E(1)_Eizlx| >

?\_II—‘

Most bebizonyitjuk a forraskddolasi tétel megforditasdmj azt mondija ki,
hogy egyd-nél kisebb torzitasu forraskod jelsebessége nem letedildi(d)-nal.

2.9. tétel (A forrdskddolési tétel megforditdsa). Ha azX emiékezetnélkiili és
stacionarius forrag : XX — Y forraskédja, amely kiilénb62 kédszét hasznal,
valamelyd > dni, Szamra kielégiti a

D(g) <o

IogM

hiiségkritériumot, akkor a kd&= jelsebességére

R> R(3).

B1zONYITAS: A kdlcsonds informécid 2.8. ¢) és az entropia 1.6. a) tulagdga
szerint

1(X;9(X)) < H(g(X)) < logM.
Masrészt a 2.4. lemmabdl

1(X;9(X)) > kR(3),

tehat
logM > kR(d),

amivel az allitast bebizonyitottuk. |

A kovetked tétel, ami a fejezetitétele, megmutatja, hody(d) valéban a
torzitassal elérhétjelsebességet jelenti.



2.11. FORRASKODOLAS BETUNKENTI HUSEGKRITERIUMMAL 145

2.10. tétel (Forrdskodolasi tétel emlékezetnélkili staoharius forrasokra).
LegyenR(d) azX emlékezetnélkili stacionarius forrds R-D fliggvénye egtiad
reprodukcios abécére dstorzitasi mértékre. Ekkor, ha> dmjn, akkor minden
& > 6 ésR > R(d) esetén elég nadyra létezik egy, aX forrask-hosszu blokk-
jait kédoldg forraskodM darab kédszoval, amelyre

D(g) <9d.

A tétel tehat azt mutatja, hogy elég hosszu blokkokat kéal\kbédsebes-
Ség also hatard(d), tetsdlegesen kozelithétd-hoz tetsblegesen kozeli torzi-
tasu forraskoddal. A tételt nem bizonyitjuk, mivel a biziidag nem tul egyszerd.
Annyit meg kell jegyezni, hogy a tétel bizonyitasa egy, darimaciéelméletben
gyakran és sikeresen alkalmazott technikan, a véletleol&édn alapul. A vé-
letlen kédolassal a csatornakddolasi tétel bizonyitas@akélkozunk majd, amely
bizonyitas meglehéten hasonlit a forraskddolasi tétel bizonyitdsahoz.

2.8. példa. Tekintsiik Hamming-torzitast, ahol a forrasabécé és a defpmds
abécé megegyeznek, és

[ 0, hax=Yy,
d(X,y) _{ 1’ hax;éy

LegyenX emlékezetnélkili és stacionariB$X; = x} = P{X = x} adott eloszlas-
sal. Szamitsuk ki aR(0) értékét!
Mivel
E(d(X,Y)) =P{X#Y},

ezért azE(d(X,Y)) < dfeltételd = 0 esetében B{X =Y} = 1 feltételt jelenti,
vagyis ekkory 1-valészinliséggel meghataro2¢aet. Ekkor viszont

[(OX;Y)=H(X)=H(X]|Y)=H(X),

vagyis
R(0) = H(X) = H(X).

Ebben az esetben a forraskddolasi tétel azt mondja ki, reiggpteges kisd po-
zitiv szamra talalhatunk eqy: XK — XX forraskédot, hogy

l k
E;Pm #Yi} <9,

aholYi-vel ag(X,...,X) i-edik koordinatajat jeloltuk, és a kod jelsebessége a

Ve
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2.12. Feladatok

2.1. feladat (Fix sz6hosszusagu kéd).egyenX egy staciondrius, memériamen-
tes binéris forrdsP{X; = 1} = 0.005,P{X; = 0} = 0.995 eloszlassal. Azokhoz
a 100 hosszuséagu blokkokhoz rendelink kodszavakat, aknlelgteljebb harom
egyest tartalmaznak. Ha minden kédsz6 azonos hosszuddau,mi az a mi-
nimalis hosszusag, amellyel ez a kod megvalodsithat6? Mekkamem kodolt
blokkok 6sszvaldszinlisége pontosan, és milyen becsigsink erre a szamra a
Csebisev-egyeitlenségbl?

2.2. feladat (Normalis eloszlas egy bites kvantalasal.egyen X nulla varhaté
értékd,o szorasu normalis eloszlasu valészinlségi valtozo. Hatarmeg az
optimalis egy bites (két szint(i) kvantalét! Mennyi a toéz?

2.3. feladat (Exponencidlis eloszlas kvantélasa).egyenX valos valészinlségi
valtozé, melynek sirliségfiiggvénye

F(x) = ce X, haxe [0,2]
0, hax ¢ [0,2]

aholc olyan konstans, hogy val6szin{iségi strliségfliggvény.

a) KvantéljukX-et egy[0,2]-re illeszked 4 bites (16 szintl) egyenlet€x
kvantaléval. A tanult kozelitéseket hasznéalva szamolm kvantald négy-
zetes torzitasat ésH(Qq (X)) entropiat!

b) Legyen most
le=3X hax>0
f(x)=4 2 ’ =~
9 { 0, hax< 0

KvantaljukX-et a kovetke@képpen:

[ Qu(x), haxe]0,2]
Q) = { 2,1 hax > 2

Az a) rész eredményét felhasznalva szamoljali (X)) entropiat!
(Segitség: Legyed =0, haX € [0,2], ésZ =1, haX > 2. EkkorH(Q(X)) =
H(Q(X),2) =H(2) +H(Q(X) [ Z).)

2.4. feladat. Az abran lathatd (x) strségfiggvényH valoszinlségi valtozot 2
bites egyenletes kvantéloval kvantaljuk, mely illeszkealj—1, 1] intervallumra.

a) Szamolja kipontosana kvantalé négyzetes torzitasat és kimenetének ent-

s s
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b) Szamolja ki a fenti két mennyiséget a tanult kozelitéséddbasznalva!
Mennyire egyeznek a pontos és kozektrtékek?

X
(Segitségggt Intdt =x2 (13* - 1))

f(X)

2.5. feladat. A napsitéses és &s napok stacionarius Markov-lanc szerint ko-
vetik egymast az abran lathaté atmenetvaldszinliségekkekgs napokon az
e mennyisége exponencialis eloszlab{x) = e * (x> 0) sirliségfuggvénnyel
(centiméterben mérve). Az arasjelentésben azéemennyiségét 1 milliméter
felbontasban egyenletesen kvantalva mondjak be. Mendye{ibleg) a csapa-
dékmérések sorozatanak mint forrasnak az entrépiaja?

1/3

o(lw) )

1/3

2.6. feladat (A Lloyd—Max-algoritmus nem optimalis). Mutasson példat arra,
hogy a Lloyd—Max kvantal6tervézalgoritmus nem mindig a minimalis torzitasu
kvantaléhoz konvergal. Azaz adjon meg egy olyan ,rosszliségfliggvényt és
kiindulasi kvantalét, hogy az algoritmus biztosan ne amopinhoz konvergaljon.

2.7. feladat (Maximalis differencidlis entrépia). Mutassa meg, hogy

e az adott varhat6 értéki, nemnegativ valészinliségiz@itkozott az expo-
nencidlis eloszlastnak maximalis a differencidlis ertjap

e az[a,b] intervallumon kivil nulla striségfuggvényl valéssagdi valto-
z0k kozott az[a,b]-n egyenletes eloszlasunak maximalis a differencialis
entropiaja.
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2.8. feladat (Maximalis entrdpia). Tekintsik a természetes szamok halmazara
koncentral6dom varhaté értéki diszkrét eloszlasokat. Mutassa meg, hogpa
metriai eloszlasnak maximalis az entropiaja.

2.9. feladat (Differencialis entropia). LegyenX abszollt folytonos eloszlasu va-

s s

meg, hogy barmelg > 0 szadmra

H(aX) = H(X) +loga.



3. fejezet

Csatornakodolas

Ebben a fejezetben a zajos csatornan t@rr@egbizhato informacidatvitel prob-
léméjaval foglalkozunk.

Tekintstik az 1.1. abran lathaté hirkdzlési modellt. Célari&rras altal kiva-
lasztott (izenetet a ny@e eljuttatni. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy val6sagos
hirkdzlési problémak vizsgalatdnal nem mindig egyértelhdgy hol kell a ko-
dolét és a csatornat, illetve a csatornat és a dekddolétalaéirtani, azaz, hogy
az esetleg jelenl@&modulatort és a demodulatort a csatorna avagy a kodolo, il-
letve dekddolo részének tekintsiik-e. Ebben a fejezetbant latni fogjuk, csak
az un. diszkrét csatornaval foglalkozunk, vagyis a moddté&s a demodulaciot
a csatorna részének tekintjik. Ez annak a téfvezemléletnek felel meg, amely
szerint a modulatort és demodulatort nem akarjuk, vagy netjuk megvaltoz-
tatni.

Alapveten két problémaval kell szembenézniink. Az egyik az, hogya)
kozeg — a csatorna— bemeneti abécéje nem feltétlenll dgyes a forrdsabeé-
cével, a masik pedig az, hogy az atvikbzeg zajos, azaz a csatorna bemenetére
adott szimbélum nem feltétlenlil egyezik meg a csatorna ketén megjeledr
vel. Ezen nehézségek ldipésének eszkdze a csatornakddolas, amelynek elvi
lehetségeit a csatornakodolasi tétel mutatja meg.

A zajos csatornét jol modellezi az a feltevés, hogy a csatbemenetére adott
Uzenet egyes szimbolumai bizonyos valdszinlséggel mégbihatnak.

A csatornakédolas alap\eproblémaja az, hogy hogyan lehet egy megbizha-
tatlan eszk6z6n (zajos csatornan) lizenetet nagy megbsdumal atkildeni tgy,
hogy minél jobban kihasznaljuk a csatornat. Megmutatjaigyha kihasznaltsag-
nak van egy elvi hatara, ez a csatornakapacitas. Mivel adidésnak egy fontos
komponense a dontés, ezért a fejezetet az optimalis déhkessljuk.
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3.1. Bayes-dontés

A gyakorlatban gyakran éfordulé feladat, hogy egy paraméter értékét nem
tudjuk kozvetlentul megmeérni, csupan egy megfigyeihennyiség értékél sze-
retnénkA-ra kovetkeztetni.

A szamunkra érdekes esetek matematikai modellje a kdvitkgpen fogal-
mazhat6 meg:

LegyenX valészinlségi valtozo, amely értékeithalmazbol veszi fel va-
lamilyen eloszlas szerintX(lehet véges vagy végtelen halmaz, példiut RY
esetérX értéke egyl-dimenzios vektor, vagy = {0,1}¢ esetéml-hosszlsagu bi-
néris vektor.) A véletle\ paraméter azl halmazbdl veszi fel értékét. Azt, hogy
X megfigyelésédl A értékét prébaljuk meghatarozni, e@y X — A figgvénnyel
irhatjuk le. G(X)-et kdvetkeztetésnek nevezzuk. Ezen belll két esetet Bain
tethetlink meg:

e haG értékkészlete véges halmaz, akkiiX)-etdontéqek,
e haG értékkészlete végtelen halmaz, akkiiX )-etbecsléasek

nevezzik.

Természetesen kdvetkeztetésiinket valahogysfiani szeretnénk, ezért de-
finialjuk az un koltségfiggvény: C: A x A — R, itt C(A,G(X)) értéke adja meg
a kovetkeztetés josagat abban az értelemben, hogy mimdlkaC értéke, annal
jobbnak tekintjik a kdvetkeztetést. EzErt szokas josagi kritériumnak, hasonlo6-
sagi kritériumnak, vagy megbizhatosagi kritériumnak igez@i. Természetesen
C(A,G(X)) maga is val6szinliségi valtozo, hiszen értéke gEpA értékédl.

A koltségfliggvény csupaK ésA egy-egy konkrét értéke esetén 1bgiti a
kovetkeztetést, magat@ kovetkeztetésfliggveényt ennek varhaté értekével jelle-
mezhetjuk.

Az R(G) = E(C(A,G(X))) (csakG-tdl fuggd) mennyisegeglobalis kocka-
zatnak nevezzik.

Tekintsuk a kdvetkdz szituaciot:

e legyen azX megfigyelés valdszinliségi valtozd, amely értékeif(aaal-
mazbdl veszi fel, és nézziikdaslzér azt a specialis esetet, amikodiszkrét,
tehat véges vagy megszamlalhatéan végtelen halmaz;

e az A paraméter szintén valdszinliségi valtozo, értékeilaz {ay,...,as}
véges halmazbdl veszi fel (ekkor természetes@q-a kdvetkeztetésfugg-
vény értékkészlete is a4 halmaz), legyen tovabba @zeloszlasa a kbvet-
kez: g =P{A=4a}.
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3.1. definicié. A Hi = {A = &} eseményt-edik hipotézisnek, mig g valdszi-
nliségekea priori valészinliségknek szokas nevezni.

3.1. példa. Tekintstink csak egy specidlis koltségfiggvényt:

1, hai

C(a,aj) =Gj =1-§; :{ 0 egyébként’

Vizsgaljuk meg, hogy alakul ekkor a globalis kockazat ésték

R(G) = E(C(AG(X))) =

_ i;glP{A:a;,G(X) =aj}C(ai,a)) =

S S

_ i;JZlP{A:ai,G(X) =aj}(1-j) =

= 1—_2P{A:ai,G(X) —a}=

— 1-P{A=G(X)} =
= P{A£G(X)}.

Lathatjuk tehat, hogy a koltségfiiggvény fenti valaszt&saéan a globalis koc-
kazat éppen megegyezikhibavaldszinliségel. A tovabbiakban csak a hibava-
I6szinliséggel foglalkozunk.

3.2. definicio. A P{A =& | X = x} feltételes val6észinliségekeiposteriori va-
l6szinliségknek nevezziik, %(x)-szel jeldljlikbket.

Nevezziikdontési tartomanyoknak a2l halmaz azo; részhalmazait, amelyek
barmely elemének megfigyelésekoraazre dontiink:

Dj = {x: G(x) =4a;}, i=12,...,s

Lathatjuk, hogy aG dontesfuggvenyt teljesen meghatarozzak jadontési
tartomanyok, vagyis a dontési tartomanyok megadasavahnaagintést is meg-
adtuk.

Valasszuk g-edik dontési tartomanyDj-ot olyannak, hogy minder € Dj
esetérP;(x) > R (x) teljestljon mindeni # j-re, azaz ax pont akkor eleme a
j-edik dontési tartomanynak, ha azanegfigyelés esetén dA = a;} hipotézis
feltételes valoszinlsége a legnagyobb. Valaszthatfpk @rtomanyokat paron-
ként diszjunktaknak példaul gy, hogy amennyiben valamely a maximum
nem egyeértelmi, azaz, ha ebben a pontban Blfbbggveény is maximalis, akkor
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x-et az ezek kozul legkisebb index(ihoz tart@zdtartomanyba soroljuk. Ekkor a
dontésfuggveny:
G*(x) = &, hax e D

Ezt a dontésBayes-dontéaek vagy maximum a posteriori déntésnek nevezzik.

3.1. tétel. Az igy definialtG* déntésfiiggvény optimalis, vagyis ennek a déntés-
nek legkisebb a hibavaloszinlisége.

BiZONYITAS: LegyenG(x) egy tetsbleges dontésfiggvérdyD;} dontési tarto-
manyokkal. Ekkor

RG) = PAZ£G(X)) =
1-P(A=G(X)) =

= l—_iP(A:ai,G(X):a,-):
= 1—22 P(A=a,G(X) =a | X =X)P(X = X) =
= 1_-22 I{G(x):ai}P(A: aq | X = X)P(X = X) =

= 1—‘_22 lixepit P (X)P(X = %) >

v

1-— Zi Z l{xeDi} mjaxPj (X)P(X =x) =

Az a posteriori valészinliségek a kovetliedakba irhatok:
RX) = P{A=a|X=x}=

P{A=a,X=x}
P{(X=x}
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P{A=a}P{X=x|A=a} _
P{X =x}

Qi pi(x)
P{X =x}’
ahol pi(x)-szel azX feltételes eloszlasat jeldljik A = a; } feltétel mellett. Léat-
szik, hogy & (x) a posteriori valoszinliség ugyanarra emlexre veszi fel a maxi-
mumat, amelyre; pi(X). Amennyiben az a priori valészinliségeloszlas egyenletes
azazqg = % mindeni-re, akkor a Bayes-ddntés a kévetékeppen alakul:

x € Dj, hapj(x) = maxp, (X).

Az ilyen tipusu dontégnaximum-likelihood dontésnek nevezziik.

MEGJEGYZES Maximum-likelihood dontést altalaban olyan esetekbezuing,
amikor az a priori valészinliségek nem ismertek. llyenkoAdalmaz azon ele-
mére dontiink, amellyel mint feltétellel a mért értékneknlegyobb a feltételes
valoszinlisége.

3.2. példa (Dekodolas binaris szimmetrikus csatorna kimegtén). Ebben az
esetben aA = (Ay,...,Ay) valoszinlségi valtozo értékei binarishosszusagu
kddszavak. Jeldljunk egy kodszgtvel, aholc = (¢, iy, .. .,Ci,), vagyis az-
edik kodszoj-edik bitjeci;. A kodszavakat egy zajos, binaris szimmetrikus csa-
tornan tovabbitjuk, melynek kimenetén Az= Xy, ..., X, valdszinliségi valtozo
(szinténn hosszUsagu binaris sorozat) jelenik meg. Xzloszlasat abban az
esetben, amikor a tovabbitott kodszdvolt, a csatorng atmenetvaldszinlisége
hatarozza meg a kovetk@zéppen:

P{X =xX1,X2,..., % | A=Ci} =
=P{Xi =x1,X=X%2,...,. X% =% | AL=Ci,,...,An=Ci, } =
=P{Xi=x1 |A1=C,}P{Xo=%|Ax=cCj,} -
P{Xn=Xn|An=cCi }.
Ez az egyerilség definidlja az emlékezetnélkili csatornat, vagyjisedik kime-

neti szimbélum eloszlasa csakjadik bemeneti bit értékét fiigg. Az, hogy a
csatorna atmenetvaloszinlisggé0 < p < 1/2), éppen azt jelenti, hogy

P, hax # Ci,
P =% | Ac=0} = { R

1-p, hax=c,
pl{xk#cik} (1 _ p) 1_|{Xk#0ik} —

|t )
- (a2 oon
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Ezért tehat

At = ol e
PIX=x|A=g} = Dll(l_p> @ p>]

g lxgetci, )
_ p k=1 k . n
a (1—p> (A=

Amennyiben a csatornd kimenete ismeretében a csatorna bemenetére adott
kddszot maximum-likelihood dontés segitségével akarjagmatarozni, azt g-t
n

valasztjuk, amelyre;(x) = P{X =X | A = ¢} maximalis, azaz amelyrg I .q }
k=1
T b
minimalis (hlszenlf—p <n1).
Vegyuk észre, hogyy I{Xk#qk} éppen ax és ac; Hamming-tavolsaga, ami azt
k=1

jelenti, hogy binaris szimmetrikus csatorna esetén a maxittikelihood deké-
dolas éppen a csatorna kimenetén vett sorozattol minifHalsming-tavolsagra
levd kddszo6 valasztasat jelenti. (Két egy@hlosszu binaris sorozat Hamming-
tavolsagan azon bitek szamat értjik, amelyekben a kétasokainbozik.)

Amennyiben az megfigyelés értéke valos, é6x) az eloszlast meghatarozo
slirtiségfiiggvény, tovabbigx) = f (x| A= &) azA paraméteq; értékéhez tartozo
feltételes slrliségfliggvény, akkor bebizonyithatdyteaga posteriori valészinl-
ségfiiggvények a kdvetkéalakba irhatok:

Latszik, hogy ez az eset formailag teljesen analdg a disdgéttel, ezt a
kovetked példaval szeretnénk érzékeltetni:

Tegylk fel, hogy minden egyesc R szdmra csak azt tudjuk megfigyelni,
hogy azX valészinliségi valtozd/2 sugaru kérnyezetébe esik-e, azaz, hogy
bekdvetkezett-e 8y = X € (x—A/2,x+ A/2) esemény. Tegyuk fel tovabba,
hogy f, f1,..., fs folytonos flggvények. Ekkor Ba-hoz tartozé a posteriori va-
l0szinliségek:

PA(x) = P{A=3a|By}=
P{A=a,Bp}
P{Br}
P{A=a}P{Bar|A=3a}
P{Ba} B
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x+4/2

di f fi(Z)dZ

x—0/2
x+4/2

J f(2)dz

x=N0/2
X+4/2

CIIA [ fi(2)dz
x—A/2

x+A/ 2

a | f(9dz

x AJ2

Az fi-k folytonossaga miatt alkalmazhatjuk az integralszasktizépértéktételét,
amibol

lim PA(x) = GhoJ

A0 f(x)

Latszik tehat, hogy egyre kiselesetén aszimptotikusan a maximum a posteriori
dontés a kdvetkeézalaku:

G*(x) = maxq fi(x),

ekkor
Df ={x: G'(x) =qfi(x)}.
Megmutatjuk, hogy ez tényleg optimalis dontés.

RG) = 1—§lP{A:a;,G(X) —a} =

= 1- ZP{XGD.IA aP{A=a} =

- 1- ZD/f )dx g =

v

1-— Zk/max{qJ X)}dx =

= l—R[mjax{quj(x)}dx:
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g f1(x)
a2 f2(x)

-~ -~

D1 D3

3.1. dbra. A Bayes-dontés hibavaldszinlisége.

_ 1—2D/mjax{quj(x)}dx:
_ 1—213/qi fi(x) dx = R(G").

A fenti levezetés alapjan kiszamithatjuk a Bayes-dontéavailoszinliségét:

R(G") = 1—/mjax{qj £ ()} dx.
Rd

s=2 esetén
R(G) :/min{Q1f1(X),Q2f2(X)}dX,

Rd

amelyet a 3.1. abra szemléltet egy dimenzidban.

3.2. Optimalis detektalas analog csatorna kimenetén

A kovetked szituaciot vizsgaljuk: legyen 2, 2,, ... stacionarius forras olyan,
hogy Z; értékeit azA = {aj,ay,...,as} halmazbdl veszi, és ezeket az értékeket
(Uzeneteket) egy analdg csatornan kell tovabbitanunkaEanaldg (fizikai) csa-
tornat agy modellezziik, hogy azéd hosszlsagu szeletekre van osztva, és az
i-edik szeletben &; beti atvitelére kerll sor Ugy, hogy a lehetséges..,as
betliknek megfeleltetinlo, t]-n értelmezety(t),...,ys(t) figgvényeket (jelala-
kokat), és h&; = a, akkor az[(i — 1)1,it] intervallumon azy,(t — (i — 1)1) jelet
kildjuk el. Ezt a technik&igitalis modulaciénak nevezziik (3.2. abra).



3.2. OPTIMALIS DETEKTALAS ANALOG CSATORNA KIMENETEN 157
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3.2. dbra. Digitalis modulacio.

3.3. példa. PAM(impulzus amplitidomodulaci6, pulse amplitude modulatio

yi(t) =a-y(t),

i—12

3.4. példa. BPSK(binaris fazismodulacio, binary phase shift keying):

yi(t)=sin(t+(i—1)m), i=12
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3.5. példa. QPSK(kvadratikus fazismodulaci6, quadratic phase shift kgyin
. . T .
yi(t) = S|n<t+(| - 1)5), i =1,2,3,4.
3.6. példa. BFSK(binaris frekvenciamodulacio, binary frequency shiftikey:
yi(t) =sin((wp+ (i—1)A)), i=12

A csatorna bemenetére adott jel tehat a koveikez

U= 3 yalt—G- 1)

Feltételezzilk, hogy az analdg csatorna additiv zajos, ahjekenti, hogy a
kimenete

V(t) =U(t) +N(t),

ahol azN(t) egy 0 varhat6 értékl staciondrius sztochasztikus folyafreltesz-
szik, hogy a csatorna kimenetén ismerjuklaosszu idszeletek hatéarait, azaz a
szinkronizalast mar elvégeztik. Az egyszer(iség kedvéléritsiik a dontést; -
re, aza/ (t)-t megfigyeljuk a[0, 1] intervallumon, abbof; id6kozonként mintat
veszunk, és a mintak alapjan déntink. Ekkor

(v (g) Y, (%) ,...,V(r)) _
- faonE). o)
(N (é) N (%) ,...,N(r)) _

= yZl+Nv

X

aholy; jeloli azy;(t) mintainak ésN azN(t) mintainak a vektorat. H#&(x) jeloli
azN sirlségfiiggvényét, akkor siz+ N sirliségfiiggvénye

fi(x) = f(x=vi),
tehat a Bayes-dontéshez a

Gi fi(x) =& f(x—yi)
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értékeket keli-ben maximalizalni. Nézziik a tovabbiakban azt a speciakset,
amikors=2, q1 = = % és azN(t) egy 0 varhato értéki stacionérius Gauss-
folyamat. Ekkor adN(t) folyamatN mintainak vektora normalis eloszlaewar-
hato ertekkel e& kovarianciamatrixszal, azaz

f(x) = ——g——e :(x™)

)

tehat
1

(Ve /dei

(a,b) alakban a skaléarszorzatot jel6ltuk.
A hibaval6szinliséget a Bayes-dontés minimalizalja, azaz

e*% (x—¥i K (x-yi))

fi(x) =

DI = {x:qufi(x)>qf(x)}=
= {x: f(x—y1) > f(x—y2)} =
= {x:Inf(x—y1)>Inf(x—y2)} =
= {x: (x—yLK(x=y1)) < (x-y2,K "} (x—y2))} =
= {1 (6K™X) = (Y, K%)= (6K y1) + (yi, K tys) <
(} K1) = (y2,K7%) = (6, K7y2) + (y2. K y2) } =

K~ szimmetriajanak felhasznalasaval:

= {x: =2(x,K ly1) + (y,K y1) <
—2(x,Ky2) + (y2,K ty2) } =
= {x: (x,v) <Ci},

ahol
v=K (y2—-vy1)

és
1
C1 =3 ((y2K™y2) = (yn.K™'v1)).

Latszik tehat, hogy ebben az esetben a Bayes-dontés réihaigyszeriien
megvalosithatd, amennyiben ismerjik az additiv Gauss&@arianciafliggvé-
nyét. Az is latszik, hogy a dontési tartomanyok hatéra efjp afpersik (eltolt
altér). A 3.3. abran lathaté optimalis detektalast végtéleszkozt a hiradastech-
nikdbandiszkrét korrelacios detektorak nevezik.
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X igen

skalaris __| komparator G*(X)=1
szorz6 >C? cer~ G'(X)=2
V=K (y1—y2)

3.3. 4bra. Diszkrét korrelaciés detektor.

3.3. Csatorna, csatornakapacitas

A diszkrét csatorna leirhaté a bemeneti abécével, a kiméhétével, illetve az
atmenetvaloszinliségekkel. Azbemeneti, és & kimeneti &bécék legalabb két-
elemii véges halmazok. A csatorna egyenletélsddonként a bemenetére adott
szimbélumra (amely a bemeneti abécé eleme) a kimeneténemkiirabécé egy

v elemét adja valaszul. A csatorna viselkedését a béjakkUy,Us, ..., Uy,...,
illetve a kimerdjelekV1,Vs,...,V, sorozata irja le; ezen valészinliségi valtozok
egyuttes eloszlasa:

P{V]_ :V]_,...,Vn :Vn,U]_ — ul,...,Un - Un} —
— P{U]_: Ul,...,Un:Un}‘
P{Vlzvl,...,VnZVn | Ulzul,...,Un:Un},
aholP{U; = uy,...,U, = uy}-et a forras eloszlasa és a kddol6 egyuttesen hata-
rozzak meg, mig 8{V1 =v1,...,Vh =Vu | U1 = us,...,Uy = u,} feltételes valo-
szinliségekn(=1,2,...) a csatornat leiré in. atmenetvaldszinliségek.
MEGJEGYZES Azt mindig feltessziik, hogy a csatorna nem szinkroniz#biés,
vagyis, hogy a kimenetén pontosan annyi szimbélum jelergg,ramennyi a be-

menetére kerllt, tehat szimbolum nem vész el, és nem ikkeiktfloslegesen.
Az egyszeriliség kedvéért vezessik be a kovétjadaléseket:

p(v,u) = P{V=v,U=u}=
P{Vl:V]_’...,Vn:Vn,U]_:u]_,...,UnZUn}

pu) = P{U=u}=
P{U1 =u,...,Uy=un}

p(v) = P{V=v}i=
= PM=vi,...,.Va=Vn}
pv[U) = PV =v|U=u) =

= P{Vlzvl,...,VnZVn|U1:U1,...,Un:Un},
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illetve
) P{Vi =v,Ui = u;}
) = P{Ui=u}

p(vi) = P{Mi=w}
i) = P{M=vi|U=u}

Most definialjuk a diszkrét memoriamentes csatorna fogalma

3.3. definicié. Egy csatornat akkor neveziidiszkrét memaoriamentes csatorna
nak, ha ap(v | u) atmenetvalészinliségek mindesme, u € U"-re ésv € V"-re

kielégitik a kévetked egyendséget (" ésV" azW ill. 'V elemeildl alkothato
n-hosszlsagu sorozatok halmazat jeléli):

p(v 1) = [ o ).

azaz a csatorna kimeneti szimbélumanak eloszlasa mindigazsaktualis beme-
netbl fligg.

Nézziink meg példaként néhany fontos diszkrét memariaraestornat.

3.7. példa (Binaris szimmetrikus csatorna (BSC)). Ezzel a csatornatipussal

mar foglalkoztunk a 3.2. példa kapcsan. Itt mindlabemeneti, mind & ki-

meneti abécé kételemll = V = {0,1}), az atmenetvalészinliségek pedig:
PIV=1|U=0}=P{V=0|U=1}=p
PV=1|U=1}=P{V=0|U=0}=1—p.

Az atmenetvaldszinliségek a 3.4. dbran lathaté médondihedaak.

1le .1
1-p

3.4. &bra. Binaris szimmetrikus csatorna.
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3.5. abra. Binéaris z-csatorna.

3.8. példa (Binaris z-csatorna).Ennek a csatornatipusnak a bemeneti és kime-
neti abécéje szintén kételem (binaris), azonban ez arcsatem szimmetrikus,

a bemenetére adott 0" szimbolumot egy valoszinlségdal hélkil tovabbitja,
csupan az 1" szimbo6lum tovabbitasanal hibazhealoszinliséggel, azaz

PVv=0|U=0} = 1,
Piv=0lU=1} = p
PV=1|U=1} = 1-p

(lasd 3.5. abra).

3.9. példa (Binaris trléses csatorna)A binaris tdrléses csatorna bemeneti abé-
céjeU = {0,1}, mig a kimeneti &bécé tartalmaz egy tovabbi specialis s2lmb
motis:V = {0,1,x}. Hibazaskor mindig a’ szimbolum jelenik meg a csatorna
kimenetén:
P{V=«|U=0}=P{V=x|U=1}=p
PIV=1|U=1}=P{V=0|U=0}=1—p

(lasd 3.6. abra).

A diszkrét mema@riamentes csatornak jellemzésére vezdmsalkcsatornaka-
pacitas fogalmat:

3.4. definici6. A p(vi | ui) (vi € V,u; € U) atmenetvalészinliségekkel leirt diszk-
rét memoriamentes csator@asatornakapacitas a kévetkeé:

C=max{l(U;V)},
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3.6. abra. Binéris torléses csatorna.

ahol a maximumot az dsszes oly&hV) valoszinliségi valtozopar halmazan kell
képezni, ahol) a csatorndl bemeneti abécéjéN, pedig aV kimeneti abécén
veszi fel értékeit, tovabba egylttes eloszlasuk kielegft{V =v; |U = u;} =
p(vi | uj) egyenbséget, aza¥ tekintheb a csatorna altal -ra adott valasznak.
Ekkor

_ puv) | _
C = max{ue%ev p(u,v)log p(u)p(v)}

_ p(v | u)
= max ue%Ievp(u)p(vw)log 5 PPV 1)

vel

sz

Lathatjuk tehat, hogy a maximumot elég a csatorna bemehétégén definial-
hatép(u) (ue U) eloszlasokon képezni.

MEGJEGYZES A csatornakapacitas definicidjaban azért irhattunk mamiot
szuprémum helyett, mert 44J ;V) egy folytonos fliggvény p(u) (ue U) elosz-
lasok zart, korlatos halmazan, ezért biztosan van olyarebetneloszlas, hogy a
bemenet és a kimenet koz6tti kdlcsdnds informacio elératocsakapacitast.

A csatornakapacitas intuitiv jelentése tehat a ,,csatonma@ximalisan atvihét
informéacié mennyisége”. Tulajdonképpen ennek az allaksnpontos megfogal-
mazéasét adja a kébbiekben targyalandé csatornakddolasi tétel.

Példaként szamoljuk ki a 3.7. példaban szér&maris szimmetrikus csatorna
kapacitasat:

3.10. példa. Esetlinkben a bemenet eloszlasa egyetlgraraméterrel jellemez-
het:
P{U=0}=aq; PlU=1}=1-aq.
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Ekkor a csatornakapacitas:
C= muaxl (U;V) = mqax(H(V) —H(V |U)).
Kdnnyen lathatd, hogy
H(V |U) =h(p) = —plogp— (1 p)log(1—p)
flggetlenU eloszlasatol, ezért elég
H(V) =h(a(1-p)+(1-a)p)

maximumat keresni. Tudjuk, hogytgx) fliggvény azx = % helyen veszi fel a
maximumat, ezént (V) akkor maximalis, hat(1—p)+ (1—a)p= % azaz ha

o= % tehat egyenletes a bemenet eloszlasa. Ekkor tehéat

C=log2—h(p) =1—h(p).

Latszik, hogy a csatornakapaciths= 0 ésp=1 esetérC =1, p= % esetén
C =0, tovabba, hogy a csatornakapacitgsémenetvaldszinliség alulrél konvex
fuggveénye.

3.4. Csatornakodolasi tétel
Definialjuk most az 1.1. abra hirkdzlési modelljének téHbkkjat is.

3.5. definicié. Csatornakddnak nevezziik au" egyM elem(C = {cs,...,Cm}
részhalmazat, amelynek eleme&i&-ci,, . ..,ci, kodszavakg, € U, i=1,...,M,
j=1,...,n).

3.6. definicio. A k6dol6 egy invertélhatd : Yk — {c1,...,cu} fliggvény, amely
a forrask hosszusagu blokkjaihoz kédszavakat, vagyis a csatornaietimabé-
céjének elemeiti alkotottn hosszisagu sorozatokat rendel:

f(Y,...,Y) = (Ug,...,Up).

3.7. definicié. A dekddold két fiiggetlen részre bonthatdpntére és akoédolo
inverzére (lasd 3.7. abra).

A dontt ag: V" — {c1,...,cm} leképezés adja meg, azaz a csatorna kime-
netén megjelelin hossztsagu blokkokhoz rendel hozza kédszavakat. A dontést

P

definialhatjuk &D1, . ..,Dy C V" déntési tartomanyokkal is a kbvetkeg&ppen:

Dm={veV": g(v) =cm}, m=12...,M.
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—— dekodold dend kédol6 1 ——

3.7. bra. A dekddol6 felépitése.

A kédolé inverze egyszeriien &xoédolofiiggvényt — inverzét jelenti, ez a dodit
kimenetén addédoé kdédszohoz hozzarendeli azt az Uzenetet gatorrak-hosz-
szlusagu blokkjat), amelynek kédja éppen ez a kédszo.

Most tekintsiik at a csatorna megbizhatésaganakbsaémait.

3.8. definicié. Tegylk fel, hogyM szamu lizenet valamelyikét akarjuk tovabbi-
tani (példaul binéris forrds hosszusagu blokkjai eset¥h= 2). Jeldljiik ezeket
Y1,...,Ym-mel. Adott kédold és dekddold esetén annak a valdszimjsemy a
dekddolas hibas, feltéve, hogy sz m-edik lizenetet tovabbitottuk:

Pem= 3 P ym) = ; P | Ym)-
f71(Y)#Ym Y'#Dm

Igy, hap(ym) azm-edik k6zlemény difordulasanak valészinlisége, akkor a hibas
dekodolas valoszinlsége:

M M
Pe= rrgl P(Ym)Pem = z z p(Y',Ym).

m=1y'¢Dmy
A P hibaval6szinliség tehat figg a kézlemények eloszladdialyan kodolast
szeretnénk azonban, amelyéttiiggetlentil j6, ezért vezessiik be a

_ 1 M
|:)e =11 Pe,m
V.2,
atlagos hiba kifejezésd®. értéke fiiggetlen az iizenetek eloszIasatol.

MEGJEGYZES HaP. minimalizalasa a célunk, akkor mint a 3.1. szakaszban lat-
tuk, azt a Bayes-dontés megteszi. Ez azt jelenti, hogy adi#@@zt azyny, koz-
leményt valasztja ki, amelyre 3z, feltételes valdszinlisége maximalis a csatorna
kimenetén megjelghny’ sorozattal mint feltétellelP, minimalizalasa megfelel a
hibaval6szinliség minimalizaldsanak egyenletes a mioszlas esetén. Ekkor az
optimalis déntést maximume-likelihood dontésnek nevezAtiiben az esetben a
kddolo—dekddolé part a kddszavées, . . .,cv } halmazéval teljesen megadtuk.

Tekintstink egy rendkivill egyszer( példat annak illusasdra, hogy csator-
nakodolassal hogyan noévelhetjik meg az atvitel biztortsaga
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3.11. példa. Tekintsiik a 3.7. példaban ismertetgthibavaloszinliségii binaris
szimmetrikus csatornat. Kédolas nélkil a hibazéas valés&ge nyilvan:

Pe: IDe,l = I:>e,2 = I:Te =p.

Vegyuk most a kdvetkézkodot: C = {000,111}, vagyisM =2,n=3, k=1,
illetve a kddolasi szabalyf (0) = 000; f(1) = 111. Ha a dekddolasi szabély a
tébbségi dontés, azaz akkor és csak akkor dekédolunk .f1has vett harom bit
kozott legalabb két ,1"-es van, akkor konny( latni, hogyileavaldszinliségek:

Pe/ — Pe7]_/ — Pe,zl — P_é — 3p2 _ 2p3’

amelyp <« % esetén sokkal kisebb, mint a kodolas nélkil elé&tndbaval6szind-
Ség.

Az el6z6 példaban lathattuk, hogy a hibaval6szinliség csokkénémat kel-
lett fizetnilink: az Gzenetek leadasahoz haromszor olyazhikse volt sziksé-
glink. Definialjuk tehat a jelsebesség fogalmat.

logM

3.9. definicid. Jelsebesséwepk vagykodolasi sebességek nevezzilk aR = =

értéket.

A jelsebesség mértékegysége bit/csatornahasznélat.a@aicna kihasznalt-
sagat méri. Azt jelenti, hogy egy csatornahasznalattay bémnizenetet visziink
at.

3.12. példa. Binéris forrask hosszusagu blokkjainak kodolasa esetén a jelsebes-
ségR= .

Olyan kédot szeretnénk késziteni, hogy egyidejigkicsi, azR jelsebesség
pedig minél nagyobb legyen. Az a kérdés, hogy megiekeidolassal és deko-
dolassal milyen maximalis jelsebesség édledt ha az atvitel hiiségevel szemben
tamasztott kdvetelményP, < €, ahole > 0 adott hibakorlat. A kévetkéikben
targyaland6 csatornakodolasi tétel, illetve annak meljfasa azt a meglégényt
mondja ki, hogy tetsllegess-ra ez a maximalisan elérliefelsebesség fuiggetlen
e-tél, és megegyezik a csatornakapacitassal.

El6szor azt a kérdést vizsgaljuk, hogy adet: 'OQTM jelsebesség mellett mi-
lyen kicsi lehet a dekédolas hibavalészinlisége. Jeldl}ewnloszinliségi valtozé
a tovabbitando Gzenetet, maVy kilonbod értéket vehet fel. A kodold utan az
f(Y)=C=(Cy,...,C,) kodjelsorozat jelenik meg — ez a csatorna bemenete —,
mig a csatorna kimenete\a= (Vi,...,Vy) jelsorozat. A dekddolas eredménye
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az f~1(g(V)) = Y visszadllitott tizenet, ahgl a donbfiiggvény. A dekddolas
hibajanak val6szinliség{Y # Y} = Pe.

A csatornakédolasi tétel alabbi megforditasa @tlagos hibavalészinliségre
ad also becslést.

3.2. tétel (A csatornakddolasi tétel gyenge megforditasa)A C kapacitasu diszk-

rét memaoriamentes csatorna mindrejelsebességli ésszéhosszu kddjara

c 1
P>1— —— —,
° "R nR

3.1. kovetkezmény.HaR > C, akkorlinm inf P, > 0, azaz han elég nagy, akkor
—>00
nem készithét olyan kéd, amelyre a dekddolas hibakorlatja @lsgesen kicsi.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, egy 6nmagaban is érdekesderatank be.

3.1. lemma (Fano-egyeiditlenség). Tegyiik fel, hogy aX és azY val6szind-
Ségi valtozdk értékiiket ugyanabbdl zelem(i halmazbdl veszik fel. Ha =
Y S p(x,y) annak a valoszinlisége, hogyt Y, akkor

X y#x
H(X |Y) < Pelog(M — 1)+ h(Ps),

aholh(x) a binaris entrépiafiiggvény.

BizoNYiTAs: Bontsuk fel a feltételes entrépia kifejezését két részre:

HIXY) = 33 pixy)log 1 =
Xy X,

_ P(Y) P(Y)
= gy;xpxylog( +2py, %95y

El6szor az el tagot vizsgaljuk. Mivel
; —p(x))=M-1,

a Jensen-egyedilenség 1.2. kdvetkezmény@tkovetkezik, hogy

Iog PLy) Pelog -1 = Pelog(M —1)+Pelog£.
y (xy) ~ Pe Pe
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A masodik tag: mively p(y,y) = 1—Pe, ezért szintén az 1.2. kdvetkezmedyb
y

p(y) 1
Ly)lo <(1-Py)log——,
; p(y;y)log o0y,y) (1—-Fe)log— =)
amivel az allitast belattuk. [ |

A 3.2. TETEL BIZONYITASA: A kolcsonds informacio tulajdonsagaibol (2.8.
d)-bdl) kovetkezik, hogy aX lzenet és a dekddott kdlcsdnods informacidja:

(YY) = (V) 5 gV)) S LYV = 1Y), (3.)

ugyanis azf fiiggvény kélcsdndsen egyértelmdi.
Legyen adJ = C eloszlasa:

P{U = u} = p(u), u=(ug,...,uy) € U".

Ekkor, mivel a csatorna memaoriamentes, azaz

p(v )= [l | )

ezért

H(V[U) = ZZp(U)p(V|u)Iog;:

Mésrészt pedig tudjuk, hogy

tehat
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ahol a masodik egyetillenség a csatornakapacitas definiciéjabol kovetkezik.

Tegylk fel, hogy azY val6szinliségi valtozé egyenletes eloszlasu, vagyis
minden Uzenet egyforméﬁ valészinlséggel kerul atvitelre. Ebben az esetben
H(Y)=logM, ésP. = P, tehat a Fano-egyeflenségbl, (3.1)-t5l és (3.2)-16I
kovetkezik, hogy

Pelog(M —1)+h(Pe) > H(Y | Y) =logM —I(Y,Y) > logM —nC.

Felhasznalva, hogy g/l — 1) < logM = nR illetve, hogyh(P.) < 1,
— 1
PR+ >R-C,
és ezzel az allitast belattuk. |

MEGJEGYZES A tétel 16 kdvetkezménye az, hody > C esetén Ll_mnﬁe > 0.
Igaz azonban az ennél sokkabBsebb umolnﬁ% =1 allitas is, amelynek bizo-
nyitasat itt nem ismertetjik. Ezért nevezik a 3.2. tételbddtasi tétel gyenge
megforditdsanak.

A kovetked tételt, amelyet élszér C.E. Shannon mondott ki, az informéacio-
elmélet egyik alaptételének is szokas nevezni.

3.3. tétel (Csatornakddolasi tétel). Tekintslink egy kapacitasu diszkrét memo-
riamentes csatornat. Ekkor barmely. C ése > 0 szamhoz létezik olyaft =
{c1,...,cm} csatornakéd — amelynek kédszawdiossziusaglak —, hogy

a)P<e
M - , .
b) M > 2" azaz d% jelsebesség nagyobb, mint

BizONYITAS: LegyenQ = U" x V", azaz az 0sszes olydn,v) par halmaza,
aholu = (uy,...,uy) €ésv = (vi,...,Vn) @ csatorna bemeneti, illetve kimeneti abé-
céjének elemeifil alkotottn-hosszusagu sorozatok. Definialjunk@ztalmazon
egy valdszinliségeloszlast a kovetilezppen:

p(u,v) = p(u)p(v | u),

aholp(v | u) = 7 p(vi | ui), ahol ap(vi | uj)-k a csatorna atmenetval6szinliségei,

=
tovabbap(u) = |E| p(ui), aholp(u) (ue U) éppen az a bemeneti eloszlas, amelyre
i=1

I(U;V)=C (Iésa a 3.4. definicié utani megjegyzést).
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Legyen mosR olyan, hogyr < R< C. Definidljuk aT C Q halmazt a kovet-
kezképpen:
T={(uv): i(u,v)>nR},
ahol
p(v [ u)
p(V)

i(u,v)=log

azu ésv elemi kolcsonds informacidja.

A T halmazra gondolhatunk agy, mint az@nv) parok halmazara, amelyek-
benu ésv bizonyos értelemben ,kdzel vannak egymashoz”, hiszen aagfemi
kolcsénds informacidjuk.

Az optimélis maximume-likelihood dontés helyett egy masdntést haszna-
lunk. A maximume-likelihood dontésngl(v | c;)-t maximalizaltuk. Ennél a don-
tésnél csak akkor donttink, ha

maxip(v KIS 2R
i p(v)

Most tegyik fel, hogy adott egy tetegesC = {ci,...,cm} kddunk. AT
halmaz segitségével — a kdd josagatdl fliggetlenil — atlapitneg a dekddolasi
szabalyt (azaz a dobtt, lasd a 3.7. definiciot) a kdvetk@zppen:

Amennyiben a csatorna kimenetém aorozat jelenik meg, tekintsiik a beme-
neti sorozatok kovetkézS(v) C U" halmazat:

Sv)={u: (u,v)eT}

(amely tehat a-hez ,kdzel e6” bemeneti sorozatokat tartalmazza). Amennyiben
S(v) pontosan egy; kddszot tartalmaz, akkax-re dontiink, azag(v) = ¢;. Ku-
I6nben, azaz h&(v) tébb kodsz6t tartalmaz, vagy ha egyet sem, akkoriétges
kddszora dontlink, azaz szandékosan hibazunk.

Lathatjuk, hogy a fenti dekddolasi szabaly mellett, amémey ac; kddszo
kerlilt a csatorna bemenetére, kétféleképpen térténhat hiba kimeneten meg-
jelend v sorozatras; ¢ S(v), vagy ha valamely # j-rec; € Sv).

Ezért a feltételes hibaval6szinliség feblibecsulheb:

M
Pei <P{ci¢ S(V)|U=ci} + z P{cje S(V)|U=c}.
=1
J#
A kifejezés jobb oldalat atalakitva:

Pei < > (1-Ir(ci,v))p(v] Ci)+;Z|T(CjaV)IO(V lc) =

\ Y

= Qi(Cl,...,CM),
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ahol 1 ha(uv)eT
, ha(u,v) e
(v "):{ 0, ha(uv)g¢T ’

azaz & (i=1,...,M) feltételes hibavaldszinliségek fefillbecsulheik a kod-
szavak igen bonyolul@; figgvényeivel. Olyan kodot szeretnénk talalni (vagy
legalabb a létezését bizonyitani), amel@xécy, . .., cu) mindeni-re kicsi, ekkor
ugyanisPs is kicsi. Sajnos &, fliggvények szama és bonyolultsaga olyan nagy
lehet, hogy hagyomanyos minimalizalasi modszerekkel ngmeden ,j0” kddot
talalni. Szerencsére azonban létezik egy megtephnika, amellyel j6 kddot ké-
sziteni ugyan nem tudunk, azonban a létezését be tudjuk Etra technika az
an. véletlen kédolas. Ennek Iényege réviden az, hogy a lkdddat véletlensze-
rlien sorsoljuk, és az igy készitett kddra vizsgalj@ @, . ..,cu) valészinliségi
valtozékat. Megle, de kideril, hogy &; valészinliségi valtozok varhato értéke
mindeni-re nulldhoz tart, h#l = [2™] ésn — . EbIBI pedig mar konnyd lesz
belatni a kivant tulajdonsagu kod létezését.

Az els) kérdés nyilvan az, hogy milyen eloszlas szerint sorsdijude egyes
¢ = (Ci1,-..-,Gin) (i=1,...,M) kédszavakat: Legyen edy= {ci,...,cm} kod

valoszinlisége:
M n
Cla e I_!p CI rll_l p(cij)7
i=1)=1

ahol p(-) az az eloszlas a bemeneti &bécén, amelyre a be- és kimengdkos
informacidja eléri a csatornakapacitast.

Képezzik most §;(Cy,...,Cwm) valdszinlségi valtozo varhato értékét a fenti
eloszlas szerint sorsolt kddra:

EQ) — E[T-hCwpvIc)]+

Vv

;[zhc,, v|C)]
= E1+§E27,-.
7

El6sz0rE; -et vizsgaljuk:
Bt = > p(c,....cm Z —Ir(ci,v))p(v]c) =

C1,---,Cm vV
= Y p@)p(v|c)(d-Ir(c,v)) =
CI7
= Zp (u,v)(1-17(u,v)) =

= P{(U,V) ¢T}
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tehatE; = P{i(U,V) < nR}, viszont

n k| k n
Z z Uk, Vi)

(Az itt szerepb eloszlasok definicidja alapjan gondoljuk &t, miért iggz('a) =
n
kI_Il p(vk) egyenbség.)

Lathatjuk, hogy aZ(U,V) valészinliségi valtoza darab fuggetlen, azonos
eloszlasu val6szinliségi valtozé dsszege, amelyek aéngike:E (i (U, Vk)) =
[(UV)=C.

Mivel R < C, a nagy szdmok gyenge torvénpébadodik, hogy

i(u, )lw

. 10,
Amp{ﬁ Z i(Uk, W) < R} =

k=1

n—sco

. 12
= lim P{ﬁ Z Uk,Vk EI Uk,Vk)) < R—C} = 0,

tehat
M‘ P{i(U,V) < nR} =0, (3.3)

azazE; nullahoz tart, ahogy tart a végtelenhez. Most megprobaljgk;-t feltl-
rél becsulni.

Ezj = Z p(C1,...,C ZIT cj,vV)p(v]ci) =

C1,...,C

= chJITcJ, ch. p(v]c)=

Cj,v

= chl IT C17 )7

Cj,v

azaz
Exj= p(u)p(v).

(u,v)eT
A T halmaz definiciéja szerint, Ha,v) € T, akkor
p(u)p(v) < p(u,v)2~™
igy

Exj < 2~"R p(u,v) < 27"R
(u,v)eT
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Osszegezve az eredményeket:

E(Q)=E1+ ) Ezj <P{i(U,V) <nR +M27"™. (3.9
7]

Megjegyezzik, hog¥(Q;) nem fuggi-tol. Valasszuk most a kddszavak sza-
méatM = [2"]-re. EkkorM2 "R < 2.2-"(R-1) Mivel r < R< C, ezért (3.3) mi-
att a (3.4) kifejezés jobb oldala tetdegesen kicsivé teh&tazaz talalhaté olyan
nagyn kédszohossz, hogy ad = [2"] méretl kddokra minde®@; varhat6 ér-
téke:E(Qi) <¢ (i=1,...,M).

_ M
Azt tehat belattuk, hogy B. = % S Pe; atlagos hibavaloszintiség (amely per-
i=1
sze a véletlen kédvalasztas miatt szintén val6szin(isdgiad) varhato értéke:
E(Pe) <€,

amibdl nyilvanvaloan koévetkezik, hogy létezik olyan konkrék@ véletlen kod
egy realizacidja, amelyre, < ¢. |

MEGJEGYZES A csatornakodolasi tetel imént bizonyitott formaja nemneho
semmit arrdl, hogyR < C esetén &, hibavalészinliség milyen sebességgel tart
nullahoz, azaz, hogy egy adatt> 0-hoz milyen sz6hosszuséagu koddal éphet
el e-nél kisebb hibavalészinliség. Itt nem bizonyitjuk, csagemlitjik, hogy
létezik olyan eredmény, amely az exponencialis konveligeabességet mondja
ki, pontosabban:

Pe < e M,

aholE(R) alulrdl konvex figgvény, éR < C esetérE(R) > 0.

3.5. Feladatok

3.1. feladat (Paritasbit hasznéalata visszacsatolasos ¢sman).

A gyakorlatban rendkivil gyakran hasznalt kédolasi médazehogy az lizenet
binaris sztringet egy bittel meghosszabbitjuk, és ez gdpieg a sztring bitjeinek
binaris 6sszege (paritashit). Ez a kdd természeteserahib@gra nem alkalmas,
de ha paratlan szamu hiba torténik az atvitel soran, akka dekddold észreve-
szi, és ha van visszacsatolas a csatornan, akkor az Uzmeetiskiildését kérheti.
A legegyszer(ibb eset a kdvetkeAekintsiink egy binaris szimmetrikus csatornat
p hibavalészinliséggel. Csakugy, mint a@zélpéldaban, az izenet a 0 és 1 szim-
bolumok valamelyike. A kddoléasi szabaly szerint, ha az axén akkor a (00)
kddszot kildjik at a csatornan, mig 1 esetén az (11) kodBsdddolaskor, ha a
két vett bit megegyezik, akkor annak megféksh dontiink, ha pedig nem, akkor
Gjabb kildést igénylink.
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a) Bizonyitsa be, hogy ekkor a dekddolas hibavalészirdiség

p2

e el e2 1_2p+2p27

tovabba, hogy egy lizenetbit tovabbitasahoz atlagosan
2
1-2p+2p?
bitet kell a csatornan atkuldeni.
b) Hasonlitsa 6ssze ezeket a szamokat &zbgbélda eredményével! (Meg-
lepd, de bebizonyithatd, hogy a visszacsatolas nem novelitaros&apa-

citast, azaz, visszacsatolas nélkil is mindig elé&luglyanaz a jelsebesség
és hibavalészinliség, legfeljebb hosszabb blokkokatkesttnalni.)

3.2. feladat.
a) Mennyi az abran lathat6 két csatorna kapacitasa?

0 1 0 1

1 1 1 1

1/2 1 / 1
2 1/2 2 1

b) Tegylk fel most, hogy a két csatornat egyszerre hasié&paz a beme-
neti 0,1 vagy 2 szimbélumot mindkét csatornan tovabbitjgik.egy olyan
csatornahoz jutottunk, amelynek harom lehetséges bemedeinégy ki-
menete van. Mennyi az (j csatorna kapacitasa? Mutassa iogg nind-
h&rom csatorna esetén van olyR C jelsebességi kdd, amely nulla hiba-
valoszinliséggel dekddolhato!

3.3. feladat (mod 11 csatorna).Legyen egy diszkrét memdriamentes csatorna
bemenetd) € {0,1,...,10}. A csatorna kimenetéy/-taV =U +Z (mod 1]
egyenlet hatarozza meg, albflggetlenU-tol és
1
P{Z=1}=P{Z=2}=P{Z=3}=7.
a) Hatdrozza meg a csatorna kapacitasat!
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b) Adjon maximalis jelsebességil, egy hosszu blokkokabkidsatornako-
dot, melyet 0 hibavalészinliséggel lehet dekddolni! Me&lkaz igy elérhét
legnagyobb jelsebesség?

3.4. feladat. Az abran lathat6 blokksémdih, Z ésW fliggetlen binaris valészin(-
ségi valtozékd pedig modulo 2 dsszeadast jeldl. Az elrendezés meghatgyoz e
binaris csatornat, melynek bemenetgkimeneteV.
U
—®

\/
@

z W

a) Mennyi a csatorna kapacitasa,m = 1} = pésP{W =1} =q?

b) Ha az elé @ miiveletet kicseréljik binaris ,vagy” mlveletre, a magati
binaris ,s” miveletre, akkop = % ésq= % esetén mi a csatorna kapaci-
tasa?

3.5. feladat (BSC-k kaszkadja). Kapcsoljunk egymas utdndarab binaris szim-
metrikus csatornat, melyek mindegyikének hibavaléssztgép. Mutassa meg,
hogy a kapott csatorna ekvivalens egy binaris szimmetrisasornaval, amely-
nek hibavalészin(]séggl — (1—2p)¥), azaz a csatorna kapacitasa nullahoz tart,
ahogyk tart végtelenhez. (Az informacidéelmélet megszuletéselzojelentette
az egyik legnagyobb meglepetést, hogy ha az egyes csatkdnékkddolokat és
dekddoldkat tesziink, akkor az egyes elemi csatornak Kagaciak megfeléljel-
sebesség mellett tefdizgesen kis hibavaldszinliség éthelt Mas széval, az atvi-
tel tulajdonsagai megjavithatéak az atvikbzegbe iktatott kddolok és dekddolok
segitségével, anélkil, hogy a kdzeg fizikai tulajdonsagadgvaltoztatnank.)

3.6. feladat (T6rléses csatorna kapacitasaBizonyitsa be, hogy ® hibavalo-
szinliségu binaris torléses csatorna kapaciasd — p.

3.7. feladat (Gyengén szimmetrikus csatornak kapacitdsa)A csatornamatrix

a p(v | u) atmenetvaloszinlségeket tartalmazaa (U,v € V), mégpedig gy,
hogy azi-edik sorj-edik oszlopaban @(v; | u;) valoszinliség all. Egy diszkrét
memdériamentes csatornat gyengén szimmetrikusnak nelkehéncsatornamat-
rixanak minden sora ugyanannalp aalészinliségi vektornak egy permutacioja,
tovabba az oszlopokban all6 valdszinliségek 6sszegadlldtutassa meg, hogy
egy ilyen csatorna kapacitasa

C =log|V|—H(p).
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3.8. feladat.
a) Mennyi az abran lathato csatorna kapacitasa?

b) Az el6z6 csatornandl legyep = %1. Tegylk fel, hogy a csatornat dsszesen
30-szor hasznalhatjuk. Kozdlleg hany bites binaris Gizenetek atvitelét
valésithatjuk igy meg, ha az Uzenet meghibasodasanakzirslisegét kis
szinten akarjuk tartani?

0

3

3.9. feladat (Kapacitas folotti jelsebesség)Tegyik fel, hogy egyenletes elosz-
lassal véletlenszerlien sorsolhosszisagu binaris sztringeket kédolas nélkiil to-
vabbitunk egyp hibavalészinliségl binaris szimmetrikus csatornardgds, hogy
ekkor a jelsebesség nagyobb, mint a csatornakapacitaskdvéelt dekddolas hi-
bavaloszinlisége? Mekkorara érdemes blokkhosszt valasztani?

3.10. feladat (MAP és ML dekddolas).Vegyiink egy binaris szimmetrikus csa-
tornat p hibavalészinlséggel. Tegyuk fel, hogy két lizenet egyakétrjuk to-
vabbitani, én hosszusagu ismétléses kodot alkalmazunk, azaz ézieknet
esetén am darab nullabdél, mig a masodik esetématarab egyedfi allo kddszot
kildjuk at a csatornan. Tudjuk, hogy a maximum-likeliho@tkddolas azt a kod-
sz0t valasztja ki, amelynek a csatorna kimenetén vett att@zanért Hamming-
tavolsaga kisebb. Tudjuk, hogy a legkisebb hibavalésdgl dekddolas a ma-
ximum a posteriori dekddolas. Tegyilk most fel, hogy a kénazéildésének
valosziniisége, illetve 1— g. Allapitsa meg a maximum a posteriori dekddolas
szabalyat! Példayd = % ésq = 0.1 esetén hatarozza meg a dekddolasi szabalyt
tobb értékére, ph = 3,10,100 esetén.

3.11. feladat (ML dekddolas torléses csatornan)Allapitsa meg a maximum-
likelihood dekdédolas szabalyat binaris térléses csatdrna



4. fejezet
Hibajavitd kodolas

A hibajavito kédok és a titkositas egészen a '80-as évekiglkjviil rekedt a pol-
gari alkalmazasok kérén. A kddelmélet esetén enndlsetban technoldgiai okai
voltak, ezeket az akadalyokat a mikroelektronika tomedtesiedése séporte el,
mig a titkositas azért torhetett be a civil terliletre, mexgpziletett az utdbbi évek
informécidtechnikajanak egyik legeredetibb oOtlete, duwdyios kulcsu titkositas.

A kovetked két fejezet célja éppen az, hogy ismertesse azon eljaehsek
leti alapjait, melyek mar elterjedtek vagy elterjedésiilgkezddétt a tavkdzlési
és informatikai tomegszolgaltatasokban.

Ez a rész igyekszik 6sszefoglalni a hibajavité kédok eliééld azokat az
eredményeket, melyek egyrészt viszonylag egyszerii nagileaalapokkal mar
megérthehk, masrészt a hirkdzlési illetve informatikai tomegsadtigtasokban
alapveb fontossaguak.

A hibajavitd kodok térténete az informacidelmélet kialdlsaval kezddott,
nevezetesen, amikor Shannon bebizonyitotta a csatorakiigdtételt, vagyis meg-
talalta a zajos csatorna megbizhatd hasznalatanak azoelatjlit, a csatornaka-
pacitést, és az alkalmazott bizonyitas nem adott eljagst@rnakapacitast kze-
lité hatékony kédok konstrukciéjara. Az '50-es években fetlef| az alapvet
blokk-kddokat (Hamming, BCH, Reed—Solomon, sth.), miglaa évekre tehét
a konvoluciés kédok és a Viterbi-algoritmus bevezetésesskEgn a '70-es évek
masodik feléig a hibajavitd kddolas felhasznalasi terlletei a katonai hirkdzlés
€s a hagymegbizhatdésagu iranyité rendszerek voltak, csakraprocesszorok
elterjedésével nyilt meg az Gt a tbmeges polgari alkalnukzgzse.
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nyeld

forras T kodolo C csatorna v dekddolo 0

4.1. abra. Hirkozlési rendszer blokkdiagramja.

4.1. Kobdolasi alapfogalmak

A hibajavit6 kédolas alapvétmodszereit a 4.1. dbran lathato egyszeri hirkdzlési
struktdra kapcsan vizsgaljuk.

Az u ésu’ vektorok koordinatai egf halmazbol veszik értékeiket, mely hal-
maztforrasdbécének nevezziik. A kddolé khossz(u vektort (azlizenekt) egy
n hosszlc vektorba (akdédszda) képezi le. Ac koordinatai egyQ halmazbdl
veszik értékeiket. AQ-t kddabécéek vagy csatorna bemeneti dbécének fogjuk
hivni. A csatorna kimenete, szintén egyn hosszu vektor, melynek koordinatai
szinténQ-beliek.

Egy

c=(C,...,Cn)

bemeneti és
V=(V,...,Vn)

kimeneti sorozat esetén azt mondjuk, hogyraedik idépontban a csatorna hiba-
zott, hacm # V. Jeldljed(c,v) azoni poziciok szamét, ahal # v;.

d(c,v) neve ac,v sorozatokHamming-tavolsag, és azt mondjuk, hogy a
c sorozat kildésekor ésvasorozat vételekor a hibak szame- d(c,v). Ezt az
esetet nevezzukgyszer( hibazasak, amikor a hiba helye és értéke egyarant
ismeretlend(c,v) valdban tavolség, hiszen

d(c,v) >0,
d(c,v) =d(v,c),
és igaz a haromszo6g-egyétienség:
d(c,v) < d(c,w)+d(w,v).

Kad (blokk-kéd) alatt 2Q" halmaz egyC részhalmazat értjiik, az&zminden
eleme egyn hosszu vektor, melynek koordinat@beliek. C elemeit kddsza-
vaknak nevezziik. Ao6doléas egy invertalhaté fliggvény, mely hosszUF-beli
sorozatot — Uzenetet — képez le egy kddszoba, formalizalva:

f:Fk—C,
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és minden kilénbdzu, u’-re f(u), f(u’) is killénb6d.

Dekddolasalatt két fliggvény egymasutanjat értjik. Az egyik a csatdin
menetének hosszl szegmensét képezClde, azaz igyekszik eltalalni a kuldott
kddsz6t, a masik pedig dzfliggvény inverze, tehéat

g:Q">C, f1:C—FX

Mivel f egyértelmiien meghatarozta'-et, ezért dekodolas alatt a Kdbi-
ekben csak g fliggvényt értjik. Ag dekddolo fliggvényként az algebrai hibaja-
vito kddok elméletében specialis fliggvényt valasztunkepetesen a vektorhoz
megkeressik azt @ € C kddszét, mely Hamming-tavolsag szerint hozza a leg-
kozelebb van, vagy ha tobb ilyen van, akkor az egyiket, t&difgsl, hogy ha
¢ =g(v), akkor

b
d(c,v) = rpelgd(c,v).

Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy binaris szimmetrikus ceatesetén
ez a dekoddolas optimalis. Mas csatornanal ez a dekodolasendrfeltétlendl
optimalis.

A dekddolas feladata ezek utan arra a messze nem trividdiddea szikil,
hogy egyv vett sz6hoz hogyan keressik meg a hozza legkdzeBkidszot
anélkul, hogy minderd(c,v)-t kiszamitanank. Ha mégis kiszamitjuk ezeket a
tavolsagokat, és mindenhez megkeressiik a hozzéa legkozeleldddszot, majd
a neki megfeld Gizenetet, akkor elvben azt eltarolhatjuk, és igy egy rabtéz
jutunk, melynek cimét adja, tartalma pedig @nek megfeldd dekddolt tizenet.
Ez atablazatos dekddolamak a legegyszeriibb, de legpazarlobb esete, hiszen a
tablazag" darab lzenefld all, aholq a Q kédabécé elemszama.

4.1. példa. Tekintsik azt a feladatot, amikor a forras a kbvetkeeégy lehetséges
Uzenetet bocsatja ki: alma, korte, szilva, cseresznyeyaket rendre 00, 01, 10,
11 sorozatokkal forraskédolunk. A 2 hosszu forrasszegeidrez azf kédold a
kdvetked, 5 hosszu kédszavakat rendeli hozza:

UiUz C1C2C3C4Cs

00 - 000O0O C1
01 - 011012 C2
10 - 10110 C3
11 - 11011 Ca
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A g és azf 1 fliggvényt a kovetkdz tablazat foglalja 6ssze:

V1V2V3V4 V5 Cll CIZ C’3 Cﬁl C’5 Ull UIZ
00000)
10000

01000 — 00000 — 00

— 01101 — 01

lcNoNeoNeN o)
PR R ORR
H
o

— 10110 — 10

=
Oo0ooroo
PP OR R
P ORRRR

— 11011 — 11

PR R RPROR
PR RPOR R
OoRrOoOO0OO
RPORRRER
OR R RRER

— 00000 — 00

== OO
= OPrFr O
o O oo

O ORrF
OFr OpPr

101
100

= OO

0
1
0 — 01101 — 01
1

V
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Az elsh 24 kimeneti sz6 dekddolasakor nincs probléma, hiszenanibdszo-
bél allé csoport minden szava olyan, hogy vagy kédsz6 (az letdyen allo),
vagy a kodszo6 egy bitjének a megvaltoztatasaval (egy hipleepz0dott. A 25—
28. szavak mindegyike;-tdl éscy-t6l 2, migc,-t6l éscz-tdl 3 tavolsagra van. Itt
onkényesen a dekddolas eredméany€§obb érviink nincs, mint az, hogy jobban
szeretjik az almat, mint a cseresznyét). A 29-32. szavaltagirnikec; -t6l éscy-
tol 3, migc,-tél éscs-tél 2 tavolsagra van. lItt (szintén 6nkényesen) a dekddolas
eredménye;.

4.2. példa. A 4.1. példaban szerdplizenetekhez rendeljink 3 hosszu kédszava-
kat:

Uz C1C2C3

00 — 00O C1
01 —- 011 C
10 —- 101 C3
11 —- 110 Ca

azaz aai Uy bitet kiegészitjik egy paritasbittel. Ez a kdd mar sokkagenye-
sebb, mert ha @ nem kddsz6, akkor 3 kédszobdl nyerdtbit megvaltoztatasa-
val, azaz 1 hibaval.

A késbbbiekben kidertil, hogy a kédolbfliggvény leglényegesebb tulajdon-
saga &C kod egy paramétere, ankibdtavolsagrak nevezink, édmin-nel jelo-
lunk:

dmin = rg;lcr) d(c,c).
c,ceC

A 4.1. példabami, = 3, mig a 4.2. példabadh,i, = 2.

A hibajelzésa hibakorlatozé kddolas azon feladata, amikor ab@n csupéan
detektalni akarjuk a hibazas tényét, azaz azt kérdezzigy, ven-e hiba. Nyilvan
egyV vett szo esetén akkor tudjuk a hibazast észrevenni,rfean kédsz6, amire
garancia, hogy hakuildoétt kddszo esetén

Amin > d(v, ),

azaz a hibak szamara
c‘min > ta

tehat egydmin kodtavolsagu kod minden, legfeljelolyin — 1 szadmu hibét jelezni
tud.

Mivel a 4.1. példaban,i, = 3, ezért ez a kod 2 hibat tud jelezni, mig a 4.2.
példa kodjadmin = 2 miatt 1-et.
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Hibajavitas esetén azt kérdezzik, hogy ha hibak szama, akkor mi bizto-
sitja, hogy av vett sz6bol a kildott kodszé egyértelmiien visszaallithato legyen,
azaz minden mas kodszora

d(v,c) > d(v,c) (4.1)

legyen. Mivel a Hamming-tavolsag valdban tavolsag, eafiggiti a haromszog-
egyenbtlenséget, azaz

d(v,c’) > d(c,c') —d(v,c), 4.2)
tehat (4.1) ugy biztosithat6, hogy
d(c,c’) —d(v,c) > d(v,c),
ugyanis, ha ez utébbi teljesil, akkor (4.1) is teljesil zamindenc’ # c-re
d(c,c') > 2d(v,c),
vagyis

c‘min

2

>d(v,c).

Osszefoglalvaegyszer(i hibézémsetén{WJ hiba javithato.

A 4.1. példa kédja 1 hibat tud javitani, mégpedig a dekodaédda eld 24
kimeneti szava esetén, mig a 4.2. példa kédjanak hibajkefiéssége 0.

Gyakran fordul & olyan hibazéas, amikor tudjuk, hogy egy poziciéban hiba le-
het, vagyis tudjuk, hogy mas pozicidkban nincs hiba, telhétt@helyét ismerjik,
csak a hiba értékét nem. Az ilyen hiligtléses hibanak nevezzik. Egyszerlen
belathat6, hogy mindedmi, — 1 torléses hiba javithatd, ugyanis a legrosszabb
esetben sem fordulhat®glhogy két, ¢’ kddszé ugyanazon, de legfeljethin — 1
poziciojanak torlésével ugyanazt a sz6t kapnank.

A 4.1. példa kodja 2 torléses hibat tud javitani, mig a 4. Rlpkddja 1-et.

Nyilvan adottn kddszohosszlUsag ésin kodtavolsag esetén nem lehet akar-
milyen nagy méretii kédot konstrualni:

4.1. tétel (Singleton-korlat). EgyM kodszobdl allon hosszu éslpn kodtavol-
sagu kédra
M S qn—dmin-‘rl‘

BiZONYITAS: Legyenk egy természetes szam, melyre

gt <M< o



4.1. KODOLASI ALAPFOGALMAK 183

Mivel ak — 1 hosszi kiilénbdzsorozatok szamag1, ezértg“ < M miatt |éte-
zik két kddszée ésc’, melyek az el k— 1 koordinatdban megegyeznek. Ezekre

d(c,¢) <n—k+1,
kovetkezésképpen
Omin < N—K+1,
azaz

M S qk S qnfdmin"rl' |

Jellegzetes esetbént = ¢, vagyis a kodol&k hosszu forrasszegmensekhez
rendeln hosszu vektorokat. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a kédynkk) paramé-
ter(i. Ebben az esetben a Singleton-korlat alakja

Amin <n—k+1.

4.1. definici6. Azon kodot, melyre a Singleton-korlatban = @liaximalis tavol-
saguvagyMDS (maximum distance separable) kédnak nevezzlik.

A 4.1. példabak = 2, n=5, dnin = 3, tehat ez a kdd nem MDS kod.

4.2. tétel (Hamming-korlat). Ha egy(n,k) paraméterl kot hibat tud javitani,
akkor .
n .
)(@-1)' <gk (4.3)
iZo (' )

BizoNYiTAs: Egy kodszo kézepi gomb alljon azokbol a vektorokbol, rekly
a kdédszobol legfeljebb hibaval keletkeznek.(q— 1)' darab olyan vektor van,
amely az adott kodszotol valamely fixpozicioban tér el, ezért egy ilyen gomb

t .
'Zo (M (q—1)" vektort tartalmaz. A kod akkor tuthibat javitani, ha @ darab

1=
kodszé korili gombok diszjunktak. Ekkor viszont az 6ssZislgben led vekto-
rok szama kisebb vagy egyénmintq", tehat

g ig (?) (@-1)' <q". .

Emlékeztetiink arra, hogy egy kée- LdLg_lJ hibat tud javitani.

A 4.2. tétel nem mondja azt, hogy hak, t kielégiti a (4.3)-at, akkor létezik
ilyen paraméter(i kod. Azt viszont allitja, hogy ha (4.3)meeljesil, akkor ilyen
kod nincs, tehat (4.3) a kod l1étezésének szikséges feltétel
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4.2. definicid. Az olyan kédokat, ahol a Hamming-korlatban = glérfekt kodok-
nak nevezzik.

Altalaban a Hamming-korlatot binarig) & 2) esetben idézik, amikor az a

kovetked egyszerl alaku:
t n)
) <2nk,
i; ('

A kovetked szakaszban mutatunk egy kédot, a binaris Hamming-kddetly),
mely perfekt kdd, azaz
1+n=2"k

4.2. Binéris linearis kédok, binaris Hamming-kod

Ebben a szakaszban kédok egy fontos csoportjaval ismeankedég. A tovabbi-
akban a kddjainkban szerédddszavakat alkotd szimbdlumok legyenek O vagy 1
értékiiek, az 6sszeadas és a szorzas pedig a binaris Gssésarlbinaris szorzas,
azaz a modulo 2 6sszeadas és a modulo 2 szorzas.

Vezessik be a linearis kéd fogalmat:

4.3. definicid. Egy C kdd linearis, ha aC halmaza linearis tér, azaz ha minden
c,c eC-rec+c eC.

A linearis kéd definiciéjabol kovetkezik, hogyGavektor eleme minden line-
aris kodnak, vagyis minden linearis kod esetékadszo. Egyszerlen belathato,
hogy a 4.1. és 4.2. példa kbdja linearis.

A linearis kédok jelertiségét az adja, hogy az egyes lizenetekhez tartoz6 kod-
szavak viszonylag egyszeriien generalhatok, és ugyaegsakeri modszer ta-
lalhaté a vett kddszavak hibamentességének vizsgalaigggis a hibadetekta-
lasra, és a hibak javitdsa sem bonyolult. A kdvetikden e modszereket fogjuk
bemutatni.

JelentseR tovabbra is egy linearis kddot, a kddszdhossz legydikkorC az
n hosszusagu binaris koordinataju vektorok terének egyealteddszo” helyett
gyakran ,vektor’-t fogunk mondani.

A valés vektortérben megszokott linearis fliiggetlenségesstiogalmak itt is
teljesen hasonléan értelmezbletvagyis

4.4. definicio. A 91,092, .. .,0; € C vektorok linearisan fiiggetlenek, tiae {0,1}

mellett _
i

i;O(igi =0

csak ugy allhat @, haa; = 0 mindeni = 1,2,..., j-re.
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4.5. definicié. A 91,02, ...,0« € C vektorok aC lineéris tér egy bazisat alkotjak,
ha linearisan fliggetlenek, tovabba igaz az, hogy mimdel vektor eballithato

c= _iuigi (4.4)

alakban, ahal; € {0,1} mindeni =1,2,... k-ra.

Az utbébbi definiciéban a bazist alkotd vektorok linearisgatienségéti ko-
vetkezik, hogy a kédszavak fenti tipusiallitasa egyértelm( is, ha ugyanis |é-
tezne két kuldnbdz elballitas valamely € C-re, tehat

K
C:i;Uigi
K
C:i;Yigia

ahol nem all féonru; = y; mindeni-re, akkor a két egyenletet kivonva egymashbol
a nullvektornak egy nem trivialis @hllitasat kapnank a bazisvektorokkal, ami
ellentmondana azok linearis fliggetlenségének.

A (4.4) egyenbség folirhaté matrixalakban:

és

c=uG, (4.5)

aholu = (ug,uy,...,ux), G pedig a bazisvektorokbdl mint sorvektorokbdl allé
matrix. A (4.5) egyenlettel tehat egydimenzios és egg-dimenzios vektort ren-
dellink dssze linearis transzformacioval, mégpedig kaldsén egyértelml mo-
don. Azt fogjuk mondani, hogy az izenethez & kddsz6 tartozik.

A k-dimenziésu vektorokkal ¥-féle (izenetet fejezhetiink ki, s ezeket kédol-
juk aC kéddal. C elemei azonban-dimenzids vektorok, és nem kiseblk-nal,
hiszenk az n-dimenziés vektorolC alterének dimenziészama. K= n esetnek
nincs most jeleritsége, h& kisebb, mintn, akkor viszont vilagos, hogy nem min-
den vektort kell felhasznalni kédszoénak, vagyis kédunkurethns lesz, s ezt a
redundanciat tudjuk hibajavitasra felhasznaini.

Az Uizenetekhez a kodszavak#® anatrix segitségével rendeljik hozza, vagyis
a G matrix jeldli ki azn-dimenzids vektortérnek a kddot jelé&@ alterét, a kodot
G ,generalja”.

4.6. definicio. A fenti tulajdonsagdG matrixot aC kod generatormatrixanak
nevezziik.



186 4. HIBAJAVITO KODOLAS

Vegytk észre, hogy ha nem {itlink azzal, hogy melyik k6dsz6 melyik (ize-
nethez tartozik, csak a kédszavak halmazat tekintjik, akaem egyértelmdi,
vagyis tdbb matrix is generalhatja ugyanazt «6dszohalmazt. A kovetkéz
definicié egy megfeleltetést definial az Uzenetek és a kvdk2azott.

4.7. definici6. Egy(n,k) paraméterd( linearis k&risztematikus ha minden kod-
Sszavara igaz, hogy annak utolsé k szimbdlumat elhagyva éppen a neki megfe-
lel6é k hosszlisagu Uzenetet kapjuk, mas szavakkai@sszu lizenetet egészitjlik
ki n—k karakterrel.

A 4.1. szakaszban mar leszogeztik, hogy dekddolas aldtazsasetleges
hibak kijavitasat értjuk, aminek eredményeképp egy kddsagunk. Az (izenet-
vektor visszanyeréséhez még el kell ugyan végezni a kodolész miveletét, ez
azonban rendszerint trivialis |épés, szisztematikus ls&tém példaul csak el kell
hagyni a kodsz6 egy részét (a véget).

Szisztematikus kod esetén a generatormatrix is egyértetmagpedig

G = (I,B) (4.6)

alakd, aholy ak x k méretli egységmatri pedigk x (n— k) méretl méatrix. Az
u Uzenethez tartozokédszo szerkezete tehat:

C= (u17 Uz, ..., Uk, Ckt1, Ckt-2, - -+ Cn)

A c el k koordinatajabdl all6 szegmensétenetszegmensek, az utolsé
n—k koordinatajabdl alloparitasszegmensek nevezziik.

A lineéris kodok tovabbi tulajdonsagai elvezetnek az igéstszer hibade-
tektalashoz illetve hibajavitashoz.

4.8. definicid. Ha egyn— k sorbol é oszlopbdl alldH matrixra
Hc' =0

akkor és csak akkor, hac C, akkorH-t aC kod paritasellenbrz6 matrix anak
nevezziik. (Roviden paritasmatrixot fogunk mondani.)

H segitségével tehat meg tudjuk allapitani, hogy egy vetvalibhan kddszo6-e.

4.3. tétel. HaG ésH ugyanazor€ linearis kod generatormatrixa illetve paritas-
matrixa, akkor
HG™ =0.

Minden linearis kédnak van paritasmatrixa.
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BizoNYiTAs: JeldlieQ¥ ak hosszu binaris sorozatok halmazat. Ekkor minden
u € QX-hoz létezikc € C, amirec = uG. Ugyanakkorc € C miattHc™ = 0, azaz

Hc' =H(UG)" =HG"u" =0.

Az utols6 egyeriség pedig csak gy allhat fonn mindere QX-ra, haHGT =

0, amint allitottuk. (Megjegyezziik, hogy amennyibnkielégiti aHGT = 0
egyenletet, akkoH még nem biztos, hogy paritdsmatrix.) A tétel masodik felét
elészor szisztematikus esetben latjuk be. Legyen

G = (I, B)

alaku, keressik -t
H= (A, | n_k)

alakban. A tétel efsfele miatt
HGT = (A1) (I, B)T =A+B" =0.

Azaz
A=-BT

kell teljesiiljion. (Binaris esetbeaBT = BT.) Meg kell mutatni, hogy az igy
kapott H matrix valéban paritasmatrix. Azt tudjuk, hogy minderkddszéra
Hc' = 0. A masik irany hianyzik: ha egg = (cy,Cp, . ..,Ck, Cks1, ---,Cn) Vek-
torraHc™ = 0, akkorc kodsz6, de ez is egyszerd:

0=Hc" = (A, In)c" = (=BT, 1)’

miatt
—(c1,C2,...,Ck)B+ (Ckt1,---,Cn) =0,
tehéat
(Ck+1,---,Cn) = (C1,C2,...,Ck)B,
kovetkezésképp

(ClaC27- .. 7Ckack+1a' . -,Cn) = (C17C27' . '7Ck)(|ka)a

ezértc tényleg kédszo.

Belathatjuk, hogy egy tetéieges (nem feltétlenill szisztematikus) kddnak van
paritasmatrixa, hiszen ezt még csak szisztematikus estttpik. Az igazolast
gondolata arra épiil, hogy minden linearis kdd altalanasleirtben szisztema-
tikus. Egy lineéaris kédot altalanos értelemben szisztémsak nevezink, ha



188 4. HIBAJAVITO KODOLAS

létezik egyG generatormatrixa és, i», ..., ik €gesz szamok ugy, ho@y ij-edik
oszlopa aj-edik helyen 1, a tébbi helyen 0. Nyilvan egy ilyen tulajdégé G
matrix oszlopcseréinek egy sorozataval szisztematikugxotkapunk, ahol mar
el6 tudjuk allitani a paritasmatrixot, és aded oszlopcserék inverzével az eredeti
kod egy paritasmatrixat kapjuk. Altalanos értelembenzseisatikus generator-
métrixhoz Ugy juthatunk, ha bizonyos sorok nem 0-szoras&tdadjuk egy masik
sorhoz, ugy, ahogy azt a Gauss-eliminaciénal megszoktakk B transzforma-
ciok azeért jogosak, mert@ matrix sorai egy bazist alkotnak, és a transzformacio
utan is egy bazist alkotnak, mivel a kéd linearis. |

4.3. példa. Adjuk meg a 4.1. példa kédjanak szisztematikus generatoirrag
havan, és a paritdsmatrixot! Ezt (gy kapjuk megGhelsh soracz, mig a masodik
Co, mivel ekkor az elé 2 x 2-es részmatrix egységmatrix:

10110
G_(O 110 1)'
A fentiek alapjan a paritasmatrix:
1

H=| 1
0

==
O Oor

0
1
0

= OO

Ugyanigy kapjuk a 4.2. példa szisztematikus generatomadérs paritasmatrixat:

101
G:(o 11)’

H=(1 1 1).

A kovetkedkben a suly fogalmat definialjuk, megmutatjuk, hogy ling&o-
doknal a minimalis suly a kédtavolsaggal egyemhajd tovabbi harom tételt mon-
dunk ki velik kapcsolatban. (Emlékeztetiink, hogy két kédswolsaga azon
koordinataik szama, ahol a két kodszo kulonbozik.)

4.9. definicid. Egy c vektor sulya a koordinatai kézétt léy nem nulla elemek
szama, jeldléses(c).
4.10. definicié. EgyC kod minimalis sulyan a

Wpin = rcr;igw(c)

c£0

szamot értjuk.
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4.4. tétel. HaC linearis kéd, akkor a kédtavolsaga megegyezik a minimdilis s
lyaval, azaz

dmin = Wmin-
B1ZONYITAS:

L R i "
Ormin = g;lgd(c,d) = minw(c—C) = MinwW(c") = Wi,

ahol az utolso ditti egyenbség felirasakor @ kod linearitasat hasznaltuk ki, eb-

bdl kdvetkezik ugyanis, hogy’ = ¢ — ¢’ is koédszo, tovabba, az is, hogy minden

kddszo eball ilyen kilonbség alakjaban. (Utébbi ahhoz sziikségegy la mini-

mum képzésekor valéban mindehe C-t figyelembe vehessiink.) [ |

A 4.4, tétel jelenbsége abban all, hogy segitségével.@, definicié alap-
jan tortérd kiszamitasahoz szUkség@W miiveletet anvmin kiszamitasahoz
szikségefC| — 1 mlveletre redukélhatjuk|G|-vel aC elemszamét jeldltik.)

A kovetkedkben azt mutatjuk meg, hogyan hasznalhakd matrix a deko-
dolas soran.

4.11. definicio. Az s= eH" mennyiségeszindrémanak nevezziik.

Legyen az adott kodszg) a vett szdv. Az e =v — c vektorthibavektornak
nevezzik. Vegyuk észre, hogy

HvT =H(c+e)" =Hc' +He' =He',

vagyisHv T értéke csak a hibavektortol fiigg, az adott kodszotél nenziddséma
tehat a hibavektor egy linearis leképezése.

A dekddolas leggyakoribb médjaszindréma dekddolas A fentiek alapjan
a dekodolas a kovetkéképpen mehet végbe: a vetszobdl kiszamitjuk ag" =
HvT = He' szindromat, ennek alapjan megbecsiiljik a hibavektort} s-gdl
levonva megkapjuk a kddszoéra vonatkozo becslésiinket.

A szindrémanak hibamintara tortéfeképezési madjat tablazatba szokas fog-
lalni, az Un.standard elrendezési tablazata.

Valamelye hibaminta altal generalt mellékosztaly @# c, ¢ € C(n,k) vek-
torok halmaza. Adott mellékosztély elemeihez azonos samd tartozik. Az
e = 0 zérus hibavektorhoz tartoz6 mellékosztalg(@, k) koddal azonos. Ha egy
e hibamintae = € + ¢ alakban irhato fel, akkor a két hibaminta s €) azo-
nos mellékosztalyt general. Azonos mellékosztalyba tartubamintak kozil
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valasszuk ki a legkisebb sulyut, s azt mellékosztaly-\iaret nevezzik. Ennek
megfeleben a standard elrendezési tablazat az alabbi struktaraju:

szindrobma mellékosztaly-

vezeb
50 e =0 c® cld-1)
s ed) c + ey C(qkfl) + e
g -1 | gd"*-1) cD 4 eld 1) cld=1) 4 gla™*-1)

'

mellékosztaly elemek

Aw(eltD) >w(el)), e® =0,i=0,1,...,q" k-2 aszokasos sorrend. Kény-
nyen lathat6, hogy a tablazat elemei kiilonbékz. Egy soron bellil ez nyilvanvalé.
Kiilonbo sorokat tekintve tegyiik fel, hoggf!) + cl) = e 4 c(M aholi > k.
Mivel ebbdl ell) = e + cM — i) = e 4 ¢ kovetkezik, ahot),cM M ¢
C(n,k), ezértel)-nek is azeW mellékosztaly-vezéii sorban kell lennie, ami
ellentétes kiindulasi feltételiinkkel.

Azel) i=12 .. g+~kK—1mellékosztaly-vezéketjavithatd hibaminta k-
nak nevezziik, ugyanis havavett sz szindrémajs), akkor ac = v — el) kéd-
szo6ra dontiink. A szindréma dekddolasnak ezt az -6seiban elvi — maodjat
tablazatos dekddolamak nevezziik (look up table decoding).

A szindrémat hasznal6 tablazatos dekddolé tarja a vizdmadris esetben
2"k darab hibavektort tartalmaz, és a tablazat elemeit a srimalisegitségével
cimezzik.

4.4. példa. Adjuk meg a javithatd hibamintakat a

T
I
P OO
or o
oo

matrixszal adott kod esetére.
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A dekdédolasi tablazat a kovetk&z

javithato
szindréma hibamintak
000 00000
001 10000
010 01000
011 00110
100 00100
101 00001
110 01100
111 00010

Tehét a standard elrendezés fenti tablazata alapjan ésaimdréma dekodolassal
az egyszeres hibdk és a 00100100 két hibat tartalmazé hibamintak javithatok.

lllusztracidként egy klasszikusnak szamité kédot mutiatoe, melybinaris
Hamming-kdd néven ismeretes.

Olyan kodot keresiink, mely egy hibat tud javitani, vagyishadjuk, ésv-t
vesszik, akkor 2 d(c,Vv) esetén biztosan meg tudjuk mondasmeretébe-t.
Legyen a kddunk lineéris és binaris.

A hibajavitas céljara bitet kivanunk felhasznalni, vagyis ak6dszohossz és
ak Uzenethossz kiulénbségének rogzitjuk. Ezen adottés 1 hibat javito képes-
ség mellett szeretnénk a lehdéegnagyoblk-t elérni, hogy minél tébb tzenetiink
lehessen. Legyen a majdani kod paritasmatrixa:

H=(a[,a},....a).

Legfeljebb egy hiba esetén ahibavektor vagyo, vagy egységvektor, tehat
pontosan 1 koordinataja 1-es. Ekkorsaz eH' szindréma vag, vagy valame-
lyik aj-vel egyend. Akkor és csak akkor tudjuk tehétt (és igyc-t is) egyértel-
mien megallapitani, ha az-k mind kilonbodk, és egyik serd. Mivel H sorai-
nak a szama—k =r, aza;-k legfeljebb 2 — 1 félék lehetnek, ha egyikik sebn
Mivel minél nagyoblk-ra, és igy a rogzitett révén minél nagyobk+r = n-re
torekszunk, mind a'2- 1 lehetséget hasznalni fogjuk. Ezzel Iényegében megad-
tuk H-t, hiszen megmondtuk, hody az 6sszes lehetségelsosszisagu nemnulla
oszlopvektorbdl allo matrix. Ez pedig mar definialja a kddsdmazt a

He' =0

egyenletrendszer 6sszes megoldasvektoranak halmazéhérszlopvektorainak
sorrendjén csak az fog mulni, hogy melyik Gzenethez melgiisiz6t rendeljuk,
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tehat példaul, hogy szisztematikus lesz-e a kod. V.6. adkfinicié utdn mon-
dottakkal.) Az igy kapott kddot nevezziik binaris Hammirighiak, mely teh&
hosszU GizenetherhosszU kédsz6t rendel, anoésk kdzott fennall az

n=2"k_1 (4.7
Osszefuggés. llyen tulajdonsagu szamparok a kbvékkez

n= 3 k= 1

7 4
15 11
31 26
63 57

127 120

A (4.7)-b0l és a 4.2. tétell kdvetkezik, hogy azn,k) paraméterli binaris
Hamming-kéd perfekt kéd, tehat

4.5. tétel. Nincs olyan egy hibat javito binaris kéd, amely egy Hammkagidal
azonos széhosszusagu, és a hozza tartozo kédszavak szgrobbanint a meg-
felel6 Hamming-kod kédszavainak szama.

4.5. példa. A (7,4) paraméterli Hamming-kod paritasmatrixa

1101100

H=] 10110120

0111001

A generatormatrixa eld kdnnyen kiszamithaté a mar szerepkl= —B'
0sszefuggés alapjan:

1000110
G_0100101
0010011
0001111

A (7,4)-es Hamming-kodot egy pératlan paritasura kiegésmtitasbittel ka-
punk egy(8,4) paraméter(, tovabbra is egy hibat javitd kodot, amelyetiat@xt-
ben hasznalnak [17].

A kézvetlen miiholdas miisorszoras (Direct Broadcastatglfite, DBS) digi-
talizalt hangjat is hibajavité koddal védik. igy a D2-MAGEKET szabvanya [3]
szerint az egyik valtozatban a 14 bites hangmintsféls bitjét egy(16,11) pa-
raméter( koddal kédoljak, ami(@5,11) paraméterli Hamming-kod kiegészitése
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egy paratlan paritasbittel. A masik valtozatban a 10 biteggminta felé 6 bitjét
kodoljak egy(11,6)-os koddal. Megjegyezzik még, hogy a csomagolt, kddolt
beszédmintakat egy olyan csomagfejjel latjak el, melyetb@thavito (71,57)

ill. (94,80) paraméterli BCH-kdddal védenek, mig a legfontosabb adgtak
Ggynevezett szolgaltatasazonositast egy harom hiba6 jé28,12) paraméteri
Golay-koddal kodoljak. A BCH-kddokat a 4.9. szakaszbannifgjuk részlete-
sebb tulajdonsagaik nélkil, mig a Golay-kddok targyalgabhialgebrai appara-
tus bevezetését igényelné.

4.3. Véges test

Hatékony hibajavitdé kddok konstrukcitjahoz sziikségegymnembinari€) =
G kodabécé strukturalt legyen, mely példaul Ggy lehetsélgegy miveleteket
vezetunk bes-n.

4.12. definicié. Egy G halmazttestnek neveziink, ha értelmezve van télsges
két eleme kozétt két miivelet, amelyeket 6sszeadasnakeilzorzasnak neve-
zlnk, + illetve * szimbdlumokkal jeléljiik, é& rendelkezik a kbvetkdrtulaj-
donsagokkal:

1. G az dsszeadasra nézve kommutativ csoport, azaz

a) Mindena,3 € G esetémi + 3 € G, tehalG az sszeadasra nézve zart.
b) Mindena, B,y € G esetémi + (B+Y) = (a + B) +Y (asszociativitas).

c) Létezik egy 0-val jeldlt elem&-nek tgy, hogy minden € G-re0+
o =a+0=a. 0-t nullelemnek nevezziik.

d) Mindena € G-hez létezil3 € G ugy, hogya + B = 0. B-t aza additiv
inverzének nevezziik ésua-val jeldljik.

e) Mindena, 3 € G-rea + 3 = B+ a (kommutativitas).
2. G\ {0} a szorzasra nézve kommutativ csoport, azaz

a) Mindena,3 € G\ {0} esetéru - € G\ {0} (zartsag).

b) Mindena,B,ye G\ {0} esetéria-B)-y=a-(B-y) (asszociativitas).

c) Létezik egy 1-gyel jelolt elenm@\ {0}-nak gy, hogl-a =a-1=a.
1-et egységelemnek nevezziik.

d) Mindena € G\ {0} esetén létezi € G\ {0} gy, hogya -B=p-a =
1. B-t aza multiplikativ inverzének nevezziik, és*-gyel jeléljik.

e) Mindena,p € G\ {0}-raa - B =B-a (kommutativitas).
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3. Mindena,B,ye G-rea-0=0-a=0ésa-(B+y)=(a-B)+(a-y) (diszt-
ributivitas).

Egyszerii konvencidkkal edy testben definialhaté a kivonas és az osztas a
kévetked mdédon:a — B3 alatt azo-nak és @ additiv inverzének 6sszegét értjiik,
azazo + (—PB)-t. a/P alatt aza-nak és 3 multiplikativ inverzének a szorzatat
értjiik, azax - B~1-et, amennyibef nem 0.

Példak testre:
1. Valés szamok halmaza a valos 6sszeadassal és szorzassal.
2. Raciondlis szamok halmaza a val6s 6sszeadassal ésssadrza
3. Komplex szamok halmaza a komplex 6sszeadassal és szailrzas
4. {0,1} a binaris 6sszeadassal és szorzassal.

Egy g elemszadmiG testetvéges testek neveziink és Gi)-val jeldljuk.
Sajnos egy GHK{) esetérg nem lehet barmilyen. Ez azért fontos, mert a kéd-
abécé a kdsbbiekben GH{) lesz. Bizonyitas nélkul kozoljik a kovetk@mtelt:

4.6. tétel. Egy GF@) esetérg = p™ alaku, aholp primszam, tehat vagy prim-
szam, vagy primhatvany.

Lényeges kulonbség van a prim és a primhatvany méret(l végiek arit-
metikaja kdzott. Most a primszam méretll véges testek atikdjat targyaljuk, a
masikat csak a polinomok ismeretében tudjuk egyszerixszbi.

4.7. tétel. AG={0,1,..., p— 1} halmaz anodulo p aritmetika val egyp prim-
Szam esetén véges test, azaz a testmiiveletek

a+b=a+b modp,
a-b=a-b modp,
ahol+ illetve - jeldli a valos 6sszeadast illetve szorzast.

BizoNYiTAs: Ellendrizzik az 1., 2., 3. pontokat a test definicidjaban! 1. ajge)
ez egyszer{, csupan azt jegyezzik meg, hogy

—a=p-—a modp,

ahol— aval6s kivonast is jeldli. 2. a), b), d) és 3. megint trivgal2. a)-nal azt kell
megmutatni, hogy,b # 0 esetéra-b # 0. Ellenked esetbera-b = Np alaku
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lenne, tehap osztana- b-t, azaz vagy-t vagyb-t, ami nem lehet, mert mindkétt

1 ésp—1 kozotti szam. 2. d)-hez azt kell belatni, hogy mindea 0-hoz létezik

b, hogya-b=1. Az1-a2-a3-a,...,(p—1)-aszamok mind kilonbdik,

mivel ellenked esetbenj-a=i-alenne, azazj —i)-a= 0 lenne, ami 2. a)-

nak ellentmond. A fent emliteph— 1 darab szam halmaza tehat megegyezik a

{1,2,...,p—1} halmazzal, ezért |étezlx melyreb-a=1. |
Lassuk most a Gigj néhany egyszer( tulajdonsagat!

4.1. lemma. Minden0 # a € GF(@)-ra
=1

BIzZONYITAS: Legyenekay,a,...,aq-1 a GFQ) nem O elemei, ekkoa # 0
esetén
a-aj,a-ag,...,a-ag-1

is mind kiilonbodk és nem 0-k, tehat
{as,@,...,aq-1} ={a-a,a-a,...,a-aq-1},
kovetkezésképp
a-ap-...-8g1=avta;-a-...-aq-1,

ahonnan az allitds a bal oldal inverzével val6 szorzassatkézik. |

4.2. lemma. Minden0 # a € GF(Q)-ra létezik egy legkisebim természetes szam,
amit aza elem rendjének neveziink, melyre

a"=1,
és am,a,...,a" elemek mind kiilénbéik. m osztéjaq — 1-nek.

BizoNYiTAs: Tekintsiik azal,a?,a3,... sorozatot! Mivel a sorozat minden
eleme GF()-beli, ezért GFg) végessége miatt Iétezik olyan- j, melyre

azaz
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tehat létezik olyam természetes szam, meha® = 1. Legyenm ezek koziil a
legkisebb. Ha am' természetes szam olyan, hogy

am =1
ésm = k-m+1 alakt, ahoim> | > 0, akkor
1—a" — gkmH — (am)k_al _4

tehatl csak 0 lehet, ezént' azmtobbszorose, kovetkezésképp a 4.1. lemma miatt
q— 1 ismtébbszérdse. Be kell még latni, hogya?, ..., a™ kilénbdDHk. Ennek
bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy létezik> i > j > 1, hogy

a =al,
tehat
d-l=1,
ami nem lehet, mern > i— j. [ |
4.13. definicié. Egy a € GF@Q)-t a GF) primitiv elemének neveziink, ha
rendjeq— 1.
A 4.5. szakaszban bizonyitjuk, hogy
4.8. tétel. Minden GF()-ban létezik primitiv elem.

4.6. példa. GF(7).

elem( 0) hatvanyai rendje

1 1 1

2 24,1 3

3 3,2,6,4,51 6 (primitiv elem)
4 4,21 3

5 54,6,2,3,1 6 (primitiv elem)
6 6,1 2

A primitiv elem egyrészt igen fontos hatékony kodok korigtidjakor, mas-
részt GF@)-beli szorzasok és osztasok elvégzésekoraHaGFQ) egy primitiv
eleme, akkor bevezethetjik egy GF(q) testelem alapu logaritmuséat az

aloga —a

egyenlet (egyértelmll) megoldasaval, ahet 0. Haa,b a GFQ) nem 0 elemei,

akkor
a-b= cxIoga.alogb — aloga—Hogb’

tehat egya alapu logaritmustabla és egy inverzlogaritmus-tablatségével a
szorzas (illetve az osztas) visszavezdihvellos 0sszeadasra (illetve kivonasra).
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4.4. Linearis kddok, nembinéaris Hamming-kod

Ebben a szakaszban kddok egy fontos csoportjaval ismenkeaigég, melyek
a4.2. szakaszban megismert binaris linearis kodok k#ztigsei nembinaris esetre.

A tovabbiakban a koédjainkban szerétddszavakat alkoté szimbolumokat
vegyik GF()-bdl, a lehetséges szimbdélumok tehat &,@, ...,q— 1 szamoknak
feleltethebk meg.

4.14. definicié. EgyC kod linearis, ha aC halmaz linearis tér Gij folott, azaz
ha minderc,c € C-re
c+ceC

illetve 3 € GF@Q) esetén
BceC.

A 4.2. szakaszhoz hasonl6 médon belathatd, hogydktgesC linearis kod-
hoz létezik eg¥ linearisan fiiggetlen sorbdl éoszlopbdl all6G matrix, melyre

c=uG, (4.8)

ahol ak hossz(u lizenethez a kddsz6 tartozik, és & matrixot aC kéd genera-
tormétrix anak nevezzik.

A binaris esethez hasonléariCdinearis kodhoz egy — k sorbél éa oszlop-
bdl allo H méatrixotparitdsmatrix nak nevezink, amennyiben

He' =0

akkor és csak akkor teljesdl, lsac C.
A binaris eset masolataként kaphatjuk, hogy

4.9. tétel. MindenC linearis kédnak van paritaselléred matrixa.

Példaként bemutatjuk membinaris Hamming-kédot. Ismét 1 hibat javitd
kodot akarunk konstrudlni. A binaris esetben a hiba jasifiag elég volt ismerni
a hiba helyét, amihez elégséges volt, i paritasmatrix minden oszlopa kilon-
b6z6. Nembinaris esetben nemcsak a hiba helyét, hanem a héd&@ers meg
kell allapitani, ezért &1 matrix oszlopait ugy véalasztjuk, hogy azok nem 0-k,
mind kilénbodk legyenek, és az élsnem 0 elem minden oszlopban 1 értéki
legyen. Ekkor, ha egy hiba esetén az-azlik helyen fordul é és értékey, akkor
a szindroma = g4, ahola' aH i-edik oszlopa. Tehat a hiba értélkeéppen a
szindréma elé nem 0 értéke, mig, = aé, amildl azi visszakereshét
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Ha H tartalmazza az 6sszes lehetséges, a fenti médon megengsziep-
vektort, akkor

azaz
1+n(g—1) =q" ¥

masrészt a Hamming-korlat miatt
1+n(g-1) <q",
tehat

4.10. tétel. A maximalis hosszusagu nembinaris Hamming-kod perfekt kod

A nembinaris Hamming-kodok kézil kiléndsen érdekes az af, asnikor
a kod szisztematikus és a paritasszegmens hossza 2nazaz 2. Legyena
a GF@) egy nem 0 eleme, melynek rendje> 2. Valasszunk < (m+ 2)-t és
k= (n—2)-t. Ekkor a paritasmatrix:

(11 1. 1 10
“\1 a o .. a3 0 1)
Ez egy(n,n— 2) paraméter(i nembinaris Hamming-kod paritdsmatrixa.
A 4.3. tétel alkalmazasaval nyerjik a kdd generatormétrixa

00O0-:-0 -1 -1
100.-0 -1 -a
0100 -1 -a?

O O P

Ooo0o0O0:-1 -1 —q3

Mivel ez a kdd 1 hibat tud javitani, ezétt,i, > 3, de a Singleton-korlat miatt
dmin <n—k+1=3, ezért

4.11. tétel. Az (n,n— 2) paraméterl nembinaris Hamming-kod MDS kdd.

4.7. példa. irjuk fel a GF(7) feletti,(8,6) paraméterli Hamming-kod generator-
matrixat és paritasmatrixat! GF(7)-ben a 3 primitiv eleésd a 4.6. példat), tehéat
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1 0000O0O0-1 -1 1 00 0O0OG6GE©G6
01000O0-1 -3 01 000O0O0TG 4
G— 001000-1-2] [0O01O000°®625
000100-1 -6 00010061
0 00O010-1 -4 0 00O1O0G6 3
000O0O11-1 -5 0 00O0OO16 2

4.5. Véges test feletti polinomok

GF(q) feletti vektorok reprezentélasara, és vektorok kdzdtirsas kényelmes
bevezetésére egy célszerili eszkdz a polinomreprezentaciod

4.15. definici6.a(x) = ap + a1x+ ...+ anX™ GF(q) feletti m-edfokupolinom,
ha
a € GF(q), i=0,....m an#0,

x € GF(q).

A polinomm fokszamatlega(x) jeloli. (Az a(x) = 0 polinom fokszama definicio
szerint legyen-.)

4.16. definicid. a(x) = b(x), haa; = bj mindeni-re.
Miveletek polinomok kdzott:

1. Polinomok 6sszeadasax) = a(x) + b(x) tagonként torténik G feletti
mveletekkelc; = a + b;. Nyilvanvaléan

dege(x) < max{dega(x),degb(x)}.

2. Polinomok szorzasac(x) = a(x)b(x) minden tagot minden taggal szor-
zunk, majd az azonos foku tagokat csoportositjuk (az ddssek és szor-
zasok GH) felettiek):

min{i,dega(x)}

C = % aj-bi,j.

dege(x) = dega(x) + degb(x)

Nyilvan

4.8. példa. Ha GF(2) feleta(x) = 1+ x ésb(x) = 1+x+x3, akkora(x) + b(x) =
x3 ésa(x)b(x) = 1+ x> +x3+ x4
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4.12. tétel (Euklidészi osztas polinomokra) Adotta(x) ésd(x) # 0 esetén egyér-
telmdien létezik olyan(x), r(x) ugy, hogy

a(x) = q(x)d(x) +r(x),
ésdegr (x) < degd(x).

4.17. definicio. r(x)-et aza(x)-nek d(x)-re vonatkozo maradékanak nevezzik.
Jeldlésr(x) = a(x) modd(x).

4.18. definicid.d(x) osztjaa(x)-et, haa(x) modd(x) = 0. Ezt a tovabbiakban
d(x) | a(x) forméaban fogjuk jel6ini.

A 4.12.TETEL BIZONYITASA: Az egész szamok euklidészi osztasi algoritmusa-

VA

x™ egyiitthatdjaam, d(x) k-adfokd és<k egyiitthat6jalc. Ham > k, akkor legyen

r1(x) = a(x) — amdg X" d(x)

és
A (x) = amdj 'x™ K,
akkor
a(x) = gu(X)d(x) +r1(x)
és

dedri(x)) < dega(x)).
Ha mosta(x)-nek van egy
a(x) = g (x)d(x) +ri(x)
elballitasa, ahol deg;(x)) < degd(x)), akkor az ebzd mddonr;(x) el6all
i(X) = 0i+1(X)d(X) 4 Fira(X)
alakban, ahol de@;,1(x)) < deq(ri(x)), tehat
a(X) = (G100 + G ()d() + ris2(¥),

és dedri(x)) monoton fogy, ezért legfeljebim— k Iépésben a tétel altal megki-
vant felbontast kapjuk. Az egyértelmliség igazolasahgyite fel, hogy van két
kilénbod felbontas:

a(x) = g(x)d(x) +r(x)
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ésq(x) # q'(x), tehét

Mivel q(x) # d (x), ezért

degr(x)—r'(x)) = ded(d'(x)—q(x))d(x)) =
= degd(x) —q(x)) +dedd(x)) >
> degd(x)),

masrészt

dedr(x) —r'(x)) < degd(x)),
ami ellentmondas. [ |
4.19. definici6. b € GF@Q) gydke aza(x) polinomnak, ha(b) = 0.
4.13. tétel. Hac aza(x) polinom gydke, akkor az é&ll

a(x) = b(x)(x—c)
alakban.
BizoNYiTAS: Alkalmazzuk a 4.12. tétett(x) = x — c esetén, akkor
a(x) =b(x)(x—c)+e

Mivel c gyok, ezért
O0=a(c)=Db(c)(c—c)+e=e [ |

4.14. tétel. Egyk-adfoku polinomnak legfeljebl gybke lehet.

BizONYITAS: A 4.13. tétel miatt &(x) polinom fokszama eggyel kisebb, mint
aza(x) polinom fokszdma, tehat ezt a faktorizaciot legfeljékdror lehet megis-
mételni. m

Ezek utan be tudjuk mar bizonyitani a 4.8. tételt, mely ditbéia, hogy min-
den testben van primitiv elem. &z6r lassunk egy segédtételt!

4.3.lemma. Haa, B € GF@Q) elemek rendja illetve m relativ primek, akkor az
of elem rendjann
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BizoNYiTAS: m ésn legnagyobb kdzds osztojat jeldljen,n), akkor a feltétel
miatt (m,n) = 1. Legyerk azap rendje.(ap)™ = (a™)™(B™M)" = 1, tehak osztja
mn, tehat

k<mn

Ugyanakkor(ap)k = 1, ezértok = B, igy a™ = B~k = 1, tehat a 4.2. lemma
bizonyitasa alapjaa rendjen osztjamkt, ezért(m,n) = 1 miatt n osztjak-t.
Hasonlé mdorB™ = o~k = 1, ezértp rendjem osztjank-t, ezért(mn) = 1
miatt m osztjak-t. Ismét(m,n) = 1 miatt tehamnis osztjak-t, ezért

mn< k. m

A 4.8. TETEL BIZONYITASA: Azt kell belatni, hogy minden GHgj-nak van
primitiv eleme. A bizonyitas konstruktiv. Ha— 1 prim, akkor az osztéi az 1
és aq— 1, tehat a lehetséges rendek 1 vapgy 1, mégpedig az 1 elem rendje
1, a tdbbinek pedig|— 1, tehat a GR{) minden 0-tél és 1él kilonbod eleme
primitiv elem. Hag— 1 nem prim, akkor a primtény@g felbontasa legyen

S
q-1=[7e"

-1
Mivel a GF() nem 0 elemeinek szanag- 1 és azqui — 1 polinomnak legfeljebb
q-1

&2 gycke van, €852 < q— 1, ezért létezile; # 0 Ggy, hogya, " + 1. Legyen

3 S
és b:igbi.

Megmutatjuk, hogyb primitiv elem. Ehhez @isz0r azt latjuk be, hogh; rendje

p’. Nyilvan b " a¥! = 1, tehath; rendje ap" oszt6ja, azap! alaku, ahol

ni <vj. Han; < v; lenne, akkor

Vi —(vi—n;)

=P —1,

N

by”

ezértap” "™ mindenr; tsbbszorosér = 1, tehat

P
bi ! = 1
lenne, ami nem lehet, mert

vj—1

g-1
bipi :aipi #1’
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kovetkezésképpy rendjep’. Alkalmazzuk a 4.3. lemméts — 1)-szer, mivel
by, by, ..., bsolyan elemek, melyek rendjei relativ primek, akkaendje a rendek

sSzorzata, azaz
S
|‘| P =qg-1,
1=

tehatb primitiv elem. [ |

4.6. Reed-Solomon-kod

Ebben a szakaszban a lineéris kddok egyik leggyakrabbamélaesztalyaval, a
Reed-Solomon-kadkkal, azok kiilénb6a konstrukcidival ismerkediink meg.

4.1. konstrukcié. Legyeneknp,as,...,0n_1 a GFQ) kilénb6d elemei ( < q),
ésu = (Up,Us,...,Ux-1) (U € GF@)) ak hosszusagu Uzenetszegmens, amelyhez

az

U(X) = Up 4 UgX+ ...+ U_1x< 1

lizenetpolinomot rendeljiik. Ekkor a Reed—-Solomon-kdédzak ézenethez tar-
tozon hosszit kddszavat a kévetkézmodon éllitjuk eb:

Co = U(0lo)
C1 = U(Gl)

c2 = u(ay)

Cn-1=U(0p-1).

Egyszeriien belathato, hogy a Reed—Solomon-kdd linedrs generatormat-
rixa

1 1 1 1
0o a1 a2 Onp-1
G= .
k-1 k-1 k-1 k-1
Og = 07 = O3 On-1

4.15. tétel. Az (n,k) paraméter(i Reed—Solomon-kéd kodtavolsaga
dmin=n—k+1,

vagyis a Reed-Solomon-kod maximalis tavolsagu.
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BizONYITAS:

w(c) = |{cnem O koordinatgi =
= n—|[{cO0 koordinataj| >
> n— [{u(x) gyoke}}| >
> n—(k—-1),

tehat

Wmin > N—K+ 1.

Ugyanakkor a 4.1. tétel és a 4.4. tétel miatt
N—K+ 12> dmin = Wmin,
kovetkezésképp az allitast bebizonyitottuk. |

Az (n,k) paraméter(i Reed-Solomon-kod tehatk hibat tud jelezni, 25X |
egyszerl hibat javitani és— k torléses hibat javitani. Ez utébbi azt is jelenti,
hogy azu ismeretlenre vonatkozo

uG=c

ndarab egyenleffl barmelyikn—k egyenlet elhagyasaval egy egyértelmiien meg-
oldhat6 egyenletrendszer marad, tehét matrix minderk x k-s négyzetes rész-
matrixa invertalhaté. Ez utébbi allitas igazolhaté ugyhisgy felismerjik, misze-
rint G mindenk x k-s négyzetes részmatrixa Vandermonde tipusu.

4.2. konstrukcio. Legyena a GF) egy nem 0 eleme, melynek renajigm > n
és a 4.1. konstrukciéban legyeg = 1,a1 =, ...,0,_1 = a"~1. Ekkor a gene-
ratormatrix:

1 1 1 1

1 a a? P G
ool 1 02 o o 2D

'1 okl g2kD . ;x(kfl)(nfl)

4.3. konstrukcio. A ¢= (Co,C,...,Cn_1) Vektorhoz rendeljiik hozzgx) polino-
mot a szokasos modon:

¢(X) = Co+ C1X+ -+ -+ C1X™ L
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Ha aza elem rendjam, ésn < m, akkor a kdd definicioja
C={c:c(a)=0,i=1,2,...,n—k}.
Egyszerlien belathatd, hogZa&ddnak ez a megadasa ekvivalens a koveiikek

C={c: Hc" =0},

ahol
1 a a? oot
1 a2 o GZ(n—l)
H=
EL an-k gan-k ... a(n—k)(n—l)

Bebizonyitjuk, hogy ez a kdd maximalis tavolsagunés m esetén ez a kod
azonos a 4.2. konstrukciéban leirt Reed—Solomon-koéddalir¢dalombam < m
esetén a 4.2. konstrukcio6 kadjat roviditett Reed—Soloktminrak nevezik.) K-
szOr azt mutatjuk meg, hogy @ kdd maximalis tavolsagu. Ennek érdekében
elébb a paritasmatrixok egy hasznos tulajdonsagat bizomyit]

4.4. lemma. HaH egy linearisC kéd paritasmatrixa, akkdd azon oszlopainak
minimalis szama, melyek linearisan fit@jg dmin.

BIZONYITAS: irjuk fel H oszlopait!

H= (az)—’a-ill.-" . '7a-r|1—71)7
akkor a paritadsegyenlet= (co,C1,...,Cn_1) jelOléssel:
Cod0+C1a1 + ...+ Cr_1a" L =0.

Ezt az egyenletet csak olyan nemnudieektorok (kddszavak) elégithetik ki, me-
lyek sulya legalablwmn, ilyen silya viszont van, tehat a lineérisan féggszlo-
pok minimalis szamavnmin, amely a 4.4. tétel miatt éppekin.

|

Erre alapozva mar szinte készen vagyunk. Ha a 4.2. konsbteke aG kép-
letébenk helyett (n — k)-t irunk, akkor annak mindetn — k) x (n— k)-s rész-
matrixa invertalhat6. Ha egy ilyen részmatrixot 6sszehbsmk aH ugyan-
ezen oszlopokbdl allé részmatrixaval, akkor vegyik édzogy az egymasnak
megfeleb oszlopok egy nem 0 elem faktorban kilénbdznek, teHdtrainden
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(n—k) x (n—K)-s négyzetes részmatrixa invertalhato, ezért mindek oszlopa
linearisan fuggetlen. A 4.4. lemma miatt tehat

N—K < dmin,

azaz
N—Kk+1 < dmin,

ezért ismét a Singleton-korlatot alkalmazva készen valgyun

Eddig azt mutattuk meg, hody egy (n,k) paraméteri MDS kod paritasmat-
rixa. Mivel mind a 4.2. mind a 4.3. konstrukc{a,k) paraméter(, ezért a kétt
azonossagahoz elég megmutatni, hogy a 4.3. tartalmaz2a-a A 4.2. konst-
rukcié egy kédszavanakedik koordinataja

k—1 B
J:

Megmutatjuk, hogy az igy megadott kddszo kielégiti a 4. Jidaukcid paritas-
egyenletét, azaz
n-1 )
ca' =0, 1<l<n-—k
2,

A c definiciéjat felhasznalva

n—-1 ) n—1k-1 o k-1 n-1
%cia" = %zouja”a" = zbu,- %a'm').
i= i=0 = |= i=

Mivel 0 < j <k—1és1<| <n—k,ezért1< j+1 <n—1, tehato* #£1 és

-1 j+1 j+1
k al+h) — an(_H -1 - 1J_+ —1 -0
i; altl—1 it -1 7
kovetkezésképp kielégiti a paritdsegyenletet. [ |

Példaként a digitalis hangrogzitésben (CD és DAT) alkattidzeed—Solo-
mon-kodot emlitjik [2, 35, 16, 24, 7]. A kédolasi eljarasyégét kozelibleg a
kovetked modon lehet 6sszefoglalni: a.44kHz-cel mintavételezett és 16 bitbe
kvantalt mintakat két bajtban abrazoljuk, és egy matrixpik ibe oszlopfolyto-
nosan.
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régzités iranya

X131 X71 X131 -+ X391 ria ri12  riz  rig
X12 X72 X132 -+ X1392 I21 T22 I23 I24
©
> Y11 Y71 Yiz1 -+ Yizea 31 32 33 [I34
© | Y12 Y72 Y132 - Y1392 fa1 Ta2  Taz  Tag
E . .
8
2
©
+— . . . . . . . . . . . . .
£
E | X1 X121 X181 -+ X441 r211 F2i2 213 214
X62 X122 X182 -+ Xu442 T221 T222 T223 [T224
V6,1 Y121 Y181 -+ Y1441 T231 T232 [233 1234
Y62 VY122 Y182 -+ Y1442 V241 T242 1243 T244
01 912 C13 -+ Q24 Oi25 Q126 C127 0128
O21 OG22 Q23 -+ Q224 Q225 U226 O227 0228
O31 O32 033 -+ 0324 0325 U326 Q327 0328
v O41 Q42 Q43 - Q424 025 Q426 Oa27 Oa28

Nevezetesen egy 2424-es matrix oszlopai egymasutan kovetkézminta-
vételi iddpontban vett két minta (bal és jobb hangcsatornaR2= 4 bajtjat tar-
talmazzak. Ha 1,x; 2 jel6li a jobb csatorna mintajat azedik idopillanatban, és
Yi.1,Yi 2 @ bal csatornaet, akkor a fenti &bra mutatja a mintak beisésdblazatba.

A kapott 24x 24-es méatrix minden oszlopat kodoljuk e¢88, 24) paraméterd,
GF(2®) feletti szisztematikus Reed—Solomon koddalj-adik oszlop paritasbajt-
jaitjeloltik g1,j,02,j,03,j, %4,j-vel. Ennek a kodnak a kddtavolsaga 5, tehat 4 hibat
tud jelezni, 2 egyszer(i hibat tud javitani és 4 torléseathild javitani. A digi-
talis lemezen éiforduld hibak jol modellezhék egy kétallapotu csatornaval. Az
egyik allapotot nevezziik JO allapotnak, melyben atlaga8800—20000 bitideig
tartdzkodik, és ekkor a hibakdbrdulasa fliggetlen egymastél és valoszinlisége
kb. 10*. A masik allapotot nevezzilk ROSSZ allapotnak, amiben 3@ig0
ideig tartézkodik, és ekkor gyakorlatilag hasznalhatetiaétel. Ekkor azt mond-
juk, hogy a hibazds csomés (burst-6s). Az ilyen csatornaoléséara talaltdk

ki a kodatflizés (interleaving) technikat, amikor a@lddi matrixot sorfolytono-
san olvassak ki, de &te minden sort kddolnak ugyanazzgls, 24) paraméter(
Reed-Solomon-koddal. fedik sor paritasbajtjait jelohij 1,1 2,1 3,rj.4. Ennek
elénye az, hogy a fizikailag 6sszefitggsomods hiba hatasat tébb kédszoéra osztja
szét.

A Sony és a Philips megegyezett a fentihez hasonl6 (kicsiydlaltabb) ko-
dolasban azért, hogy a témeges digitalis hanglemezgyélitakilhasson. A ver-
seny nyitott viszont a lejatsz6 késziilékben, vagyis a delésdterén. A kilon-
b6z dekodolasok igazibél a kbvetkeegyszerl eljaras finomitasai: szamitsuk ki
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soronként a szindromat! Ha a szindréma 0, akkor azzal ald@rsaen vagyunk.
Ha 1 hiba volt, akkor azt kijavitjuk. Ha 2 hiba volt, akkor &gavitjuk, és az osz-
loponkénti javitashoz ezeket a hibahelyeket megjegyezaiikz mesterségesen
torléses hibdkat generalunk. Minden egyéb esetben az egéstirléses hiba-
ként regisztraljuk. Ezek utan oszloponként javitunk, haegffeljebb két tdrliéses
hiba volt (emlékeztetiink, hogy 4 térléses hibat képes aszsrgavitani). Ha a hi-
bak szama nagyobb, mint 2, akkor a kérnfydubatlan mintakbdl interpolalunk.
Lathatd, hogy a hibajavitds nem hasznélja ki a Reed—Soldmdrhibajavitasi
lehetségeit, aminek etsorban technoldgiai okai vannak, mivel a dekddolas bo-
nyolultsaga a javitandé hibak szamanak négyzetével asaégatt igen gyorsan
kell dekddolni (a forras sebességetd100 16 = 1.4112 Mbit/sec)

4.7. Aritmetika GF(p™)-ben

A 4.3. szakaszban emlitettiik, hogy Iényeges kiillonbség peimélletve primhat-
vany méretll testek aritmetikaja k6zott. Prim méretibsta modulo aritmetika
megfelelt. Primhatvany méret esetén sajnos a modulo difkimeem teljesiti a
testaxiomakat, példaul egy 4 elemi halmazbag 2nod 4= 0, tehat két nem
0 elem szorzata 0 lenne, ami sérti a 2. a) axiomat. AgB){eletti aritmetika
konstrukcioja azért alapv@fontossagu, mert manapsag a hibajavité kédokat t6-
megesen alkalmazzuk szamitastechnikai kérnyezetbehadbomészetes abécé
a GF(2), vagyis a bajt. Az &izd szakasz végén szerémligitalis hangtechnikai
példaban is GF® volt az abécé.

A GF(p™-beli elemek legyenek a @, ..., p" — 1 szamok, melyekneak hosz-
szu vektorokat feleltetiink meg, ahol a koordinatak gHieliek. Ezt megfogal-
mazhatjuk példaul tgy is, hogy aq)..., p™ — 1 szamokap-s szamrendszerben
irjuk fel. Ezek utan a GR{™)-beli aritmetikdtm hosszu vektorok k6zotti mive-
letekkel definidljuk. A két mlvelet kdzul az 6sszeadas yzegrlibb: két vektor
0sszegén a koordinatankénti @ipeli 6sszeget értjik, vagyis a koordinatankénti
mod p 6sszeget. A szorzas egy kicsit bonyolultabb. Akétosszu vektort leg-
feliebb (m— 1)-edfokd polinom forméjaban reprezentaljuk, és dsszegzako
Az eredmény fokszdma meghaladhdtja— 1)-et, ezért itt egy speciélis polinom
szerinti maradékot képeziink. Ezt a specidlis polinometircibilis polinomnak
nevezzik, és ez a polinom ugyanolyan szerepet jatszik, arimszam a G-
beli aritmetikaban.

4.20. definici6. A GF(p) feletti, nem nulladfokdP(x) polinomotirreducibilis
polinomnak nevezziik, ha nem bonthato fel két, nala alacsonyabb @)
feletti polinom szorzatara, azaz nincs @Felettia;i (X),ax(x) polinom, melyekre
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P(x) = a1(x) - a2(x)

0 < dedaj(x)) < degP(x)), i=12

Bizonyitas nélkil megjegyezzik, minden véges testbethtl@tetsbleges
fokszamu irreducibilis polinom. Példat mutatunk viszamaahogy hogyan lehet
GF(2) feletti irreducibilis polinomokat generalni. A ddfidbdl kovetkezik, hogy
minden eléfokd polinom & ésx+ 1) irreducibilis. Ha talalunk olyan masodfoku
polinomot, mely killonbozik az?, azx(x+1) és azx+ 1)2 mindegyikébl, akkor
talaltunk irreducibilis masodfok polinomot. Egy ilyenmnvax? +x+ 1. Mas
testben és nagyobb fokszdm esetén ennél hatékonyabb Wanékat érdemes
hasznalni, de binaris esetben igy is talalhatok irredlisibolinomok, amelyeket
tablazatban foglalunk 6ssze:

_.,
o
=
o
N
m
3

irreducibilis polinom

X2 +x+1

X3+ x+41

x*4+x4+1
XCHx2+1

x4+ x+1

X +x3+1

XX +x2+1
XPx+1

O©CoOoO~NOOULDdWN

4.16. tétel. Legyenp egy prim,m egy természetes szal\x) egy GFp) feletti
m-edfoku irreducibilis polinom é3={0,1,...,p"—1}. Egyac Q-nak éd € Q-
nak kélcsénésen egyértelmden feleltessiink meg@E(etti, legfeljebb/m— 1)-
edfoku polinomot.a-+ b definicio szerint az & € Q, melynek megfeld c(x)
polinomra

c(x) = a(x) + b(x).

a-b az ad € Q, melynek megfeléld(x) polinomra
d(x) = {a(x)-b(x)} modP(x).

Ezzel az aritmetikavdD egy GFE™).
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4.9. példa. Készitsiik el a GF@-beli aritmetikat! Tudjuk, hogy ®(x) = x% +
x+ 1 egy masodfoku irreducibilis polinom. A kdlcsondsen etptér(i megfelel-
tetéseket egy tablazatba foglaljuk 6ssze:

testelemek m= 2 hosszu vektorok polinomok

0 00 0
1 01 1
2 10 X
3 11 X+1

Az Osszeadast egyszeriien a 2 hosszl vektorok koordirtatiinaris 6sz-
szegével kapjuk. Nézzlnk a szorzésra példats-at ugy szamoljuk ki, hogy a
2-nek és a 3-nak megfetepolinomot 6sszeszorozzuk, és vessztikyg szerinti
maradékot:

X(x+1)=1 (modx®+x+1),

amely megfelel az 1 testelemnek. Az 6sszeadd és a szorzoaabék megfele-
I6en a binaris vektorokra:

+ 00 01 10 11 - 00 01 10 11
00 00 01 10 11 00 00 00 00 00
01 01 00 11 10 01 00 01 10 11
10 10 11 00 01 10 00 10 11 01
11 11 10 01 OO 11 00 11 01 10

majd testelemekre

+ 01 2 3 - 01 2 3
0 01 2 3 0 00O0OO
1 103 2 1 0123
2 2301 2 02 31
3 3210 3 0312

A 4.3. szakaszban mar emlitettiik, hogy primitiv elem alagatitmustabla és
inverzlogaritmus-tabla segitségével egyszeriisithasizorzas. A fenti szorzétabla

segitségével ell@mizhed, hogy mind a 2, mind a 3 primitiv elem. Valasszuk a
2-t! Ekkor

logaritmustabla inverzlogaritmus-tabla
testelem log egészek inviog

1 3 1 2

2 1 2 3

3 2 3 1
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Ezt felnasznélva B = 2/09(23) — plog2t+log3 _ p1+2 — 23 — 1 (jtt + jela modq—1
0sszeadast jeldli).

Hatra van még a 4.16. tétel bizonyitasa. Ehhésair egy segédtételt bizo-
nyitunk:

4.5. lemma. HaP(x) egy GFg) feletti irreducibilis polinom, és osztgx)b(x)-
et, akkor legalabb az egyik tény@osztja.

BizoNYiTAS: Egy p(x) polinomotfépolinomnak neveziink, ha a legmagasabb
foku tagjanak az egyitthatoja 1. AKXx) ésb(x) polinomok legkisebb kdzos
tdbbszordse legyen az & x),b(x)] minimalis, de pozitiv fokszambpolinom,
amelyneka(x) ésb(x) is osztéja. Egyszerlien belathatd, hogy a legkisebb ko-
z0s t0bbszorés minden kdzos tobbszordsnek osztoja. A lebimoayitdsahoz
tegyuk fel, hogyP(x) aza(x)-nek nem osztdja, akkor egyréstk) # 0, masrészt
aP(x)a(x) egy kozos tobbszoros, mely felirhatd

alakban, ahol degl(x)) > 0, azaz

P(X) = a(x)d(x),

tehatq(x) a P(x) osztéja. Mivel P(x) irreducibilis, és de@l(x)) > 0, ezért
degq(x)) = 0, azazq(x) = gp alaki. Mivela(x)b(x) az a(x)-nek ésP(x)-nek
is tobbszorose, ezért felirhato

a(x)b(x) = h(x)[P(x),a(x)] = h(x)dg "P(x)a(x)
alakban, azab(x) = h(x)gy *P(x), tehatP(x) osztjab(x)-et. |
A 4.16.TETEL BIZONYITASA: A testaxiomakat egy kivételével egyszerii iga-
zolni, ha észrevessziik, hogy a nullelem az azonosan 0 pol@®az egységelem
az azonosan 1 polinom. Egyedil az igényel részletesebbandgtist, hogy
minden nemnullea(x) polinomnak van multiplikativ inverze, azaz létedikx)

polinom, melyre
a(x)b(x) =1 modP(x).

Tekintsuk a kovetkez két halmazt:
A= {f(x): deg f(x)) <m-1},
B={a(x)f(x) modP(x): deq f(x)) <m-1}.
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Nyilvan B azArészhalmaza, hiszéxegy f (x) eleméhez 8 egy elemét rendeltiik
aza(x) f(x) modP(x) leképezéssel. A fenli(x) [étezését belatjuk, ha megmutat-
juk, hogyA = B, azaz aa(x) f(X) modP(x) leképezésunk invertalhatd. Tegyuk
fel, hogy nem az, azaz |étezik két kiloniboi (x) € A ésfa(x) € A gy, hogy

a(x)f1(x) modP(x) = a(x)fa(X) modP(x)

tehatP(x) osztjaa(x) f1(x) — a(x) f2(x) = a(x)(f1(x) — f2(x))-et. A 4.5. lemma
miatt P(x) vagy a(x)-et vagy( f1(x) — f2(x))-et osztja.P(x) nem oszthatja(x)-

et, mert az utébbi nem 0, és a fokszama kisebb, miR{>g fokszama. Mi-
vel f1(x) — fa(x) fokszama is kisebb, mir(x)-é, ezértP(x) csak akkor osztja
(fo(x) — f2(x))-et, hafi(x) — f2(x) = 0, ami ellentmond annak a feltételiinknek,
hogy f1(x) ésf2(x) kilonboznek. [

4.8. Ciklikus kdédok

4.21. definicié. Egy
¢=(co,C1,.--,Cn-1)

vektor ciklikus eltoltja a

S = (Cn_1,Co,---,Cn_2).
S-et aciklikus eltolas operatoranak nevezzuk.

4.22. definicid. A C kédotciklikus nak nevezziik, ha barmely kédszo ciklikus el-
toltja is k6dszé.

4.10. példa. LegyenC a
000
101
110
011
111

vektorok halmaza. Egyszer(ien belathatd, hGgyiklikus. Megjegyezziik, hogy
a ciklikussagbol nem koévetkezik a linearitas, példaul aszaz5. kddsz6 dsszege
010, ami nem eleme a kédnak.

A ciklikus eltolas operatorat kényelmesebben tudjuk keizbh a kédszavakat
mint vektorokat a mar megszokott polinomos formaban repregjuk.
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4.23. definicié. Rendeljiink polinomot az egyes kddszavakhoz a kévétkea-

don:

c=(Co,C1,...,Cn1) — C(X) = Co+CoX+---+Chgx" 1,

ekkor ac kodszonak megfelelteteattx) polinomotkodszopolinormak vagy révi-
den koédpolinomnak nevezziik. A kédszépolinomok halm@téy-szel jeloljuk.
4.6. lemma. Legyenc/(x) ac kédszdc eltoltjahoz rendelt kédszépolinom, ekkor
c(x) = [xc(x)] mod(x"—1).
BIZONYITAS: Legyenc(x) = Co+ CiX+---+Cn_1x"1, ekkor
X¢(X) = cp_1(X"— 1) +¢'(x),

ahonnan az allitas kovetkezik, mert ¢e¢x)) <n—1. [ |

4.17. tétel. Minden(n, k) paramétert, ciklikus, lineardkodban a nem azonosan
nulla kédszdépolinomok kézétt egyértelmlien létezik egmimalis fokszamg(x)
fépolinom.g(x) fokszaman — K, és egyc € C akkor és csak akkor, tgtx) | c(x),
azaz létezik egy(x) polinom ugy, hogyc(x) = g(x)u(x).

BizoNYiTAs: A nem nulladfokd kddszépolinomok kdzott biztosan létdeiy-
kisebb foka. Legyen egy ilyen

d(x) = Co+Cax+ -+ X

Mivel a kéd lineéris, ezért a
9(x) = ¢ 'a(x)

is kodpolinom és minimalis fokszamégolinom. Be kell latnunk az egyértel-
miséget. Tegyik fel, hogy van kéitg'(x) ésg”(x), akkor a linearitds miatt a
kulonbségik is kddszépolinom, ésél kisebb fokszamu, ami lehetetlen. A cik-
likussag miatg(x),xg(x),x?g(x), ...,x""~1g(x) is koédszopolinom, ezért ismét a
linearitds miatt tetsleges(up, Uy, .. ., Un—r—_1)-re

(Up + UrX+ -+ + Un—r—1X™ " 1)g(x)
is kédszdbpolinom, azaz
r-1

U(X) = Up—+U1X,..., Un_r—1X""

jelolés esetém(x)g(x) kdédszépolinom. A masik iranya allitds az, hogy d¢{&)
egy tetsbleges kddszdpolinom, akkgfx) osztjac(x) polinomot. Az euklidészi
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osztéasi tétel miatt ugyangx) = q(x)g(x) +r(x), ahol dedr (x)) < degg(x)). Ez
csak ugy lehet, ha(x) = 0, mivel r(x) = c(X) — q(x)g(x) is kédszépolinom és
g(x)-nél kisebb fokszamu. igy(x) csak 0 lehet. Elfil viszont kévetkezik, hogy
minden kddszoépolinom &&ll (Up+usX, . .., U, r1x""~1)g(x) alakban. Masrészt
egy (n,k) paraméter( kodbagi darab k6dsz6 van, ahonnan kévetkezik, hogy

r=n-k u

4.24. definici6. g(x)-et a kédgeneratorpolinonmjanak nevezziik.
4.18. tétel. Minden ciklikus, lineéris kod(x) generatorpolinomjara
g(x) | x"—1.

Méasrészol, ha egyg(x) fépolinomrag(x) | X" — 1, akkor létezik egy linearis cik-
likus kod, melynelg(x) a generatorpolinomja.

BIZONYITAS: Miutanx¥~1g(x) (n—1)-edfokd Bpolinom, annak eltoltja‘g(x) —
(x"—1). Mindkettb kddszopolinom, tehat ez utdbbi is oszthgt®)-szel, mas-
résztx¥g(x) is oszthatdy(x)-szel, ezért a keftkilonbsége is oszthax)-szel,
ami viszont éppex" — 1. Az allitas masodik felét is egyszer(i belatni. Legyen
g(x) fokszaman —k, akkor a kédszopolinomok

C(x) = {c(x) = a(x)g(x); dega(x)) <k—1}

halmaza egy(n,k) paraméteri lineéaris kodot definidl. Meg kell mutatni, hogy
ez ciklikus, azaz(x) = a(x)g(x), deda(x)) < k—1 esetén eltoltja is kddszo6-
polinom, azaz létezikd(x), dedad’(x)) < k— 1, ugy hogyxc(x) = & (x)g(x)
mod (x" — 1). Ha deda(x)) < k— 1, akkor legyer® (x) = xa(x). Ha deda(x)) =
k—1 és legmagasabb foku tagjanak egyutthaagja, akkorxc(x) eldall

xe(x) = Xa(X)g(x) = -1(x" — 1) + b(x)

alakban, ahol dg@p(x)) < n— 1. Hag(x) osztjax" — 1-et, akkor osztjd(x)-et is,
tehat az’ (x)g(x) alakd, ezért

xc(X) = a'(x)g(x) modx"— 1. m

A ciklikus kodok ebnyds tulajdonsagai egyrészt a generalasi idégek sok-
féleségében, masrészt egyszerli dekddolasi eljaraspideatkeznek. Egy line-
aris ciklikus kédot lehet példaul a generatorpolinom és zemétpolinom szor-
zasaval generalni. Ez a moédszer megfogalmazhat6 egy Gygeneratormatrix
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segitségével is, amelyhez legegyszerlibben ugy juthaluhkG sorai ag(x)-nek
megfeleb vektor eltoltjai:

o 91 92 -+ On-k-1 1 o -- 0

0 g 91 * Ghk2 Ok 1 0
G= S : : : : N

0O 0 0O -+ o g O - 1 0

0O 0 0 --- 0 o 01 - Ohka 1

kihasznélva, hogg(x) fopolinom, igyg,_k = 1.
Egy masik generalasi médszer kapcsan azt is megmutatjgly, ho

4.19. tétel. Minden lineatris ciklikus kéd generalhaté szisztematikusa

BiZONYITAS: Vegylk észre, hoggo # 0, mert ha O lenne, akkor @t balra
eltolvag-nél 1-gyel kisebb fokszamu kodszépolinomot kapnank, @imetetlen.
0o # 0 miatt viszont a Gauss-eliminaciét balrdl jobbra végrateegzisztematikus
generatormatrixot kapunk. [ |

A szisztematikus generalaggy praktikus médszere a kbvetkez
Legyenu(x) egy legfeljeblk — 1)-edfoku tzenetpolinom és

o(x) = u()x"* ~ [u(x)x"| modg(x),
akkorc(x) kédszopolinom, mivet(x) = 0 modg(x). Ezen generalas szisztema-

tikus: ac(x)-et definialé egyeirtiség jobb oldaldnak éltagja adja az lizenetszeg-
menst, mig a masodik tagja a paritdsszegmenst.

4.11. példa. Tekintsiik a GF(2) feletiy(x) = 1+ x+ x® polinomot! Mivel
X' —1=(14+X)(14+x+3)(14+x2+x3),

ezértg(x) osztja(x’ — 1)-et, tehag(x) egy (7,4) paraméterdi binaris, linearis, cik-
likus kod generéatorpolinomja. Egy generatormatrixdhoarjlt ag(x) eltoltjaival:

0001011
c_|00o10110
0101100
1011000
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A masodik modszer szerinti szisztematikus generatorriédz ugy jutunk el, ha
kiszamitjuk aZx3*'] mod(1+x+x3) maradékokat = 0,1,2, 3-ra, melyek

XX = 1+x mod(1+x+x3)

X = x(14+x4+x3) —x(1+x) =
X(14x) =

X-+x% mod (14 x+x3)

X = X(A+x+x) —x3(1+x) =
= X(14x) =
= 14+x+x% mod(1+x+x°)
X = BA+x+33) —x3(1+x) =
= X4+x=
= 14+x+X+X2=

14+x% mod(1+x+x3)

Ezek alapjan

R
=)
O R R

0
0
1
0

OoOoOr o
= O OO

011

amely a mar j0l ismert7,4) paraméteri Hamming-kdd szisztematikus generator-
matrixa.

A paritasmatrixnak is van polinomos megféli:

4.25. definicid. Egyg(x) generatorpolinomu linearis, ciklikus kod esetén a

polinomotparitasellenérzé polinomnak nevezziik.
4.20. tétel. Egy lineatris, ciklikus kodra(x) akkor és csak akkor kodszdpolinom,

ha
c(x)h(x) =0 mod(x"—1)

deg(c(x)) <n—1.
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BizoNYiTAS: Hac(x) kédpolinom, akkorc(x) = u(x)g(x) alakua, tehat

c(x)h(x) = u(x)g()h(x) = u(x)(x" - 1),

tehatc(x)h(x) = 0 mod(x" — 1). Ha viszontc(x)h(x) = 0 mod(x" — 1), akkor
c(x)h(x) = a(x)(x" — 1) alaku, ahonnan

c(x) =a(x)(x" - 1)/h(x) = a(x)g(x),
tehatc(x) kodpolinom. [ |

4.21. tétel. A Reed-Solomon-kdédok 4.3. konstrukciéjaban legyem abdszo-
hossz egyeldl az ott szeregla elemm rendjével. Ekkor a kod ciklikus, és gene-

ratorpolinomja )
n_

9(x) = iu (x—a'),

tovabba paritasellénzé polinomja
n

W= ] x=a)
i=n—k+

tehat a nem roviditett Reed—Solomon-kdd ciklikus.

BizONYiTAS: A 4.3. konstrukciét a paritasmatrixaval adtuk meg, és askadak
kielégitették a paritasegyenleteket:

n—1 -
Z]cjcx”zo, i=1,....,n—Kk,
J:

tehatal,...,a" X gyoke ac(x) polinomnak, vagyig(x) felirhato
n—k

c(x) = I_l (x—a)u(x)

alakban. Ag(x) tételbeli definiciéjaval az tényleg egy ciklikus kod gererpo-
linomja, ha megmutatjuk, hogy osztja &2' — 1)-et. Ez utdbbi azért igaz, mert
g(x) gyokei az(x" — 1)-nek is gyokei, ugyanis

(Gi)n — ((Xi)m — Gim — (Gm)i — 1,

ezért

X'—1= lﬂl(x—ai),

ahonnan &(x)-re vonatkozo allitas is kovetkezik. [ |
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A ciklikus kodok gyakorlata a leghosszabb multtal a hibagslteriletén ren-
delkezik, amikor a kdéd binéris, a kédokat a szabvanyok gaogrolinomjuk se-
gitségével adjak meg és generalasuk a 4.19. tétel bizeapaa leirt modon, a
generatorpolinom szerinti maradékos osztassal, szistilamsan torténik. Ezeket
a kédokatCRC kodoknak hivjak (Cyclic Redundancy Check). A hibajelzégt|
tdbbszor zajos, visszacsatolasos csatornaknal hadzrejgkor a ved hiba de-
tektalasa esetén értesiti az adét, amely ezutan az adastarpal a kdéddal vagy
egy jobbal megismétli. Ezt az eljara8RQ-nak nevezzik (Automatic Repeat
reQuest).

A CCITT 16 paritasbitet tartalmaz6 szabvanyaban a CRC géomgaolinomja

g1 (x) = x4+ x2 X0+ 1.

Ezt a generatorpolinomot alkalmazzak pl. az SNC 2653 (Bolial Generator
Checker), INTEL 82586 (Local Communication ControlleNTIEL 8274 (Multi-
Protocol Serial Controller), Signetics 2652 (Multi-ProobCommunications Cir-
cuit) integrélt aramkorokben. A két utébbiban még valaaitik a

g2(X) :X16+X15—|—X2+1

polinomot is. Az INTEL 82586-0s Ethernet chip tartalmaz &gybites genera-
torpolinomot is:

G(X) = X324 X204 23 1 32 1 x16 | x12 4 y 11y 5104 B 7 o5 A2 L xt],

A 4.18. tétel értelImében ezek a polinomok akkor generatiomujai ciklikus
kédoknak, ha osztjak a#' — 1 polinomot, tehat csak bizonyos kédszéhosszakra
ciklikus kodok. Ugyanakkor erre nem figyelmeztetik a felh@dot. Ez azért
nem okoz problémat, mert tetdeges lizenethossz esetén azért jo kodot kapunk,
ugyanis az vagy eleve ciklikus, vagy egy ciklikus kad rotéde. LegyelC egy
(n,k) paraméter(i szisztematikus lineéris kokés k. Egy

u’ = (Ug, Uy, - -, Up)
Uzenethez rendeljukkahosszu
u=(0,0,...,0,up, uy,...,U)

Uzenetet, ahhoz a

/ / /
c=(0,0,...,0,Uq, U1, ..., U, Chs1,Cki2;---,Cn)
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kodszot és ahhoz a roviditett kodszot:
¢/ = (U, U, ., U, Cks1,Ckr2, - - -, Cn)-
Az ilyen ¢’ kddszavalC' halmazat nevezzik@kadd roviditett kddjanak. Nyilvan
n—n=k-K

ésC’ kodtavolsaga legalabb akkora, minE&odé.

Ez utébbi miatt elég 6sszefoglalni a CRC kédok alapvyelajdonsagait akkor,
amikor az ciklikus kod, azaz avkddszohosszra a generatorpolinom os#tja 1-
et.

Ezek utan legyen az a legkisebb természetes szam, medy(&) | X" — 1, és
jelolje C az (n,n— 16) paraméterd, ciklikus, linearis kddot, melynek a generéato
polinomjag; (x), ekkor

1. tulajdonsagn = 2'°— 1 = 32767.
2. tulajdonsagC jelez minden legfeljebb 3 sulyu hibat.
3. tulajdonsagc jelez minden paratlan sulyu hibat.

4. tulajdonsagC jelez minden olyan hibat, ahol a hibahelyek maximumanak
és minimumanak a tavolsaga kisebb, mint 16. (Ez utobbit agikds mon-
dani, hogy a kéd jelez minden legfeljebb 16 hosszu hibacsdméd

BiZONYITAS: Az 1. bizonyitdsa egyrészt torténhet tovabbi matematigpara-
tus bevezetésével, masrészt szamitdégépedetiéssel.

Ha av vett szonak, ae hibamintanak és a kulddttkodszénak rendregx),
e(x) ésc(x) polinom felel meg, akkor

V(X) = ¢(X) + e(X)

miatt C egy olyane hibét tud jelezni, melyrey;(x) nem osztjag(x)-et. Mivel
01(1) =0, ezért
91(¥) = (x=1)g'(x)

alaku. Hae-ben péaratlan sok 1 van, akke(l) = 1, tehatx — 1 nem osztja(x)-et,
ezértg; (X) sem osztja(x)-et, és ezzel a 3. tulajdonsagot belattuk.

Mivel gi(x) kddszépolinom és a sulya 4, ezé € &odtavolsaga legfeljebb 4,
tehatC legfeljebb 3 hibat jelezhet. A 3. tulajdonsag miatt az 1 éssalgut jelzi,
tehat elég megvizsgalni a 2 sulyu hibakat. éasulyd, akkor

e(x) = x +x
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alaku, ahol Xi < j <n—1.01(X) | e(x), ha
X (X +1) = g (x)2(x)

alakd. irjuk felz(x)-et
Z(x) = x"Z(x)

alakban, ahok nem osztj& (x)-et, azaz

X (X7 4+ 1) = xMgy (X)Z(X).
Hai > mlenne, akkor

XM 1) = 1(0)Z (%),

tehatx | g1(x)Z(x), ami lehetetlen, mest nem osztja& (x)-et ésg; (0) = 1 miattx
nem osztjay; (x)-et. Hai < mlenne, akkor

X 1=x"—1=g (x)Z(x)x™",

ami szintén lehetetlen, merolt az a legkisebb egész, mehggx) | X" — 1, mar-
pedigj —i < n, ezértg;(x) nem oszthatjgx/~' —1)-et. Ezzel a 2. tulajdonsagot
is belattuk.

A 4. tulajdonsaghoz legyen

aholi > 0 és deg¢e/(x)) < 16. Hagi(x) | e(x), akkor
X (x) = g1(X)Z (x)x™

alaku, ahok nem osztja (x)-et.i < mnem lehet, mert ekkor
€(x) = G ()Z ()x™,

tehatg; (x) a nala kisebb fokszang|(x)-et osztanai > msem lehet, mert ekkor
XM (X) = 1 (X)Z (),

azazx osztand (x)Z (x)-et, ami szintén lehetetlen a 2. tulajdonsag bizonyitasaba
elmondottak miatt.

Az 1., 2., 3. és 4. tulajdonsag mindegyike &.#x) polinom eseténis. A 2.,
3. és 4. tulajdonséagot be lehet latni mindgr) = x'6+x + X' + 1 alaku generéa-
torpolinomra, ahol 16> j > i > 0. Nyilvan fontos, hogy az az, melyreg(x) egy
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n hosszu ciklikus kéd generatorpolinomja, elegéed nagy legyen, tehat a gya-
korlatban valasztott Uzenethossz a kdd egy roviditésémekaihossza legyen.
Belathatd, hogy az ilyeg(x)-ek kozul ag; (x) és agz(X) esetén a legnagyobb az
n. |

A 4.2. szakasz végén emlitettiik, hogy a miiholdas miis@sazolgaltatas-
azonositasat eg3, 12) paraméterii Golay-koddal védik. Ennek a kédnak a kod-
tavolsaga 7, ezért 3 hibat tud javitani. Konnyen délezhet, hogy a kéd para-
métereire a Hamming-korlatban azteljesdl:

5()-=

tehat ez a kod perfekt. Eredetileg Golay a kddot szisztéamtieneratormatrixa-
val adta meg:

1000000000001101110001
0100000000000110111000
0010000000001011011100
0001000000000101101110
0000100000000010110111
0000010000000001011011
00000010000010001011012
0000000100001100010110
0000000010001110001011
0000000001000111000101
00000000O0OO101011100010
0000000O0OOOO11111111111

Kidertlt, hogy ez a kdd ciklikus is, és a generatorpolinomja
g(x) = x4 x84+ x4+ 2+ 1.
Ugyanilyen paraméter(i kddot kapunk a
g =x 0 +x +x8 X0+ x+1

generatorpolinommal. Ezek valéban 23 hosszu ciklikus kagmeratorpolinom-
jai, ugyanis

(x—=1)g()g (x) = x> 1.
Mivel a g(x) egyutthatoi kozll 7 darab 1, ezért a minimalis suly nem |&heél
nagyobb. Megmutathato, hogy pontosan 7:
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4.22. tétel. A (23,12) paraméter(i Golay-kod egy 3 hibat javito perfekt, lingaris
ciklikus kod.

Ciklikus kédok shiftregiszteres generalasai

Mind a ciklikus kodok generalasara, mind a paritasdéltegsre hatékony esz-
koz a lineéarisan érecsatolt illetve a linedrisan visszacsastliftregiszter.

Mint lattuk, egy(n, k) paraméterd ciklikus k6d nemszisztematikusan general-
hat6g(x) = go+ giX+ - - - +gn_kX"~K generatorpolinomja felnasznalasaval, amely-
nél egyu(x) = Up + Ugx+---+ u_1X<1 lizenethez a

c(x) = u()g(x) (4.9)

polinomszorzassal generaljulc) = o+ C1X+ - - - + Cr_1X"~1 kodszot. A (4.9)
alaku polinomszorzas a 4.2. abra szerinti lineariséneekatolt shiftregiszteres
elrendezéssel realizélhato.

Kénnyen lathatd, hogy ha a zéro kézértékil regiszterbm 1épésben belép-
tetjik a zéréelemekkeal hosszura kiegészitaty, us, . ..,Ux_1,0,...,0 sorozatot,
akkor a 4.2. abra szerinti generator kimenetén megjekamakterek lépésenként
a kovetkedk:

Co = UoJo
1. C1 = UpQ1+UiQo
n—1  Chr1 = U-10nk (4.10)

azaz valoban a (4.9) polinomszorzast hajtjuk végre.

c L |

0,Ux1,...,Uo

C.)d— gO o 91 o 92 o gl’lfkfl gnfk
® D= =D ® ..,C1,Co

4.2. abra. Nemszisztematikus generaléseslsatolassal.
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4.3. dbra. LFSR.

A szisztematikus generalas realizalasanak hatékonylatape 4.3. 4bra sze-
rinti linearisan visszacsatolt shiftregiszter (LFSR, éan Feedback Shift Regis-
ter).

A shiftregisztel hosszu, és a kebdrtéksy, sy, . ..,S 1. Atovabbisj, j > L
elemek a

L
si=—Y fisj_i, j>L (4.11)
] i; 5] —i

rekurziv alakban allnak él A (4.11) 6sszefliggést gyakran célszeriibb az
L
fisi_i =0, j>L (4.12)
2,

alakba atirni, ahofg = 1. Az LFSR-hez rendelt
f(x) = fo+ fix+ %4 4 fixt (4.13)

polinomot azLFSR karakterisztikus polinomja nak nevezzik. AZf(x),L) je-
I6lést hasznaljuk aZ (x) karakterisztikus polinomu éis regiszterhosszt LFSR
jelélésére.

Egy (n,k) paraméter( ciklikus kdd egyértelmiien megadhéxd = ho+ h;x+
-+ + hxK paritasellefrzd polinomjaval. Vezessiik betgx) polinom

H(X) =hg+he 1 x+---+ hoXk

reciprok polinomjat. Megmutatjuk, hogy ciklikus kodot sziematikusan gene-

~

ralhatunk(h(x),k) LFSR segitségével, ha a kézdrtéket a kodolandé Uizenet-
nek valasztjuk. Ac(x) =cp+CiX+---+ ch_1X"1 szisztematikus kddszéban a
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Ch.1=Ug, Ch_2=1Uy, ..., Ch_k = Ux_1 pozicidkba helyezziik el az lizenetkarak-
tereket.
A 4.20. tétel szerint egy linearis, ciklikus kodrgx) akkor és csak akkor kod-
szo6polinom, ha
c(x)h(x) =0 mod(x"—1), (4.14)

amelynek alapjan&x)h(x) polinomn—1,n—2,... kfokszamu tagjainak egyutt-
hatéjara az alabbi 6sszefliggéseket irhatjuk fel:

hoCh—1+hiCho+---+hCrk1 = O
hoCh—2 +hiCh_z+---+hCrk—2 = O
hock +MiCk-1+---+hco = O (4.15)

Mivel a g(x) generatorpolinomdpolinom, ezért &(x)g(x) = X" — 1 6sszefliggés-
bol kovetkezik, hogyh(x) is fépolinom, azaty = 1. Ennek figyelembevételével
a (4.15) egyenletek a kovetkerekurziv alakba irhatok:

k-1
Cnk—j = — Z}hicnfifja (4.16)
i=

j=12,...,n—k, azazc,_1 = Ug, Ch_2 = Uy, ...,Ch_k = Ux_1 iSmeretében gene-
raljuk acn_k_1,Ch_k_2,- - -, Co paritasszegmenst.

A 4.4. abran lathat6 a paritaself@ad polinomra épid LFSR kddgeneralas,
melynek megfeleltetése:

f(X):ﬁ(X)? L=k So=Up, St =Uz, ..., Sk-1 = Uk—1.

I I

-++3Cn—2,Cn1

—he g —hg 2 —hy —ho

® ¥

4.4. abra. Kédgeneralas paritasetierd® polinommal.
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" |

—O01 43 92? _gn—k—l‘

4.5. dbra. Oszt&g(x) polinommal.

0,.. ki

A paritaselledrzd polinommal tortét kdédgeneralasnal az LFSR regiszter-
hosszék karakter. gy ezt az eljarast nem célszer( alkalmazni éipikus esetek-
ben, amikor nagyobb az lizenethossz a paritasszegmekanéretéhez képest.
Ekkor célszeriibb a generatorpolinom alapu shiftregisstgeneralas. Tudjuk,
hogy egy(n,k) paraméter{g(x) generatorpolinomu ciklikus kod(x) tzenethez
tartozéc(x) kddszava szisztematikusan generalhaté az alabbi osggesfiig) (lasd
a 4.19. tétel bizonyitasa utan irtakat):

c(x) = u(x)x" K~ [u(x)x" %] modg(x). (4.17)

A (4.17) 6sszefiiggésben eggx)x"* polinomnak ag(x) polinomra vett maradé-
kat kell képezni. Figyelembe véve, hogfx)-et fopolinomnak valasztottuk, ezt a
polinomosztast végzi el az alabhisszacsatolt shiftregiszteres oszt@rendezés.

Az 0szt0 elrendezés altal végzett shiftelés és az éppeapblélémmel az osz-
topolinom nemzérus egyitthatéinak megfélpbzicidkban tortéh sulyozott le-
vonas nyilvan a jol ismert polinomosztas egy |épésének aehéjtasat jelenti.
Tehét a 4.5. 4bran lathato elrendezés euklidészi osztgsrzveZéro kezd alla-
potbdl inditva, és az oszt6 bemenetérébien egymas utan @,_1,dn_»,...,do
elemeket Iéptetve a

d(x) = q(x)-g(x) +r(x) (4.18)

euklidészi osztasnak megfedein a kimenetén g(x) hanyados, a regiszterében
pedig az (x) maradék all é. igy a bemenetén az— k 0-aval kiegészitek tize-
netkaraktert beléptetvaJépés utan a regiszter &% x)x"~%] modg(x) maradékot
tartalmazza.

Nyilvan az oszt6 elrendezés hasznéalhatdé CRC generaldiséve Ellerbrzé-
sére is, mivel ekkor is eggn, k) paraméterl szisztematikus ciklikus kod kédsza-
vait allitjuk el6. CRC generalaskor a fentiekben elmondott médon pariggssz



226 4. HIBAJAVITO KODOLAS

menst allitunk &, mig elledrzéskor hibatlan sz6 esetén zéré osztasi maradékot
kapunk az oszto regiszterében.

4.9. BCH-kad

4.26. definicio. Az n kodszohosszin = ™ — 1, GRq) feletti kodott hibat javito
BCH-kddnak nevezziik, hagx) generatorpolinomjanak gyokei aze GFq™),
i=1,2,...,2t testelemek. (BCH = Bose—Chaudhuri-Hocquenghem)

4.23. tétel. Ha azn kodszohosszu, GR) feletti C ciklikus kéd generatorpoli-
nomjanak an € GF(q™) elemd — 1 egymas utani (kilénb@ hatvanya gydke,
azaz valamely, > 0,d > 1 esetén

g(or°) = g(al*™h) = - = g(a?) = 0,
akkor a kéd minimalis tavolsaga legalathb

BIZONYITAS: Amennyiberc(x) C-beli kodszo, akkoe(a'®) = c(a'ott) =... =
c(alotd-2) = 0. A paritaselletirzé matrixot a kdvetked témor formaban irhatjuk
fel:

l aio Gzio . a(n—l)io
y 1 ai0+1 a2(i0+1) . G(n—l)(io-H_)
i qiotd—2  g2lotd-2) . o1 (i0+d—2)

hiszen példaut(a’®) = cy+ c1a® + ca%0 + - 4 ¢,_1a(™Dio Az llitas bizo-
nyitasahoz azt kell megmutatni, hogyHamatrix barmelyd — 1 vagy kevesebb
oszlopa GFg™) feletti vektorok linearisan figgetlen halmaza, ekkor uggdeg-
alabbd sulyt az ac vektor, amelyreHc™ = 0, és igy a kod teljesiti az @it
minimalis tavolsagot.

Az indirekt bizonyitashoz tegyuk fel, hogy van egyektor, amelynek sllya
w<d-1, azi € {aj,a,...,ay} pozicibkban tartalmazza nemzérus karaktereit
ésHC" = 0. Ekkor az

oétio e o@wio Cay
aaliotl) ... gawliot+l) Cay

. | =0
aaliotw=1) .. qaw(io+w-1) Ca,,
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egyenletben a matrix determinansa 0. De ezen matrix deténmsa az Un. Van-
dermonde-determinamg®t+aio_szorosa:

1 1
a& o8w w-1l w
det _ . , = (0% —a)
QWD) L. gawwD)

A Vandermonde-determinans viszont nemzérus, mivel al, i # j, i,j €
{0,1,...,n—1} esetén, hiszea rendjen. |

igy, haa,o?,...,a% ag(x) gyokei, akkord > 2t + 1, tehat a kéd hibat
képes javitaniig = 1). Ez tamasztja ala a BCH generatorpolinom fentebb mondott
vélasztasat.

Haq = 2, akkor binaris BCH-kédot kapunk, mfg= 1 esetben Reed-Solo-
mon-kodra jutunk. A =1,q= 2 valasztassal kapjuk a Hamming-kddokat. Mivel
a GHq) feletti polinomok kz6tt am € GF(q) testelem ax— a elsbfokd polinom
gyOke, igy & hibat javitd Reed—Solomon-kdd generatorpolinomija lebétdqul a

9(x) = (x=)(x—a)(x—a?) - (x—o*?)

polinom (o = 0), ahola rendjen.

A g(x) generatorpolinom konstrukcitja

Mint lattuk, egyn kddszohosszu GH feletti linearis ciklikus kédg(x) ge-
neratorpolinomja ax" — 1 polinom osztéja. Az allitas megforditasa is igaz: az
x"— 1 polinom tetséleges — nemtrividlis — GHgj feletti osztoja egyC(n, k),
degg(x)) = n—k paraméterli GIg) feletti linearis ciklikus kéd generatorpo-
linomja lehet. A linearitas nyilvanvald, hiszea{x)g(x) + b(x)g(x) = (a(x) +
b(x))g(x). A ciklikussaghoz elég azt belatni, hogy egy ciklikus lé¢seis kod-
szoOra vezet. Ehhez tekintsik a kovetkd@t esetet: déa(x)) < k—1 illetve
dega(x)) = k— 1. Az el eset egyszerl, mivel deg(x)g(x)) < n. A masodik
esetben az igazolas

xa(X)g(X) = a1 (X" — 1) +7(x)
maradékos osztas egyéségen alapul, ahol azt kell belatni Bx) maradékra,
hogy r(x) = & (x)g(x) alaki valamely&/(x) polinomra. Ez azonban egyszeriien
kovetkezik ag(x) | X" — 1 feltétel felhasznélasaval.

A g(x) generatorpolinomot tehat a2 — 1 polinom GF() feletti irreducibilis
faktorjaibdl konstrualjuk, ahol legyen

X" — 1= f1(x) fa(x) - f5(x) (4.19)



228 4. HIBAJAVITO KODOLAS

a GF() feletti irreducibilis faktorokra bontas. Ennek alapjansakilonbod
faktor 0sszes lehetséges nemtrivialis kombinaciéjaval 2 kilénb6d genera-
torpolinom — és hozzajuk tartoazvkodszéhosszu GHj feletti ciklikus kéd —
allithat6 eb.

Tekintsik azn = g™ — 1 kédszéhosszakat, azaz Ugynevezett primitiv sz6hosz-
szl kodokat konstrualunk. A konstrukcioval kapcsolatogdpEestet szokas az
egyitthatok testének (,kis testnek”), mig a @FYtestet a gyokok testének (,nagy
testnek”) nevezni. A testelméleti alapokbdl ismeretegyhietsdleges GFQ)
test esetén

X1 _1= [1x=By), (4.20)

i

ahol a3; gyokok a GFQ) test kilénb6d nemzérus elemei. A (4.19), (4.20) for-
mulak alapjan a primitiv szohosszu kodok eset@n estelemek mindegyike egy
és csak egyfi(x) faktor gyoke. Innen mar az is lathatd, hogy h@;destelem az
fi(x) gyoke, akkorf;(x) irreducibilis polinom egyben minimalis fokszamu @J(
feletti polinom ezen tulajdonsaggal. Ha feltesszik ugyamdogy nemfi(x), ha-
nem egy ble kilonbod k(x) GF(q) feletti polinom lenne miniméalis fokszamu po-
linom nevezett tulajdonsaggal, az ellentmondéasra vezé&irtea szokasos trukkel
igazolhatjuk: azfi(x) = q(x)k(x) +r(x) maradékos osztas egyéségbe helyet-
tesitsik &; gyokot, s vegyuk figyelembe, hogy dedx)) < degk(x)) valamint
azt, hogyfi(x) irreducibilis. Azf;(x) polinomot a; GF(@™)-beli testelem GF)
feletti minimalpolinomjanak nevezzuk.

4.12. példa. Legkisebb példaként tekintstilga= 2, m= 2 esetet (azaz GF(2) a kis
test, GF(4) a nagy test). Ekkor a (4.19), (4.20) formulakmakfeleb felbontasok
a kovetked egyszerii alakot 6ltik:

x®— 1= 0 f2(0) = (x— DOC+x+1) = (x— 1)((x— 1) (x— 0),

ahola a GF(4) primitiv eleme. Az £ GF(4) egységelem GF(2) feletti mini-
malpolinomja nyilvanf;(x) = x— 1, miga ésa? GF(4) testelemek kézos GF(2)
feletti minimalpolinomjafy(x) = x? +x+ 1.

Visszatekintve a BCH-kéd 4.26. definicidjara, az eddigipj@n lathatjuk,
hogyt hibat javitdé BCH-kdd generatorpolinomjéat tgy konstrulilameg, hogy
megkeressik aa' € GF(@™) gyokok kilénbésd, GF@) feletti minimalpolinom-
jait, s azokat 6sszeszorozzuk.

Ezek utan mar ,csak” egy tisztan algebrai technikai ké@lésn sz6, arrol,
hogy hogyan konstrualjunk minimalpolinomot. Az aldbbiaklyéviden megmu-
tatjuk a technikéat (részletesebben lasd példaul [10] &jdzét).
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Ha egyf(x) polinom egy GF(@™)-beli testelem GF) feletti minimalpoli-
nomja, akkorf (x) gydkhalmaza § elem ugynevezett konjugaltjainak

{B.pop7,...p7"}

halmaza, amely halmaz elem@iegymas utang-adik hatvanyra emelésével ké-
pezziuk a GH{™) testben, tovabba ahvlaz a legkisebb hatvanykitéyamelyre

Y =p.

Mindezek alapjan gyoktényés (nagy test feletti linearizalt) alakban meg tud-
juk méar adni a minimalpolinomokat. EBbaz alakbdl az explicit alakd polinomo-
kat a lineéris faktorok 6sszeszorzasaval kapjuk a naggdksiritmetika szerint,
amelynek soran az egyutthatok végilis kis testbeli egatidttka egyszeriisddnek.

A 4.12. példa esetémkonjugaltjainak halmaza kételem, tagjeésa? (a4 =
a).

Az eddigiek alapjan anélkil, hogy megkonstrualnank maggereeratorpo-
linomot, azt mar meg tudjuk mondani, hogy mekkora lesz a iggagolinom
fokszdma, kdvetkezésképp hogy mekkora alkpdramétere illetv® = 'ﬁ kodse-
bessége. Ehhez nem kell mast tenniink, mint konjugalt halknabontani a nagy
test nemzérus elemeingk — 1 méretii halmazat. Mivel a nemzérus testelemek a
primitiv elem hatvanyaiként megkaphatok, a konjugalt lelok meghatarozasa-
nal elegend a halmaz elemei helyett a megfé@rimitiv elem kitewdjét megadni.

4.13. példa. GF(16),g=2,m=4:

{0}

{17 27 47 8}
{3,6,12,9}
{5,10
{7,14,13 11}

ahol — primitiv elem kitedirdl lévén sz6 — modulo 15 szamolunk. Ennek alap-
jan példaul egyt = 1 paraméterii kdd generatorpolinomjahoz tartozé konfugal
(kitevd) halmaz{1,2,4,8}, azazC(15,11) a kapcsolatos binaris Hamming-kod
paramétere. Hasonl6an, ha egy= 15 kddszéhossztl= 2 hibat javitoé binaris
BCH-kodot szeretnénk generdlni, akkgr, 2,4,8} és{3,6,12 9} kitevbhalma-
zoknak megfeld gydkok szerepelnek a generatorpolinomban, tehat a k@bsseb
ségeR = £z = 0.466 lesz.

A BCH kadok eballithaték mint a Reed-Solomon kddok részkodjai. Ehhez
kapcsolddik az alabbi tétel:
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4.24. tétel. LegyenC a GF@™) felett egy(n,k) paraméterlidmi, kodtavolsagu
Reed-Solomon-kéd. Legy€ aC-nek egy részhalmaza, mélyazon kédszava-
ibdl all, melyek koordinatai GRy)-beliek.C' egy GF@) feletti (n, k') paraméterd,

|.in KOdtavolsagu, linearis kod, melyre

K <k

és
d,lnin > dmin-

A 4.24. tétel bizonyitasat az olvasdra bizzuk. A linearitdgalis, masrészt
C’-ben nyilvan nincs tébb linearisan fiiggetlen kddsz6, rGiiien, harmadrészt
egy részkod koédtavolsaga nem lehet kisebb, mint az erediéé. kA kapott rész-
kod 4.26. definicio szerinti BCH-kad> (n—k)/2 paraméterrel.

4.10. Kodkombinaciok

A standard kodkonstrukciok soran kapott kodok paramétexei mindig illesz-
kednek kozvetlenul az adott alkalmazasban megkovetékekhez. Hatékony,
ugyanakkor egyszer(i médszerek |éteznek arra, hogy vasszk a kédszohossz,
Uizenethossz, kodtavolsag paraméterek értékét az eremstirldkciohoz képest.
Az alabbiakban ezen modszereket tekintjik at roviden.

Kédatflizés és a csomos hibak javitasa

Adott C(n,k) kod mrszeresatflizével egyC™ = C(mn mk) kodot kapunk,
olyan médon, hogy & kédc®), i = 1,...,m mdarab kodszavat egy x n di-
menzidés matrixba rendezziik soronként, G"aatflizéses kéd kddszavat ezen
matrix oszlapainak sorrendben valo kiolvasasaval képezxiaz a kddszavakat
(komponens szavakat) fésli médon egymasba toljuk:

1) (2 1) (2 1) (2
c= (cé),c(()),..., ém),cg),c(l),...,cgm),...,CEI_)l,cg_)l,...,chD (4.21)

Linearis kdédot atflizve nyilvan linearis kédot kapunk. Azbnnyen lathato,

hogy had a C kéd kodtavolsaga, akkor @™ atflizéses kdd tavolsdga dsma-

rad. Lineari<C kodot tekintve legyer(), i = 1, ..., msorozat egyik kédszavanak
stlyad, mig a tébbi kddszo legyen a zérus kddsz6. Altalanos esegtb@ntsik
C kédbeli kédszavale™), i = 1,...,m, c@) i=1,....,mkét sorozatat, ahol
ctD ésc@Y) tavolsagad, mig ct) =c) =2 ....m. (A CD példajaban

m=2n=28k=24.)
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Ciklikus kodot atfiizve ciklikus kddot kapunk. Legy&az egyszeri ciklikus
jobbra Iéptetés operatora. Kdnnyen eliémhe®, hogy a (4.21) szerint kodszé
< ciklikus eltolasa assc™, ¢V, c¢@ ... c(m1) sorozat atfiizésének felel meg, s
mivel Sc™ e C, ezértSc € C™is fennall. AC és aC™ kddok generatorpolinomja
kozott egyszerl kapcsolat all fenn:

4.25. tétel. Hag(x) aC kdd generatorpolinomja, akkgfx™) aC™ kod genera-
torpolinomja.

BizoNYiTAS: Mivel g(x) — mint generatorpolinom — & kod egyben leg-
kisebb fokszami nemzérugdolinom kdédszava, ezértd® (x) = g(x),c? (x) =
0,...,cM(x) = 0 sorozat &tf(izésével kaphat6 kddszé polinom alaldgah), a
C™ kéd legkisebb fokszamu nemzérugpblinom kddszava, azaz generatorpoli-
nomja. |

Mint lattuk, a kédtavolsag nem valtozik atflizés soran, amtijelenti, hogy a
C™M atflizéses kod szokasos képességei (véletlen hibakgaytidrlésjavitas, de-
tekcios képesség) romlanak az atflizéssel, hiszen ezess@&gekn-szeres kod-
szohosszon érvényesek. Ha valaki itt arra gondolna, holg\apkaz egyes kom-
ponensszavak javitbképessége nem valtozott, s igy ajeljes képesség a kom-
ponensekmszeresének tlinik, az ott hibazik, hogyavitoképesség azt jelenti,
hogy tetsblegest pozicidban eshet hiba, nem pedig azt, hogy az a komponens
szavaknak megfelékn keril ,szétosztasra”. Ezen a ponton felmeril a természe
tes kérdés: egyéltalan mire j6 akkor az atflizés? A valabackomok javitaséara.

A hibavektor egyl hosszlUsagl szegmensiacsomodl hosszal, ha a szeg-
mens elé és utolso karaktere nem zérus. Egy kbdsszlsagu hibacsomot javito,
ha minden legfeljebbhosszisagu hibacsomé javithato.

4.26. tétel. A C™ atflizéses kéoh-t hosszlisagu hibacsomét javito, ahalC kod
javitoképessége.

BizoNYiTAs: A (4.21) szerintic kédszoban egy legfeljebin-t hosszisagu hi-
bacsomdénak megfelehibazas a komponens szavakban legfelfetbamu hibat
okozhat, amit azok javitani képesek. {A- 2 esetet szemlélteti a 4.6. abra.)ll

Egy tetsbleges lineéri€(n, k) kdd n,k paramétere alapjan a kddibacso-
mojavito képességre az alabbi egyszerii korlat adhato:

4.27. tétel. EgyC(n,K) linearis kéd hibacsomajavito képességére fennall, hogy
<[5
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1. kédszé

2. kédszd

m. kédszoé

4.6. abra. Kodatflizés= 2 esetén.

BizoNYiTAs: Tekintsiink egy tet€deges nemzérus kddszot, s abban a leghosz-
szabb, nemzérussal kéxlb, s nemzérussal végdd részsorozatot (a tovabbiak-
ban csomorészsorozat). Tegyuk fel, hogy az dsszes nemiagntasit tekintve a
legrévidebb ilyen részsorozat hosdza 1. Ekkor egy adott kédszdpozicidban
kezdbdd, legfeljebbb hosszi hibacsomodknak megfélélibavektorok a standard
elrendezési tablazatban kilondésorokba (mellékosztalyokba) kell, hogy esse-
nek, ellenkea esetben két ilyen hibavektor kilénbsége kddszo6 lenneeHhemt-
mondasra vezetne. Mivel a tablazat sorainak szgin4 tovabba a kilonbdz
legfeljebbb hosszu hibacsomék szam®, ezértq® < g™, ahonnarb < n—k
adodik. Tehat van olyan kédszd, amelyben a leghosszabbicéersorozat hosz-
sza legfeljeblm — k+ 1. Ha ezen kédsz6 ezen csomorészsorozatat szétvagjuk két
rovidebb csomorészsorozatra, akkor az azoknak megfalbhavektorok azonos
mellékosztalyba kell, hogy essenek, hiszen ezen vektaskeaie kodszo, kovet-
kezésképpen csak egyikik valaszthatd mellékosztalytéeek, vagyis javithato
hibamintanak. Innen mar kdvetkezik, hogy garantalhatéafeljebb azL%‘J
hosszl hibacsomok javithatok. |

A tételbeli korlat Reiger-korlat néven ismert. Azokat adgbomo javito ko-
dokat, amelyre = L%‘J fennall,Reiger-optimalisnak hivjuk.

MEGJEGYZES Egy MDS tulajdonsagu linearis kéd Reiger-optimalis.

4.14. példa. A g(x) = (x+ 1) +x+1) = x* + x>+ x2+ 1 generéatorpolinomu
C(7,3,4), GF(2) kod hibacsomojavité képessébe- 2, azaz Reiger-optimalis.
Ennek egy praktikus ellémzési madja az, hogy megmutatjuk, hogy»zi =
0,...,6 ésx +x+1 i =0,...,5 polinomok osztasi maradékai killoniik ag(x)
generatorpolinomra.
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4.7. 4bra. A szorzat-kodszé képzése.

Szorzatkod

Egy Ci(ng, ks, d1) és egyCy(ny, ko, d2) linedris kdd (komponenskodok) fel-
hasznéladsava x Cy(n1-ny, k1 - ko, ds - dp) szorzatkddot készithetiink, amelynek
kdédszavain; x np, dimenziés matrixok, ahol a matrix sor@i kédbeli, oszlopai
C, kédbeli kédszavak. Szisztematikus komponenskodok eseszorzatkddbeli
matrix-kodszé bal fels k; x ko dimenziés minorja tartalmazza az lzenetet. A
matrix-kodszavakat soronként kiolvasva kapjuk a szomhtk soros — kddsza-
vat. A kapottC; x Cy(ng - nz, ki - ko) kod linearis.

A matrix-kddsz6 képzése a kovetkd@&pp torténik. Az el§ k; oszlopot a
Ca(n2, ko) kod alapjan szisztematikus kddolassal kapjuk, kiegésztky hosszu
Uizenetszegmens} — ky hosszu paritdsszegmenssel (4.7. abra). Azlelsort a
Ci(n1,ki) kod alapjan szisztematikus kddolassal kapjuk, kiegészty hosszu
Uzenetszegmenani — k; hosszu paritdsszegmenssel. A matrix jobb alsé sarkdba
kerll a paritdsok paritasa, amit — mint azt hamarosan bélatj képezhetjik
akar az el§ k; oszlop, akar az efsk, sor paritasai alapjan szisztematikus kodo-
lassal &C; illetve C; kédbeli szavakkal. A fenti médon képezett szorzatkédot —
amelynek sorai illetve oszlopai az alapkodok kodszavai -rokiékus elrendezé-
slinek nevezziik.

A paritasok paritasai képzésével kapcsolatos aldbbi datrdenetiinket il-
lusztrélja a 4.8. abra.

Képezzik azt &; x C, kddbeli kodszét, amelynek lizenetmatrixa csak az
(i1, j1) koordinataju helyen tartalmaz nullatol kuloniételemet. Ehhez az (izenet-
hez képezziik &; illetve C; kédolas szerint &, x C, kédbeli kddszd,-edik so-
rat ésji-edik oszlopat. A kétdimenziés paritasszegmens joblb féktve bal alsé
részmatrixa ar-edik sor illetve aj;-edik oszlop kivételével csak 0 elemeket tar-
talmaz. Innen mar egyszerlien latszik, hogy a jobb alsérrésixot megkaphat-
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4.8. abra. A paritasok paritasainak képzése.

juk, akér az(ip, j1) illetve (i, j1) elemekidl C, kod szerinti, aké(i1, j2), (i1, j3)

illetve (i1, ja) elemektdl C; kdd szerinti kddolassal. S miutarCa x C, kod line-
aris, ezért tet€eges lUzenetmatrixi szorzatkdd kddszot a 4.8. dbramuszilialt
elem-kddszavakbdl koordinatanként vett 6sszeadassarkeéguk.

Annak igazolasa, hogy a szorzatkdd kédtavolsaga a komgdaaiok tavol-
sagainak szorzata, a minimalis nemzérus sulyu, dzad, sulyu kodszo éalli-
tasaval torténhet. Valasszunk ehhez egy-egy minimahgidddszot &C; illetve
C, kadbol, amelyeket jeldljor illetve ¢”’, ekkor egy minimalis sulya matrix-
kddsz6 az-edik soraban &” kodsz6t tartalmazza, h@ i-edik komponense 1,
egyébként a csupa zérus kddsz6 keriil a sorba. Az, hogy atkaylsizé minima-
lis sulyd, onnan lathaté, hogy ha nem minimalis sityk6dszét helyeznénk el
valamelyik sorba, akkor tdbb nemzérus oszlopot kellenelgdizni a matrixban a
C; kddszavai kozul és viszont.

4.15. példa. Az egyik legismertebb és egyben legegyszeriibb konstbjikbiba-
javité kéd akétdimenzios paritaskdéd Ez egyC x C szorzatkdd, ahol & kom-
ponenskodn,n—1,2) paraméterili egy paritasbittel rendeléeegy hibat jeld
binaris kod. A kapott szorzatkdd kédtavolsaga 4, azaz egligzaritasbites konst-
rukciéval 1 hiba javitasara vagy 3 hiba jelzésére alkalndawkkaptunk.

A matrix-kédszoban a komponens kodszavak eredeti elréseéea kanoni-
kus elrendezés. Ha @;,C, komponenskddok ciklikusak, akkor egy masfajta
matrixbeli elrendezéssel, az ugynevezett ciklikus elegddsel elérhetjik, hogy
a soronkénti kiolvasassal kapott kddszo ciklikus legyera &€ (n1,ki,d1) és
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C C C1 C
adat | [ kil bels_ | . [ el kils || adat
be | kodolo kodols [T CSAOMA—— jeksdold | dekodold T ki
"""" kédolé "~ dekédolé

4.9. dbra. Kaszkad kodolo.

Ca (g, k2, d2) komponenskodok; ésn, szohosszai relativ primek, akkor a kano-
nikus matrixbeli poziciokat ugy rendezzik at, hogymnaz n, dimenzids matrix
(u,v),0<u< ng,0<v< ny koordinataju eleme aar/,v'),0< U < np,0<V < ny
poziciéba kerlljon, ahal = u-ny+v modny, V.= u-ny;+v modn,. A pozi-
ciok ezen megfeleltetése a kinai maradéktétel (lasd a kéxefejezetben) miatt
egyértelmi a relativ prim széhosszak esetén.

Kaszkad kédok

Vegyiink egyCi(ng,ki,d1) GF(Q) feletti és egyCy(N2,K2,D2) GF(g) fe-
letti linearis kodot, amely@dl az alabbi médon generalhatjuk a szisztematikus,
C(n1N2, k1K2,d) parameéterli G feletti kaszkad kodkodszavait. AkiK; hosz-
Szu Uzenetet osszuk f&b, egyenkénk; hosszu szegmensre. @y kod egyk;
hosszu Uzenetszegmenst egy Uzenetkarakternek vekz,igen karakter alkot
szamara egy lUzenetszegmenst, ant@lb karakter hosszisagu kédszot képez
N, — K, paritdskarakternek az tizenethez vald illesztésével,-heli kddszo el-
késziilte utan a kodszé mindegyik koordinatajé &kod kédoloja Ujrak; hosz-
szUsagu uzenetként értelmezings- k; paritaskarakterrel kiegésziti. igy kapjuk
azniN, hosszu kédsz6t, ami a kaszkad kod adtoit, hosszu lizenethez tartozé
kddszava. A kaszkad kod kodtavolsaba diD-.

A C; kédot belsd, a C, kdédot killsé koédnak is nevezik. A kéd az elneve-
zését onnan kapta, hogy a kiilkod kddol6janak és a bélkdd kédoldjanak a
kaszkadba kotése képezi a generalt kod kddolojat (4.9).abra

A dekddolas soran é6zor aC; kédszavakat dekodoljuk, majd értelemsze-
rlen, aC; kddszavai paritasszegmensének torlése ui@nkddsz6 dekodolaséat
végezzik el.

A kaszkad kodok igen alkalmasak az egylttes csomos ésarelatak javi-
tasara, ahol a csomos hibakatakdd, a véletlen hibakat @; kdd javitja el$-
sorban. AC, kéd egy karakterének tefieges meghibasodasa legfeljdatmé-
retlig-aris hibaszamnak felel meg. Ugyanakkor ritka egyedi hjaaitasaC; -beli
kdédszavakban kénnyen elvégezhehig ezen egyedi hib&B-beli karakterszint(
javitasa ,pazarlas” lenne.
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4.11. Kodmodositasok

Roviditett kod

EgyC(n,k) kodroviditésével egyC(n—i,k—i), 1 <i < kkddot kapunk olyan
maodon, hogy &(n,k) szisztematikus kéd kddszavai kozil csak azokat hagyjuk
meg, amelyek az dgis karakterén zérust tartalmazo izenetekhez rendeltek. Ek-
kor aC(n,k) kodi karakterrel tortéa roviditésédl beszélunk. Mivel a roviditett
kod kodszavai &£(n, k) kdd kddszavai is egyben, ezért a roviditett kdd minimalis
tavolsaga legaldbb akkora, mint az eredeti kddé volt. Buasan természetesen
a kédol6 és a dekddolé ugy van kiképezve, hogy ai iei®rus karaktert nem is
tovabbitjuk, s a dekdder zérusnak tekinti azokat. A kédtiies elédleges célja
a kédhossznak az alkalmazasbeli paraméterekhez valddgazi

P ad

Paritasbittel bdvités

A paritaskarakterrel torténkiegészités utan @(n,k) binaris linearis alap-
kodbol egyé(n+ 1,k) lineéris kédot kapunk, amelynek a minimdlis tavolsaga
az alapkédd minimalis tavolsagaval azonos, dgparos, illetved + 1 lesz, had
paratlan. AHg paritasmatrixtc ismeretében az alabbi alaku:

1 1 1 1
0
HCZ Hc (4.22)
0
0

4.16. példa. Adjuk meg aC(7,4) Hamming-kécﬁ(& 4) paritasbittel Bvitett kod-
janak paritasmatrixat. Ax3 +x+ 1 generatorpolinomi Hamming-kodwitésé-
vel a (4.22) képlet alapjan

R OOR
oOr oOR
COoOR R
R R OR
e N
e
R OR R
o

A kapottC(8,4) kod nyilvan nem ciklikus, példaul 61000110} aC kédszava,
de (11000110 méar nem az. A bvitett kod minimalis tavolséga 4, ezért 3 véletlen
hiba detektalasara alkalmas.
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4.12. Reed-Solomon-kdédok dekddolasa

Tekintslink egy(n,k) paraméter( GHg) feletti linearis kodot. Egy kddsz6 kul-
désekor és sz6 vételekor ae = v — ¢ hibavektorra és szindrémara

s' =Hv' =H(c+e)" =Hc" +He' = He'

teljesal.

Ezen egyeriiség alapjan az hossz(e hibavektor rekonstrukciéjahoz az- k
hossz(s szindréma all rendelkezésre. A vett széhoz legkdzelebthskdba javi-
taskor egy lineéris egyenletrendszer egy specidlis toihgdga, mégpedig a leg-
kisebb sulyd megoldasat keressuk. A minimalis s@y#i(ep, e, ...,e,—1) hiba-
vektor rekonstrukcidjahoz a kovetkesmeretlenek felderitésére van szikség:

e a hibdk szamat,
e ahibdk helye: Xij <ix<---<igf<n-—1,
e a hibak értékeg,,e,,...,8,.

Ha csak torléses hibank van, akkor ismerjik a hibdk szamathéisahelye-
ket, csupan a hibaértékeket kell megtalalni. A Reed—Soiekdmok 4.1. és 4.2.
konstrukcioja kapcsan éppen a torléses hibak lehetségemals szamanak ki-
deritésével bizonyitottuk, hogy a Reed—Solomon-kéd makamavolsagu. Ezt
ugy tettilk, hogy az

uG=c

egyenletrendszer azon részrendszerét tudtuk megoldarlya nem torolt po-
ziciok halmazéanak felelt meg. llymodon persze kdzvetlerrih izenetvektort
kaptuk meg. Annak érdekében, hogy az altalanos hibaja¥éiasiat harmadik
komponensére adott megoldas alapelvét megértsiik, viakgaeg a torléses hi-
bak javitdsat, mégpedig a hibaértékek megallapitdsat@iSetomon-koédok 4.3.
konstrukciojakor, amikor a kédot a

Hc' =0
paritdsegyenlet megoldasainak a halmaza adta, ahol

1 « a2 ... a1
1 o2 o a2n-1)

i ah—k a2(n7k) a(nfk)(nfl)
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A vett sz0 torléses pozicidiba irjunk 0-t, és az igy kapatzé esetén szamitsuk
kiazs' = Hv' szindromat. Ekkor ae hibavektort az
s" =He'
egyenlet megoldasa adja. Vezessiik be a kovétjaaléseket:
s=(s1,%,---,S-k)
Xj=all
Yj =8,

(i =1,2,...,t). X;-t a j-edik hibahely lokatoranak nevezziik, med szerinti
logaritmusa a hibahely. AZ” = He" egyenletrendszéredik egyenlete

n—-1 t
li li
ga’' =9 g0l =g, =12,...,n—K,
2,90 =2

vagy az Uj jeloléseinkkel
t
Zijj‘ =5, |=12..n-k
=1

Tudjuk, hogyH minden(n— k) x (n—k) méretli négyzetes részmatrixa invertal-
hat6 (lasd a 4.15. tétel utani megjegyzédi},ts< n—k esetén annak ,bal feds

t x t-es részmatrixa is invertalhato, telhat n— k esetén az egyenletrendszeriink-
nek egyértelmi megoldasa van, amennyilenXs, . .., X; kilonbodk.

4.7. lemma. Legyen

X1 X - X

X2 X2 2
At: .1 .2 . Xt )

X% X

S =(s1,%,...,5) €sYt = (Y1,Y2,..., Yi). HaXy, Xz, ..., % mind kiilbnbébek, és
t < n—Kk, akkorA: invertalhatd, azaz az

AY{ =9

egyenletnek van egyértelmii megoldasaXidalo, . . ., % nem mind kiilbnbdaek,
akkorA¢ nem invertalhato.
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BizoNYiTAs: Alemma el$ felét az ebzbekben igazoltuk. A masodik fele azért
igaz, mert ekkor aA:-nek van legaladbb két egyforma oszlopa. |

Tekintsiik ezek utan az altaldnos hibajavitési feladat&oEis ugyanabbdl
az egyenlet6l indulunk ki:

t
ZY,—X} =g, |=12..n-k
J:

Most az ismeretlenek:

o {,
L4 X17X27"'7>((1
o V1Yo, Y,

tehat egy 2+ 1 ismeretlent tartalmazé,— k egyenletdl allo, nemlineéris egyen-
lettel van dolgunk. Ennek a megoldasadets nem tlinik egyszeri feladatnak.
Megmutatjuk, hogy ez visszavezetth&et linearis egyenletrendszer megoldasara,
melyek k6zul a masodikat a csak torléses hiba kapcsadbl elar megismertik.
Az elsh egyenletrendszernek kell produkaltibés a hibahelyeket.

Vezessik be hibahelypolinomot:

t
L(x) = 1—xX%),
(x) B( X)
melynek egyutthat6i,11,...,L;, azazL(X) = 1+ Lix+ --- + Lixt. L(x)-et azért
nevezzik hibahelypolinomnak, mert a gytkei a hibalok&drwerzei: X{l,
X, 1 ..., %"t Ha megtalaltuk az (x) polinomot, akkor annak darab gycke
is meghatarozhat6 (példaul az 6sszes nem 0 elem beheligtéa®l), majd azok
inverzei adjak a hibalokatorokat.
Mivel Xfl azL(x) gyoke, ezért mindehre ésj-re

| -1
YiX LX) =0,

tehat

azaz ‘
SY (xj'+t HLX T LX T R LtX}) =0,
=1
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tehat

t t t .
> X[t Ly > VXL > VX2 L Zij} —0,

L1Stt1+LoSpo+- -+ LS = -S4t
(I=1,...,t). Ha bevezetjik az

s & - §
u=|
§ S o Saa
Lt = (L¢,Le—1,...,L1),
Vi=(—S41,~S+42,-- -, —S2t)

jeloléseket, akkor a kdvetkézinearis egyenletrendszerre jutunk:
UlL{ =V{.
4.8. lemma. | invertalhatdé, ha =t. U, nem invertalhato, ha>t.

BIZONYITAs: Vezesslnk be két matrixot: az egyik a Vandermonde-maffix-
Xi~* elemekkel

1 1 ce 1
Xl Xl . 1
BI’ = 1 2 . xr 9
Xlrlfl er.fl . erlfl

aholr >t eseténX; = 0. A masik egy diagonalmatri®;; = Y;X;d;; elemekkel

Y, 0 -~ O
0 Y Xo --- O
Dr - . . . . )

ahold;; a Kronecker-szimbolum. AkkdBrDrBrT elemei

(BD:B)j = Zx‘—l Y YiXdux =
i= k=1
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r . )
= X
=1
r L.
AL
I=
= S4j1=
= (Ur)ij,
tehat
B,D:B; = U,
ezért

det(B,)det(D,)det(B]) = det(U,).

Har >t, akkor detD,) = 0, ezért defU;) = 0. Har =t, akkor de{Dy,) # 0,
masrészt déB,) # 0 a 4.7. lemma miatt, ugyank§, X, ..., % kulonbodk, és
det(Ar) =det(Br) - X1+ Xz- ... X%. Ekkor viszont detU;) # 0, tehatU; invertal-
hato. [ |

4.28. tétel (Peterson—Gorenstein—Zierler-dekddolé)Ha a Reed-Solomon-ko-
dok 4.3. konstrukcidja esetén a hibiékszamara < | "X |, akkor a kévetked
algoritmus helyesen dekddol:

1. Szamitsuk ki a%,,s,...,S—_k Szindromakat!
2. Keressik meg azt a legnagyabbt, melyrel, invertalhato! Ez lesz &

3. Oldjuk meg az
UL! =v{

egyenletet!

4. Keressik meg dz altal definiall_(x) hibahelypolinom gydkeit, majd azok
inverzeit: Xy, X, ..., %.

5. Oldjuk meg az
AY{ =¢

egyenletet!
6. Szamitsuk ki a hibahelyeket:
i j= log Xj

és a hibaértékeket:
eij:Yj, J:1,2,,t
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A 4.28. tétellel nem azt akarjuk mondani, hogy nagsetén igy kell deko-
dolni. Nagyt esetén nem ajanlatos a két matrixinverziot végrehajtanek be-
lyettesithebk hatékonyabb eljarasokkal. Az élhelyettesitésére (2. és 3. 1épés)
példa a Berlekamp—Massey-algoritmus, mig a masodikérkefg&s) a Forney-
algoritmus (lasd [10]).

Kis t-re viszont a Peterson—Gorenstein—Zierler-dekédolé sakegy elvi,
hanem egy gyakorlati eljaras is. Nézziik végig illusztrkémd a 2 hibat javito
(n,n—4) paraméter(i Reed—Solomon-kdd esetét, amelynek digitafigtechni-
kai alkalmazasat a 4.6. szakaszban emlitettik.

1. Szamitsuk ki azy, sy, s3,54 Szindromakat!

2. Ha mind 0, akkot = 0, és készen vagyunk. Mivel ez a kéd 2 hibat tud
javitani ezért < 2. Ha detU,) # 0, akkort = 2. Megjegyezzik, hogy

S
det(U,) = det = —S.
(Up) (82 53) $1S3— S

Ha det(Uz) = 0, akkor defU;) # 0, mivel feltételtink miatt legfeljebb 2,
de sem nem 0, sem nem 2, tehat 1. (Ha def{U;) = s, = 0, akkor ez azt
jelenti, hogy feltételiink nem teljesil, azaz 2-nél tébkahiblt.)

t =1eset:

3. Oldjuk meg az
sili=-%

egyenletetl ; = —s;- st

4. Keressik meg az(x) =1—s,- qlx hibahelypolinom gytkének inverzét:

5. Oldjuk meg az
YiXi=S

egyenletety; = s X, * = s, L.

6. Szamitsuk ki a hibahelyet
i]_ = |OgX1

és a hibaértéket
6, = Y]_.

t =2eset:
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(2 2)(2)-(2)

egyenletet! Ezt megtehetjik példaul a Cramer-szaballyal:

Ly = det(_s3 52> - det (Sl 52> T (o4 — ) (5183 — ) 2

3. Oldjuk meg az

S S3 S S3

ledet@ :§4>-det@ Z)lz(&%—&&)(&s@—é)l-

4. Keressilk meg az(x) = 1+ Lix+ Lox? hibahelypolinom két gyokét, majd
azok inverzeitXy, Xo.

5. Oldjuk meg az
1X1 +Y2Xo =91

YiXZ+YoX2 =)
egyenletet! (Ittismét a Cramer-szabaly egy lehetségesnedd

6. Szamitsuk ki a hibahelyeket
i1:|OgX1, i2:|OgX2

és a hibaértékeket
Ql = Y17 az = Y2-

4.13. Reed-Solomon-kodok spektralis
tulajdonséagai

Legyen GF)=GF(p™), ahol p prim. Bevezetve §Fq)]" jeldlést a GF{) (g =
p™, p prim) felettin hosszisagu vektorok halmazéra, ampl] — 1, definiéljuk a
[GF(q)]" halmaz 6nmagara tortérieképezését az aldbbi médon:

4.27. definicié. A c € [GF(q)]" vektornak eg)yC € [GF(q)|" vektorra tortéo le-
képezése az alabbi:

n-1

cjzzoqiici, j=01,...,n—1, (4.23)
=

ahola a GF) egyn-edrend(i eleme.
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A (4.23) transzformaciot Glgj-beli Fourier-transzformacionak nevezziik,
igy acidétartomanybeli vektor frekvenciatartomanybeli megf@ke(spektruma)
C. A(4.23) transzformacio rendelkezik a komplex szamoktfetektorokon kép-
zett transzformacio tulajdonsagaival. (Komplex vektoesktéro megfelebje a
komplexn-edik egységgyok.)

1. tulajdonsag A (4.23) leképezés kolcsondsen egyértelmii, azaz inverta
hato, és az inverz leképezés a kdvetkez

C = f(n)%a‘”cj, i=0,1,...,n—1, (4.24)
=

ahol f(n) = (n modp) %, és a—1-edik hatvany az{ mod p) GF(p)-beli inverzét
jeloli.

Binaris test esetém(= 2) n paratlan, igy ekkof (n) = 1 eredményre jutunk.
Haa primitiv elem, akkom = p™— 1, tehatf (n) = (—1 modp)~t = (p—1)~*
mod p. Mivel n| p"—1, ezértptn, azam+# 0 modp, és igy létezik multiplikativ
inverze modp.

Miel6tt magat a tulajdonsagot belatnank, igazoljuk az alalvbimét.

4.9. lemma. Haa n-edrend(i elem GREj-ban, akkor:

n—1
i 0 har #0 modn
ry )
J;a _{ n modp, har =0 modn ° (4.25)
B1zONYITAS: Helyettesitsiik az
XN—1= (X=X 1 x"2 4. £ x4+1) (4.26)

azonossag mindkét oldalabat. A bal oldalon mindig 0-t kapunk, mivel rendje
n. A jobb oldalonr #0 modn esetéra” —1+# 0, igy a (4.26) szorzat csak akkor
lehet nulla, ha a masodik tény@e 0, azaz ha

n-1
Z)CX” =0
J:

migr = 0 modn esetém" = 1, igy az el tényed nulla, és ekkor a masodik

tényed
n-1 n-1
Z}a” = Z}l:n mod p.
1= = |
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A 4.9. lemma felhasznalasaval most mar egyszeriien b&bédhadl. tulajdon-
s&g. Nevezetesen

n-1 n-1  n-1
Z)a*”Cj = Z}a*” Y M=
i= = k=0
n-1 n-1
— Z Ck %a(k*i)j —
k=0 ]J=
= f(n)tc. (4.27)

2. tulajdonsag Ervényes &onvollcids tételalabbi megfeldje: haaz,f,ge
[GF(q)]" vektorokra

e = fig;, i=01,...,.n—1 (4.28)

fennall, akkor a spektrumaikra

n-1
Ej=f(n) Z)F(j_k) modnGk- (4.29)
k=
BizONYITAS: (4.28) figyelembevételével képezzékanszformaltjat:
n-1
J i; iYi
n-1 n—1 i«
= alfif(n) § aG=
n-1 n-1 (K
= f(n) ) G ) al =
n-1

= f(n) z GkF(jfk) modn-
k=0
Ezzel az allitast belattuk. [ |

A (4.29) szerinti konvoldcidtiklikus konvolacionak nevezzik ég = Fx G
maodon jeldljik. A fenti levezetést forditott sorrendbewéglezve lathatjuk, hogy
a 2. tulajdonsag megforditva is igaz, azaz (4.280)(4.28) is kovetkezik.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéget 2™ elemszamu testet (azaz 2
karakterisztikajut) tételeziink fel, s ekké(n) = 1. A c=(cp,Cy,...,Cn1) Vek-
torhoz rendelt(x) = co + C1X+ - - - + €,_1x"* polinomhoz tartozdC vektorral
képzettC(x) = Co+ CyX+ - -- 4+ Cp_1x"~! polinomotspektrumpolinomnak ne-
vezzik.
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4.29. tétel. A c(x) p_olinomnakO(i akkor és csak akkor gydke, Ga= 0 illetve a
C(x) polinomnaku ' akkor és csak akkor gyéke, ba= 0.

BizoNYiTAs: A (4.23), (4.24) egyenletek felhasznalasaval
c@)=co+cia +---+cr1a™ V=G

Cla™)=Co+Cia™ 4---+Cq g0~V =g

ahonnan az allitas kdzvetlenil adodik. [ |

Legyen az(n,k) paraméterl G feletti RS-kod generatorpolinompgXx),
aholn| g—1. Ekkor ac(x) kddszéc(x) = u(x)g(x) alakban allithaté él, ahol
degu(x) < k—1.

A tovabbiakban egy(x) = ro+rix+---+rxl j-edfokd polinomhoz rendel-
junk egyn hossz(r vektort, amely legyen a kovetkézr = (ro,r,...,rj,0,...,0).
Ezt és a polinomszorzas szabalyat figyelembe véve egyardréiathatd, hogy
C,g ésu vektorokkal

i n-1
G= ) 0-iUi= i i) modnUij (4.30)
i J; i—jYj J;) (i—j) modnYj

i=0,1,...,n—1. (4.30)-ban felismerve a= g=u konvoluciot, a konvoltcios
tétel alapjan &, G, U spektrumokra a

Cj=Gj-U;j (4.31)

Osszefliggés érvényes.

Legyeng(x) = (x—1)(x—a)--- (x—a"*1) az RS-kdd generatorpolinomja,
ahola a GF@) egy n-edrendii eleme. Ekkor,,...,a" k"1 mindenc(x)-nek
gyoke, ezért tet€tegesu Uizenethez tartozé kédsz6C spektruméban a 4.29.
tétel felhasznalasaval

Co=Ci=--=Chk1=0 (4.32)

zérus spektrumkomponensek adédnak. RS-kédot genendkalitan ravasz moé-
don, hogy eleve garantaljuk azt, hogy a kdédszdspektrumigsteséek a (4.32)
tulajdonsagot, s a spektrum tovabbi komponenseit az Uektietiiggben kilon-
bézkre valasztjuk. A tényleges@dartomanybeli kddszavakat ezen mestersége-
sen osszedllitott spektrumok inverz Fourier-transzfitjendak valasztjuk. igy,

ha egy

C= (0,0,...,0, uo,ul,...,uk_l) (4.33)
——

n—k
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Uizenetszegmens u n—k O-val C inverz c
betdltése kiegészités transzformacio

4.10. abra. Transzformacios kédolas.

vektort spektrumtartomanybeli vektorként fogjuk fel, aklaz idtartomanybelc
megfelebje egy kddsz6. Ezen kodolédsanszformacios kodolasak nevezzik.
A kddolas ekkor tehét a 4.10. abrén lathatd blokkvéazlatistier

A Reed-Solomon-kodok dekddolasanak tobb modszere iseserét Peter-
son—-Gorenstein—Zierler-algoritmus @ (feletti matrixok invertalasat igényli
(lasd a 4.12. szakaszt). Ez az eljards néhany hibat javiléekétén szamitas-
igény szempontjabol még elfogadhatd. A koncepcio szengdaditjoval bonyo-
lultabb Berlekamp—Massey-algoritmus (Ber—Mas) iteratjarast ad, ahol az ite-
racio lépései azonosak és egyszerliek. Noddiibajavitoképesség esetén egyre
kedve®dbb a szamitasigény a matrixinvertalashoz képest. Az eléban az an.
transzformaciés-kodolasi—dekddolasi technikat mukatbjge

Tegyuk fel, hogy avr = c+ e vett széban ag,i»,...,i; pozicidkbart szamu
hiba keletkezett, azaz a hibapolinom:

e(x) =@, X1+ 4+gxt. (4.34)

Az (n,k) paraméterli RS-kédt X n— k teljesulése esetén képes a hibak ki-
javitaséra. A tovabbiakbantgel6lést az aktualis, mig &ax jel0lést a maxima-
lisan javithatd hibak szamara hasznaljuk. Az egyes hibdkwadlylk és értékik
definidlja (azazj ése;). A dekddolas alabbiakban leirt modszerébeisebr
megkeressiik a hibahelyeket — felépitve a hibahelypolinemmajd ennek fel-
hasznalasaval generaljuk a hibavektort, s ennek kivoaéslxégezziik a vett sz
javitasat.

Az .

umz[lu—a%0:1+uxku+u% (4.35)
=
hibahelypolinom egyutthat6it a rdjuk mint ismeretlenekomatkozé megfelél
szamu linearis egyenldiballé egyenletrendszer megoldasaként kapjuk. Ezen
egyenletrendszer levezetését ismertetjidls 5br.

1. Iépés Szindrémaszamitas

A v = c+ evektor Fourier-transzformaltjat képezve a

V=C+E (4.36)
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spektrumot kapjuk, ahonnan (4.32) felhasznalasaval
Vi =Ej, j=0,1,...,n—k—1 (4.37)

adodik, azaz & spektrum elé n— k komponense szindréma.

2. 1épés A hibahelypolinom kiszamitasa

Az L(x) hibahelypolinom definiciéjabél kévetkéenL (a~'i) =0, =1,2,...,
t. Innen kovetkezik, hogy az = (1,L4,Lo,...,L,0,...,0) n-hosszra kiegészitett
vektor | inverz Fourier-transzformaltjdban a hibahelyeknek mietffepozicioju
elemek is nullelemek. Ezen jeldlésekkel az

i=0+—¢&#0 (4.38)
kolcséndsen egyértelmi megfeleltetést kapjuk. Inner#é@zik, hogy
li-g =0, i=0,1,...,n—-1, (4.39)
amit a konvoluciés tétel felhasznalasaval az
LxE=0 (4.40)

ekvivalens alakba irhatunk. A (4.40) egyenlet ekvivalens a
t
Z)LjE(i_j) modn = 0, i=01,....,.n—1 (4.412)
]:

egyenletrendszerrel. Mivel maximalistfuy hiba javitasara késziilink fel, azaz
amikort < tmax €zért helyettesitsiiktavaltozot atmay fix értékkel a (4.41) egyen-
letrendszerbd,; 1 = - - - = L, = O definicio mellett, majd a (4.41) egyenletrend-
szerldl az alabbinax egyenletet emeljik ki

tmax

Z}LjEi,j:O, i=tt+1,...,2t—1. (4.42)
j=

A feladat ezek utan a (4.42) egyenletrendszer megoldasaanzegkotéssel,
hogy azL(x) megoldas minimalis fokszamu legyen.

A (4.42) alaka egyenletrendszéiikiindulva szokasos egyenletrendszer meg-
oldassal (matrixinvertalassal) dolgozik a Peterson—@sietn—Zierler- (PGZ) de-
kdder.

A feladat azonban mas uton is megoldhat6. A (4.41) egyemidizer ekvi-
valens médon megadhaté egy linearisan visszacsatoltegfizteres leirassal.

Ehhez felelevenitjiik a 4.8. szakasz végén bevezetettarisam visszacsatolt
shiftregisztereket (LFSR) a 4.11. 4bra segitségével.
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Sj = —(f1Sj—1+ fosj2+---+ fLsj_1)

Sj —f1 —fs —fL
Sj-1 Sj—2 Sj—t
<81,
4.11. abra. LFSR.
t
Ej= 3 LmEj-m
m=1
E; ] Lo L
. Ej—l Ej—Z Ej—t e —
Ej—t,...,Eo

4.12. abra. A szindromakat general6 LFSR.

Az ottani jeldléseknek megfel@n(f(x),L) jel6li az LFSR-t. A mostani fel-
adatunkbarL(x),t) LFSR generalja a szindromélg, E;, E», . ..,En_1, Eo, Ea,. ..
periodikus sorozatat, ha az LFSR-tBg Es,...,E 1 kezdeti értékbl inditjuk.
Ez a generdlas tehat a (4.41) egyenletrendszernek az

Ej = —(LiEj_1+LoEj 2+ -+ LEj ) (4.43)

rekurzioba tortéd atirasat jelenti, ahgltetsdleges egész szam Es= Ej modn.
A (4.43) lineéris rekurzionak megfefelLFSR generalast szemléltetjik a 4.12.
abrén.

Az (L(x),t) LFSR egyben egyértelmi, minimalis regiszterhosszu azedss
olyan LFSR-ek kozul, amelyek generaljak a periodikusaerjasztett szindroma-
sorozatot. Ez abbdl lathato be, hogy a (4.43) rekurzi6 atafglirhatd

Eo B2 -+ B Lt =
E. B2 -+ E Le1 —Et1
, . _ =] T (4.44)

E1 B - Exo Ly —Ex 1
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egyenletrendszerben a bal oldali, szindromakat tartadmadatrix invertalhaté, s
az egyenletrendszernek a tényleges hibavektorhoz tahibahelypolinom egy
megoldasa. Azon egyenletrendszereknek, amelyeket Ggynkaphogy a (4.44)
egyenletrendszerben a szindromak indgxé, 1, ..., 2(tmax—t) értékkel ndvel-
juk, szintén egyértelm(, minimalis megoldasa a tényldgbahelypolinom, ha
t <tmnaxfennall.

A dekddolas soran csak &(=V;), i =0,1,...,2tnax— 1 szindromak adot-
tak. A shiftregiszter-szintézis feladat azon minimélikszama(L'(x),t') LFSR
meghatarozasa, amely &3,E;,...,Ey 1 kezdballapotbdl elinditva generalja a
tovabbiEy,Ev1,. .., Exnax—1 €lemeket is.

A fentiekben lattuk, hogy amennyibeér< tnax, akkor a szintézis ak’(x) =
L(x), t" =t megoldasra vezet. A minimalis fokszamra torekvés megéeRGZ-
dekddolasnal a szindromakbol alkotit x tmax méretli matrix legnagyobb in-
vertalhat6 éminorja megkeresésének. A Berlekamp—Massey shiftregiszin-
tézis eljarasnal a matrixinvertalas helyett egy joval Bisszamitasigényd, iterativ
algoritmussal allitjuk € a hibahelypolinomot.

3. Iépés A rekurziv kiterjesztés

Az Ex,,,,---,En—1 kKomponenseket a (4.30) alapjan az

t!
k=1

rekurziv kiterjesztéssel allitjuk &la 2. [épésben meghatarozbt{x) valamint
Eo, ..., Eat,,1 felnasznalasaval.
Ezutadn a
C=V-E (4.46)

kivonassal kapjuk me@-t, amelynek szegmense azizenet.

4.14. A konvoluciés kddolas alapfogalmai

A blokk- illetve a konvoluciés kédok a hibajavité kodok kéagy osztalyat al-
kotjak. Az egyszeriibb matematikai leirhatosag miatt abeé jellegli tankony-
vek elsorban a blokk-kddokat részletezikldg azért, mert azokon j6l bemu-
tathatOk a hibajavitas alapfogalmai és |épései, masrésiit) mzért, mert latva-
nyos algebrai struktarak (pl. Galois-testek elméletériapedemei) és optimalis
csatornakdd-kontrukciok l1éteznek a blokk-kddok koérében.

A konvoluciés kddok leirdsa nem ilyen egyszer(, és a kddwizalas is el-
sdsorban szamitogépes keresésen, s nem konstrukciogeétalepszik. A prak-
tikus paramétertartomanyok esetére ismeretes a j6 koskdldi
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A blokk-kddok algebrai dekodolasi algoritmusai olyan \sttkkokat képesek
csak feldolgozni, amelyek elemei ugyanazon halmazbokwélpikusan GF(2)-
vagy GF)-beliek), mint amelybl a kédszavak veszik elemeiket, legfeljebb a
torlés szimbdlum engedett meg ezen felil a vett blokkokBakonvollcids ko-
dok esetén a csatorna kimeneti abécé ennél Iényegéseblb halmaz lehet. A
konvolucios kédok an. soft-dekdderei (pl. Viterbi-dekéiky szekvencidlis de-
kodolas) megengedik, hogy a csatorna kimeneti 4bécé eletsddleges valos
szamok (mérési mintak) legyenek.

Létezik optimalis (maximume-likelihood, ML), implementélto (szamitasigé-
nyében gazdasagos) dekddolasi algoritmus a konvollcidakké, az un. Viterbi-
dekodolas. Természetesen az ML dekddolas elvileg a bldklok esetén is el-
végezhdl, de a blokk-kédok esetén az exponencialis (adott kddolfethegy
réviditett kdd (izenethosszaval exponencialisan nédekenyolultsagi kimerit
keresésnél kisebb komplexitasi ML dekdder nem ismeretgspegialis kddosz-
talyokra sem. Ezzel szemben a Viterbi-dekodolas komg@saiadott kddolé mel-
lett az izenethosszal kdzel linearisan noviekv

A konvoldcids kédok alkalmazasaval lebeé valik a modulacié és a csator-
nakodolas illetve a demodulacio és a csatornadekodoldstegytervezése. igy
a konvolucids kod strukturak napjainkban nemcsak a hili@jaodolasban, ha-
nem példaul korszerli modulaciés—demodulaciés eljaluldiszperziv csator-
nan tértéd megbizhatd adatatvitelben (csatornakiegyenlités)hasenalasra ke-
ralnek.

A léptetbregiszteres kodolo

A forras bitfolyamatk bites szegmensekre, Uizenetkereekre bontjuk. A
koédolom Uizenetkeretet tarol Iéptaegiszterében, azaz egyrhység alatt egy U]
lizenetkeretet |éptetlink a regiszterbe, a legrégebbi téeodt kilép abbdl, s azt
eldobjuk. Az idbegység kezdetén a bemenetre érkezett Uj keret valamindla ta
mkeret alapjan a kédol6 kiszamit eggdszokereet, amelyn bit hosszusagu. A
kodszokeretet kiléptetjik a kodolobol (4.13. abra).

Az R= 'ﬁ aranytkodsebesséuek nevezzik. A bitekben kifejezett regisz-
terhossz + 1€ (m+ 1)k) a |éptebregiszteres kodol&ényszerhossa. Egy, a
kodoléhoz érke tzenetbit maximunim+ 1)k forrasbitnek megfelé hosszon
befolydsolhatja a kddolé outputjat. Azn+ 1)n mennyiség nevélokkhossz
mely megmutatja, hogy egy forrasbit maximalisan hany eeatutnek megfeldé
hosszon befolyasolja a kddol6 outputjat. Az ismertetettskaukciéo eredménye
egy (n, k) fa-kdd; a 1éptebregiszteres kddold bemenetére vezetve az §sszes lehet-
séges félig végtelen hosszl input bitsorozatot, a kimematgjelenik az 6sszes
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i logika

4.13. dbra. Léptéregiszteres kddolo.

% X2i—1
‘

Ui U_1|U-2 P/IS ———-..,X3,X2,X1

L
Xoi

4.14. abra. Konvolucios kédolé.

kilonbdd kodszd, amelyek ugyszintén félig végtelen sorozatok. Harkedd

egyben véges kényszerhosszu is, teelis-kédnak nevezzilkk. Egy kéd ddn-

varians, amennyiben ha két input bitsorozat k6zott Gsaizenetkeret ideltolas
kulénbség van, akkor a nekik megfdiautput bitsorozatok (kdédszavak) k6zott
kodszokeret kiilbnbség van. AZiavarians trellis-kdd a csisz6 blokk-kod.

4.28. definicid. Egy (n,k) fa-kodot, ha linearis, idinvarians és véges kényszer-
hosszu(N,K) konvoltcios kédhak hivunk, ahoK = (m+ 1)k, N = (m+1)n.

A 4.14. abra konvollcios kodol6ja esetén= 2,k =1,n=2,R= 1, s a két
linearis kombinacio:

Xi—1 = UdU-2
Xo3p = UDU_1DU_2
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i=1,2,.... Az adott példa esetére elmondva, a konvollcios kodolésvekes
onnan szarmazik, hogy dm, uy, ...) Uzenetbitsorozatot §4,0, 1,0,0,0,...) il-
letve az(1,1,1,0,0,0,...) sorozatokkal tortéh mod 2 konvolucié adja a paratlan
illetve a paros pozicioju csatornabiteket a kodold kiménet

A konvollcios kédoloval blokk-kédolast is végezhetiink Ebhi médon. Te-
gyuk fel, hogy azu = (ug,up, . ..,u.) Uzenetet szeretnénk kodolni egy kédszoba.
Egészitsuk ki ezen Gizenetatk zéro bittel, azaz képezzik az= (uy, uy, ..., u.,
0,...,0) Uzenetet. Ha zér6 allapotbdl inditjuk a kédol6t, akkbiizenetenként
a zéro allapotba tér vissza (téritjik vissza), alzdmtes Uizenetblokkokat blokk-
kédolunk. AzR névleges sebességil konvollciés kédol6 esetén ekkor

L
R=
L+m-k

(4.47)

a valds kbédolasi sebesség. A példabeli kédolas esetétwelph egyl = 3 bites
Uzenetblokkot 2(3+ 2) = 10 bites kddszoba kodolunk.

A konvolucios kédok abrazolasanak egyik médjairaris fa reprezentacio.
Példabeli kddolonk esetére lathatjuk ezt a reprezentacidt5. abran.

A fa csomépontjaibdl két iranyba léphetiink a kddolandoé e#aimek meg-

01 10 11

10
10 11 00
11
00 01 11
01
11 00 00 1
| |épés iranya
10 10 11 Uzenetbit szerint
11 0
01 11 00
00
11 01 11
00
00 00 00
| | | | |
up u2 us 0 0

4.15. abra. A kéd binéris fa reprezentacioja.
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1/01

11
1/10 0/10
0/01

10 01

1/00
1/11 0/11

00

0/00

4.16. abra. A kédol6 allapotatmenet-grafia.

feleléen. A fa éleit azon bitparral (altaldban biessel) cimkéztik fel, amely a
kodolo kimenetén megjelenik az aktualis Uzenetbit belep@sasara. A gyokér-
tol a fa élei mentén a fa leveleiig vedetitak egy-egy koddszénak felelnek meg.
Nyilvan minden konvollciés kédolonak megfeleltethey fenti binaris fa. A
dekddolas szempontjabdl azonban szerencsésebb aellis reprezentacio.

A trellis abrdzolast megkdnnyiti, ha elkészitjikadold allapotatmenet-
grafjat, amelyet a példank esetére a 4.16. abran lathatunk.

Mindegyik allapotbdl két iranyitott él vezet egy masik aliaba. Az élen el-
helyezetti/ jk jelolésben az Uizenetbitjk pedig az ezen allapotatmenet soran a
kimeneten megjeldnbitpar. igy példaul az 10 allapotbdl az 1 iizenetbit belépés
kor az 11 allapotba megy at a kédold, mikdzben a kimenete®dutpar jelenik
meg. Ezek utan tekintsik Ujra a binaris fa reprezentachiityisik ki ezt az abra-
zolast ugy, hogy a csomépontokat allapotoknak feleltatjiglg, ahogy ezt a 4.17.
abran lathatjuk a példa esetére.

A 4.17. abrat alaposabban szemugyre véve lathatjuk, hogy flaaazonos
mélységében az azonos allapotoknak megietsbmopontokat egy allapot-cso-
moépontnak tekintjik, akkor lathatjuk, hogy csak négyfédeném nyolcféle eset
all el. Példaul a 4.17. abrabeli fanak a szaggatott vonallallkétdrolt két része
dsszevonhatd. Ha 6sszevonjuk ennek megdielelaz azonos allapot-csomépon-
tokat egy csomoépontba, akkor kapjuk a trellis reprezeataamit a példa esetére
a 4.18. abran lathatunk.
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01, 10 11

10 Lo - - - _——< e

10111 00

11

10 00 01— 11

01

11 00 00

F-———-—--=-= —— - - ==

00 10

| 11 01 00

L — — 4

11 L - _____ I —

1— 11
00 9L 11 00 %% 00

00 11— 01— 11

00

00 — 00— 00
| 00— 00— 00

Uz Uz us 0 0

4.17. bra. A kibvitett fa abréazolas.

255

4.18. abra. A kod trellis abrazolasa.

01
11 w1l
10 10 10 10 <
10 10 10
0 0 0
0
01 01 01
1 1 1 1 11 11
l 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00

us U2 us 0 0
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A trellisben a csomépontokat dsszek@lek cimkéje az allapotvaltozas soran
keletked kimenet. Az egymast kovéelek utat alkotnak, amelyek mindegyike az
azonos kezd (00 allapot) csomdpontbél indul, s azonos (00 allapotceégé-
pontba fut be. Az utak egy-egy kdédszonak felelnek meg. A &embmdponttoi
él tavolsagra lefy csomépontokrol azt mondjuk, hogynélységben vannak. igy
pl. egy mélységben ket ketth mélységben négy csomoipontot tartalmaz a trellis.

Azon kédokat, amelyek egy trellis abrazolassal leirhati@Hjs kodoknak ne-
vezzik (ekkor nem kell felcimkézve lenniiik a csomépontiknA konvollcids
kddoléval tehat olyan specialis blokk-kédolast végezhktamely blokk-kad bi-
naris fa-kéd, tovabba olyan specidlis fa-kéd, amely sdtibd is egyben.

Polinomok alkalmazasa a konvoluciés kdédok esetén is seg@inor leirdst.
Egy konvolulciés kddolo |éptétegiszterének szamu lineéris érecsatolasat tar-
talmazza. Az egyes @lecsatolasokat a megcsapolasi pozicibknak megfsiel
polinomokkal irhatjuk le. A 4.14. abra szerinti kodol6 €seez agii(x) =
x? 4+ 1, g12(X) = X* + x4+ 1 binaris polinomokat jelenti. (Szokasos még az un.
oktalis megadasi méd, amelynél a polinom egytitthaték haicaaportjait oktalis
szamokba képezzik. Példaul a fenti kddolo es¢ién a kddolo oktalis meg-
adasa.) Altalanos konvolucios kdd esetiiix) az uzenetkeratedik bitie és a
kddszokeref-edik bitje kézotti kapcsolatot irja le.

A gij (x) generatorpolinomokat matrixba rendezve kapjuk a

G(x) = [6ij (¥)]

k x n méretl generatorpolinom-matrixot.

Had;(x) jeloli az egymas utani Uzenetkereie&dik bitje félig végtelen soro-
zatanak megfelélpolinomot, s hasonloary (x) a kodszokerej-edik bitjei félig
végtelen sorozatanak megfégiolinomot, akkor a

d(x) = [da(x), d2(X), . ., (X))
c(x) = [c1(X),C2(X), ..., Cn(X)]
jelolésekkel a
generdlasi szabaly adodik.

4.29. definicié. Egy konvollcids kddatasztrofalis, ha tetsblegesen nagy Ham-
ming-sulyt input sorozat esetén korlatos Hamming-sulytahaz output.

Ezen definici6 alapjan kdnnyen belathat6 az alabbi tétel.
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|
.l

4.19. abra. Katasztrofalis kodolg:q(x) = x+ 1 ésgia(X) = x*+ 1).

00

O

11

01 01
01

T

10 01

\/

01
11 11

00

®

00

4.20. abra. A katasztrofalis kodolo allapotatmenet-grafi

4.30. tétel. Egy kod katasztrofalis tulajdonsaganak sziikséges éséglégdelté-

tele az, hogy az allapotgrafjaban létezzen egy hurok, ahealikoto valamennyi
élen a kédszdkeretek zérus sulyuak.

A 4.19. abran egy katasztrofalis kddolét latunk. Ennekpiitatmenet-grafja
a 4.20. abran lathatd, ahol vastag vonallal jel6ltiik a zéhiishurkot.

k = 1 paraméterii kodok esetén az alabbi tétel egy még praktkusliertr-
zésre ad lehéséget:
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4.31. tétel. % sebességli kod esetén a nem katasztrofalis tulajdonsaglléesa-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy

Inko[g11(X), 912(X), - .-, G (X)] = 1

legyen.

MEGJEGYZES ,J6” konvollcios kéd konstrualasa tehat azonos feladatire
prim polinomok egy ,j6” halmazanak konstrualasaval. Sajoe a feladatra nem
allnak jelenleg még rendelkezésre olyan altalanos kokstila, mint a blokk-
kodok esetén.

BizoNYiTAs: Tekintslink egy% sebességik(= 1) nemkatasztrofalis kddot. Tet-
sleges kddtél megkoveteljik, hogy létezzen a kddolas meeAz euklidészi
algoritmus alapjan léteznek (éak allithatok) azok azay(x),a2(x),...,an(X)
polinomok, amelyekkel

a1(X)g11(X) +a2(X)G12(X) + - +an(X)gan(x) = 1

adodik. Had(x) az adatpolinom (mivek = 1, ezért egy polinomrol van sz6),
akkor

¢j(x) = d(x)gzj(x), i=12,...,n

a kdédszokeretek-edik bitjét leiré polinom, tehat d(x) adat kénnyen elledriz-
heten a
d(x) = ag(x)c1(X) +az(x)C2(X) + - -+ an(X)Cn(X)

miivelettel nyerhétvissza.
A kodol6 és inverze a 4.21. abran lathato. Véges sajyx) polinomok véges
sulyda;(x) polinommal valo szorzata is véges sulyu. |

Az r-edik minimalis tavolsag egy konvollciés kdd esetén a legiidb Ham-
ming-tavolsag a kédol6 output sorozatokéetkddszékeret hosszin bit) szeg-
mense kozott. Jeldlésdy. Nyilvan

di<d<dj<-
A dj,d;,ds, ... sorozat a konvollcios kd@volsagprofilja.
de = maxd;
r

aszabad tavolsag
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csatorna
A K c1(X) C— k
L ) H— o — ax) I
| | | |
| I | y |
d(x) — | l () d(x)
| | | '} |
I o) I
| > On(X) T T an(Xx) !
L - - _ | L _
4.21. dbra. Kédol6 és inverze.
—|—o
—eo | oo — | o

4.22. abra. Jelkészlet példak: 2,4 szintli AM, 4,8 szirgiK P

Konvolucios kédok komplex abécé felett (Ungerboeck-kodok

Az (n,k) konvollciés kodolo & bites tUzenetkeret inputokat egy-egy kodo-
lasi Iépésbenméretli komplex szamhalmaz egy elemére képezi le. A komplex
szadmhalmazt jelkészletnek hivjuk. Tipikus példait Igtiaa 4.22. 4bran.

Két kddsz6 tavolsagat euklidészi tavolsagban mérjik:

00

de(c1,¢2)2 = Z)ICu —cyf?

aholc; ésc, komplex elemi konvoltciés kédszavak. Ennek megeleleuklidé-
szi tavolsagokban adédnak a kédtavolsag jeli@knzA kédold gaussi csatornan
tortérd alkalmazasakor ez a kodteljesitmény legalkalmasabbékertUgyanis
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(1) - (2)

? (1)

—(0)

()

4.23. &bra. Binari$3, 2) konvollciés kédolé.

annakP; valoszinlsége, hogy hibas kédszoéra dontiink

d
Pe>Ng® [ ——
e = Nd ( 20,>7

ahol ® a standard normalis eloszlasfliggvéaya gaussi zajminta szOrasiy
pedig a zérus kodszotdiminimalis euklidészi tavolsagra 16\ko6dszavak szama.
A kdédolasi nyereségt

G = 20log, <3—°°) [dB]
ref

definidlja, ahol aef a kddolatlan esetben adédd minimalis euklidészi tavolsag.
Egy példat lathatunk a 4.23. 4bran.(3, 2) konvolucids kodolé egy lépésben
a bemenetére érkéditpart output bitharmasba, majd azt a 8PSK jelkészlet egy

elemébe képezi.
(X ¥+1 0
G= (0 0 1)

A 3 bites output 8PSK jelkészletbe (46s szdggel forgatott komplex egy-
ségvektorok) tortémleképezése a 4.24. abra szerinti (a bitharmasok bitstjeren
dészi tavolsagokat a 4.25. abran lathatjuk, akok V2 -2, dy = V2, dy =
\V 2+ \/z d3 = 2.

A kodolo trellisének egy részlete lathatd a 4.26. abran, @héagakon a 8PSK
jelek binaris indexét, illetve az input bitpart tlintettigt.fEgy csomopontbol két
él vezet minden utana kovetik@zsomopontba. A vastag vonallal kiemelt hurok
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[e] ° [e] [e] ° o T o ° o
000 100 010 110
0 1 2 3
[e] ° [e] [e] ° [e] o ° o [e] ° o
001 101 011 111
4 5 6 7

4.24. abra. A 3 bites output 8PSK jelkészletbe tdhtkrképezése.
do

d;

dy
dz .

4.25. abra. A jelkészlet elemei koz6tti euklidészi tavgtda

a csupa zérus kddsz6tol minimalis euklidészi tavolsageatekodszonak felel
meg.

Egyszer( vizsgalattal megallapithato, hogy ezen hurdk@0000 input bitpa-
rok (izenetkeretek) hataséara jon létre, s a kddszé Hametihyg 3. A hurokra irt
8PSK jelek tavolsagat a 0 jéltképezve kapjuk, hogy az euklidészi metrikaban
mért kddtavolsag

de = ,/d§+dg+d2:\/2+2—\f2+2: \/6—\/522.141

Ahhoz, hogy ad.es referencia euklidészi tavolsdgot megallapithassukntetik
a kédolatlan esetet. Ha nincs kddolas, akkor a 2 bites Uzemstet kdzvetlendl
4PSK jelkészlet elemeibe transzformaljuk, amely jelkétstla 4.27. abran lathat-
juk. Az 4bra alapjan nyilvanval6, hogy ekkor a minimalis kdészi tdvolsag a 00
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01/001 01/001 01/001

00

01

10

11

4.26. abra. A kédol¢ trellis reprezentacioja.

dq

Y
L]

4.27. abra. 4PSK.

00 00... zérus sorozathoz képest a 01 00.00sorozatra adodik, azaz

dref = dl = \/é
Tehat a kddolasi nyeres&= 20log,, %‘2‘1 = 3.6 dB. Az egyszer(i kodot te-

kintve ez igen j6 eredmény. Az Ungerboeck-kédok jedsggét még konnyebben
lathatjuk, ha észrevessziik, hogy a koédolatlan 4PSK adébeea 4PSK modula-
tor helyébe mindennem konverzié nélkil beillesztve agéshoeck komplex ko-
dolé illetve dekodol6 blokkot, minden egyéb fizikai feltét@zonos forrassebes-
ség, adasi teljesitmény, savszélesség) valtozatlanaldasa mellett figyelemre-
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mélt6 kodolasi nyereséget érhetiink el, illetve a kédolgsieséget kisebb jel/zaj
igénybe konvertalhatjuk, azaz kisebb adasi teljesitmgémjiink lesz.

A CCITT V.32bis modemszabvanya is Ungerboeck-kédot hdszrezzel az
atviteli sebességet 14.4 kbps-ra ndveli a korabbi techoik&épest. (Pl. az 1964-
ben megjelent V.21-es szabvany csak 200 bps-ot tudottdiiato.)

4.15. A konvolUcios koédok Viterbi-dekddolasa

A Viterbi-dekddolas a trellis kddoknaximum-likelihood (ML) dekdédolasara
optimalizalt algoritmus.

A dekddolas algoritmusanak egyszeri(ibb szemléltetéseckedtekintsiink
egy p paraméter( binaris szimmetrikus emlékezetnélkili ¢sdito(BSC), ahol
O<p< % Ezen csatornara= (x1,X,...,Xn) input vektor éy = (y1,y2,...,YN)
output vektor jelolés esetén

p d(xy)

iy 1) = - (12 (@.49
—-p

ahold(x,y) a vektorok Hamming-tavolsaga. Mivel p < % ekvivalens a (<

ﬁ < 1 allitassal, ezént vétele esetén az ML dekddolas ekvivalens a minimalis

Hamming-tavolsagban é&kadszo (input vektor) megkeresésével, azaz

rr](axP{y |Xi} <= rr)1(_ind(y,xi). (4.49)

A (4.49)-ben jelzett mlvelet tAvolsagmérést és minimuedést jelent, ahdl
az lzenethossz. Ennél azonban sokkal kisebb szamitagaiénmegoldhato6 a
feladat. Tudjuk, hogy a kod trellisének Utjai az egyes kédaknak, s az ezen
utakat alkot6 élek a kddszavalbites szegmenseinek felelnek meg. Ennek meg-
felelbéen, ha a trellis éleit sulyozzuk 3zésx; megfeleb n bites szegmensének
a Hamming-tavolsagéaval, akkor agznek megfeled Ut 6sszsulya megegyezik a
d(y,x;) Hamming-tavolsaggal.

Ekkor tehat dekddolasi metrikaként a Hamming-tavolsagstzhaljuk. Alta-
laban diszkrét emlékezetnélkiili csatorna (DMC) esetén

N
logP{y [ x} = logP{y; | xj}, (4.50)
=1

s ekkor aj-edik mélységben lévagat lod>{y; | x;} metrikaval sulyozva ismét
élenként additiv metrikdhoz jutunk, azaz az utak sulya katélélek sulyanak
Osszege. Ezen fogalmak bevezetése utdn megadjuk a \dlgdyitmust. Az
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egyértelmiiség kedvéért tegyiik fel még, hogy a maximaligisitat keressik.
A feladat tehat egy specialis iranyitott grafban maximafis/a ut keresése. A
Viterbi-algoritmus nem mas, mint egy dinamikus progransbzdjaras tigyes al-
kalmazasa a konvolucios kodok dekodolasara.

A Viterbi-algoritmus

Tegyik fel, hogy a trellig-edik mélységében ismerjik minden e mélység-
beli csomépontba befuté azon utat, amelynek silya ezendysamtig maximalis.
Ezen részutakat azmélységbelttlél6knek nevezzik. Az-edik mélységben ta-
roljuk ezen talébket, valamint a taldik sulyat.

Az i+ 1 mélységbeli tuléket tgy hatarozzuk meg, hogy meghosszabbitjuk az
i mélységbeli tuléket a lehetséges folytatas élekkel, s az egyek mélységbeli
csomopontokba a kilonbdz mélységbeli csomépontokbdl befut6é egy-egy éllel
meghosszabbitott tugkbdl az lesz az Gj tllé, amelyiknek nagyobb az egy ag
sulyaval megndovelt sulya.

Mivel a trellis Utjai egy végcsomoépontba futnak, ezért kg egyetlen tulé
marad, a maximalis silyu ut.

4.17. példa. A 4.18. dbra trellise esetére legyer- (0,1,0,1,0,1,0,1,1,1) a vett
kddszo, ekkor a 4.28. abran kdvethetjik végig a dekddolaetée

A trellis csomépontjai felett jeldltiik az adott csomopantiefutd minimalis
Hamming-tavolsagu részit (azaz a t)dalyat, tovabba athazassal jeldltiik a tal-
élési versenytll kiesett részutak megfeteEleit. A csomépontok felett megadott

1 3 .
11 o 11
< .
1 2 4
10 10 10
3 4 6
01 01 01
0 1 2 4 5 8 T
L 00 00 00 00 00 00
Uy u2 us 0 0

4.28. 4bra. Viterbi dekodolasi példa.
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szameértékek a tulélrészutak sulyat jelentik. Figyelmesen végigkdvetve go-al
ritmus 1épéseit, eredményil §%,0,1,0,0) két 0-val meghosszabbitott dekddolt
Uzenetet kapjuk.

4.16. A Viterbi-dekodolas bithibaaranya diszkrét, emlé-
kezetnélkili csatornan

A kdvetked részben egy médszert mutatunk a konvoltcios kédok ML delésa
esetén elérhétdekddolési bithibaarany szamitasara DMC esetén.

A linearis blokk-kédokkal kapcsolatos tanulmanyokbol ésetes, hogy adott
csatorna esetén a minimalis kddszétavolsag (réviden nalisntavolsag) nagy-
saga dortien befolyasolja a kodsz6-dekddolasi hibaaranyt. Hasariélyzet a
konvoluciés kddokkal kapcsolatosan is, ezérbdépésként a kddszotavolsag tu-
lajdonsagokat elevenitjik fel réviden.

A kodolas linearitasa miatt itt is elegehd csupa 0 kédsz6t6l mérni a Ham-
ming-tavolsagokat, amit a kdvetk@zz&ppen lathatunk be. Legyenésu’ két
kilénbod kodolandd Uzenet, s jeldljg(u) illetve f(u’) a megfeled kddszot,
amelyet konvollcids kodoloval a fentiekben részletesemeeétt blokk-kédolas
tzemmodban nyertiink. Ekkor a

d(f(u), f(u)) =d(f(u)ye f(u), f(u)e f(U))=d(0, f(uau’)) (4.51)

egyenbséglancot kapjuk, ahdl linearitasat hasznaltuk fel. (4.51) alapjan tehat
f(u) ésf(u’) kddszavak tavolsaga megegyezik egy nemzéfusp u’) kddszo
csupa 0 kbédszo6tol mért tavolsdgaval. Kovetkezésképpehedsiéges kodszoé-
tavolsdgok megegyeznek a nemzérus Uzenethez tartozoakaétsesupa zérus
kddszotol mért tavolsagaval, s ez az amit be akartunk latni.

Tegyuk fel tehat, hogy a csupa 0 kddszo6t adjuk a csatornabdoli példank
folytatasaként a 4.29. 4bran lathatjuk a csupa 0 kbédszqy, semzérus lizenethez
tartozé kodszot.

A 4.29. 4bra nemzérus kddszavas 6 Hamming-tavolsagra van a zérus kdd-
sz6tol, tovabba a neki megfete(1,0,1,0,0) Uzeneti = 2 nemzérus Uzenetbitet
tartalmaz. Ha tehat a zérus kddszo helyett hibasan ezt aébdskodolnank,
akkor az 2 bithibat okozna.

A konvollcios kédoknal — a blokk-kddoktol eli@en — az egy kdédszoba koé-
dolandé Uzenethossz, s igy a kddszbhossz, elvileg szabatbmzhatd paraméter.
A dekddolas hibaanaliziséhez sziikségiink lesz a kddszalgdtaszlasara. Tud-
juk, hogy a kodszavaknak utak felelnek meg a kod trellisébéaressik be az
a(d,i) jelolést a zéro kddszonak megfaéeltbdl (zérd at) az 1. csomdpontban le-
agaz6 azon utak darabszamara, ametyelamming-tavolsagra vannak ésulyu
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10} 10},

/ 01¢” 01},
/ N
11/ N1

[ 0090 ool 00 g1 00 o1 00 foal 00fool |

4.29. 4bra. Zérus kddszbbdl ledgazd nemzérus kddszo.

lizenethez tartoznak. Bar véges méreatibit) lizenetblokkot kédolunk egy lé-
pésben, technikailag egyszeriibbegd, i) eloszlas szamitasa ha végtelen hosszu
Uizenetblokkok kédolasat vizsgaljuk.

4.18. példa. A 4.14. bra kddoldja esetéid,i) = 0, had < 5, tovabb&a(5,1) =
1,a(6,2)=2, ...

Vezessik be aga(d,i) : i,d=1,2,...} kétindexes sorozathoz rendelt forma-
lis hatvanysort:

T(D,l)= imila(d,i)liDd. (4.52)

(A formalis hatvanysorok tulajdonsagaival kapcsolatogeunk pl. [34] 10.3.
pontjara).

4.19. példa T (D, 1) meghatatarozasanak egy modszere).
A 4.16. abran lathaté allapotdiagramot a 4.30. abran latfidyamatgraffa ala-
kithatjuk.

A leagazéas-folyamatgr# B jell csomopontja a 00 allapotnak, migxazy, Z
jell csomopontok a harom nemzéré allapotnak felelnek mgy. a leagazas-
folyamatgrafA bemeneti pontja a zéro Gtbdl torteleagazasnak, miggkimeneti
pontja az abba val6 dsvisszatérésnek felel meg. A graf éleinek cimKéX,
ha ezen éj = 0 vagyj = 1 Gizenetbit hatasara j6tt |étre, illetkddamming-sulyl
szelete a megfelélutnak. Egy Uthoz az élei cimkéinek szorzatat rendeljuk. A
leagazéas-folyamatgré&fbemeneti é8 kimeneti pontja kdzétti utakra igy kiad6do
értékek tsszege a keresgtD, | ) sort adja.

Példabeli kddolénk esetén az

X = ID?A+1Z,
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A B

4.30. abra. A konvoluciés kédol6 leagazas-folyamatgrafja

Y = IDX + DY,
Z =DX+ DY,
B=D?z
lineéris egyenletrendszdib
B=T(D,I)-A

felhasznélaséavar, (D, ) megkaphatd:

ID®

TO.N =150

=ID%(1+2ID +41°D? +-..). (4.53)

Innen kiolvashaté a keresett sulyeloszlas:

. 2-1 had=i+4,i=1,23,...
a(d,i) = { 0, egyébként ' (4.54)

M(kodjon a kédolo blokk-kodoloként véges lizenethossrdznaljuk a Vi-
terbi-dekddolast. A dekddolas eredménye egy a leadott @édbesetleg eltér
at, amely bizonyos csomopontokban ledgazhat a zér6 Gthajt) egy késbbi
csomopontban visszatérhet bele, s esetleg Ujra elagaabie.b

A dekddolt Ut szakaszokra bonthatd: egyes szakaszaintagyditsupa zéro
attal, majd leagazik, s visszatér abba. A ledgazastol aatéessig tartd rész-
utat huroknak nevezzik. A fentiekben megallapitottuk &bkia(d, i) eloszlasat.
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Jeldlje aWj valoszinlségi valtozo az uzenetbit-hibak szamat a dékatdp-edik
mélységben induld hurokjabap£0,1,...,L —1). Definicio szerint legyew,; =
0, ha nincs ledgazasjaedik pontban, vagy ha egjt megebz6 pontban indult
egy hurok, s még nem tért vissza a zéro ltba.

L1
Hal jeldli az Gizenethosszt, akkaV, definicigja alapjan nyilvanaz= 5 W,
j=o0

0sszeg az lizenetbithibdk szamat ad6 val6szinliségi §alfz ! valészinliségi
valtozé adja az egy dekddolt bitre@ebithibaaranyt. Ennek varhaté értékével
definidljuk aR, atlagos bithibaaranyt, azaz

L W
=E . 4.55
P (le 3 ) (4.55)

DMC esetén nem nehéz féldbecslést adni annak a valoszinliségére, hogy
az atkuldott zéré kddszo helyett egy attbHamming-tavolsagra lévkodszora
dontiink ML dekodolas esetén. Bevezetve ezen (par-) hilessdaény valdszinl-
seégere &, parvaloszinliséget, arra egy

alaku fel® becslés adhato, ahal > 0 az adott csatorna paramétebeifliggd
mennyiség (plw a Bhattacharyya-tavolsag). Ez a kdvetezpp lathat6 be. Le-
gyenx; a leadott kddszdx, egy ©le d tavolsagra le§ kédszo, valamint legyen
y a vett sz6. A vételi oldalon természetesen nem tudjuk, hagyolt a leadott
kodszo, s igyy ismeretében ax; illetve xo kddszavak kozul a valosziniibben
leadottra szeretnénk donteni. Vezessiik #8;aD, ML déntési tartomanyokat,
ahol

ye D1, ha Ply[xi}>P{y|xa},
ye Dz, ha Ply[xa}>P{y|xd}. (4.57)

Hibat akkor kdvetiink el, hg € D,. Ennek megfelélen a hibavaloszinliség
I:)e,pér: % P{y | Xl}- (4-58)
yel2
(4.57) és (4.58) alapjan a kovetketelsd becslést adhatjuk:

P{y | x2}
yeéz P{y | xa} 7P{y B <

S VP [xa}P{y [ X2} =
y

IN

Pe Jpar

IN
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1

d
(z VP{y|0}P{y] 1}) : (4.59)
y

(Z VP | X }P{y | x2n}> —

y

ahol az utolsé |épésben kihasznaltuk, hogy am@kre, amelyekre, = xon, a
szumma 1-gyel egyedl Bevezetve a

w = —log, (Z VP{y|0}P{y] 1}> (4.60)
y

jelélést, a bizonyitando (4.56) fédecslésre jutunk.

Vezessiik be aa;j(d, i) jeldlést a vizsgalt véges Uzenethosszra a zéro kodszo-
nak megfelgd uthdl (zéro at) g-edik csomdpontban leagazé azon hurkok darab-
szaméara, amelyekHamming-tavolsagra vannak ésllyu Uzenethez tartoznak, s
amelyek legké$bb azl -edik melységben visszatérnek. Nyilvayid,i) < a(d,i)
tetsdleged,i és|j esetén.

Az eddigiek alapjan az

EW)<Si-$a(d,i)2™") (4.61)
j Z %1
felsd becslést kapjuk, ahonnan(d,i) < a(d,i) felhasznalasaval a
R<Y Yi-adi)2") (4.62)
2%
eredményt kaphatjuk. A (4.52) és (4.62) 0sszefliggésekevgysével a
R < aT(D’I)‘ (4.63)
ol |=1D=2"W

praktikus végformulahoz jutunk.

4.17. Rekurziv konvollcios kédolas

A 4.14. szakaszban lattuk, hogy a konvollciés kddokat gegnatjuk ebrecsa-

tolt shiftregiszterek segitségével. Ha a regiszterelaladt valamilyen linearis
logikan keresztiil visszacsatoljuk a kédoldé bemeneténeAtiglanosabb kddosz-
talyhoz jutunk, aekurziv (visszacsatolt) konvollcids kéodkhoz. Ezek a kédok
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Ct

dt
/—D = Ut—1| U2 Ut—m
Ut

H(x)

4.31. abra. Visszacsatolt konvollcios kodolo.

szintén linearis idinvarians fa-kodok, &m a kényszerhossz a legtdbb eseégen v
telen: egy darab 1-es bit végtelen hosszu ideig keringhétialkban, igy egy egy
sulyl bemenet végtelen sulya kimenetet generalhat. Eaalarisag igen hasz-
nos lehet bizonyos koédkonstrukcidknal, példaul a 4.18&azzban targyalt turbo
kodokndl. Az ebrecsatolt konvollcios kédokhoz hasonléan tovabbra ik bsa
néris kddokkal foglalkozunk.

A visszacsatolt kodol6 struktiraja a 4.31. dbran lathato. |

di = [dh1,. .., 0]

jeldli a kddoldba @ idépontban belépk bites Gizenetkeretet,
Ct = [Ct1,. -+, Ctpn)

az onnan kilép n bites kddszokeret, végll pedig

Ut = [ut,lv LR ut,k]

a shiftregiszterbe tidépontban belépszintérk bites Uigynevezett allapotkeretet.
A kodolot két generatorpolinom-matrixszal irhatjuk leszen a shiftregiszter-
ben tarolt allapotkeretek nem csak a kimenetet, hanemtaegifizterbe beldpyj
allapotkeretet is befolyasoljak (azbegcsatolt esettel ellentétben a regiszter nem
az Uzenetkereteket, hanem azoknak egy modositott vaitozat allapotkerete-
ket tartalmazza). Vegylk észre, hogy a bemenet kdzvetteemil befolyasolja a
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kimenetet, hiszen az ékicsatolas az ets6sszead6 utan van. (Ez az analizist
megkdnnyib elrendezés azonban nem jelent megszoritast, hiszedrazstold
sulyok alkalmas megvaltoztatasaval ez a kicsatolas ae§séz elé hozhatd.) Az
elérecsatolast & x n méretl

G(x) = [gi,(¥)]

matrix hatarozza meg, ahgl;(x) = gi,j,0+0i,j,1X+---+0;,;,mX" ifja le az allapot-
kereteki-edik és a kddszokeretgkedik bitje kdzotti 6sszefliggést, ahol— az
elérecsatolt konvollcios kédoknal hasznalt jeldlésekhesohidan — a kddolo
regisztereinek szama. Az allapotkereteddik és az Uj allapotkergtedik bitje
kozotti kapcsolatot &; j(X) = hj jo+hij1X+ -+ hi j X" polinom irja le, ahol
hi j,0, a konstans tag egyutthatoja, az lzenetkieeelik bitjenek hatasat mutatja
az Uj allapotkerej-edik bitjere. Ah; j(x) polinomokat matrixba rendezve kapjuk
a visszacsatolast meghatarozo

H(x) = [hi,j(X)]

k x k méretli négyzetes matrixot. A tovabbiakban azzal a tipgssstel foglalko-
zunk, amikor

<« 1 hai=]j
Mijo=3i] _{ 0, hai#j

Ennek szemléltetésére a 4.31. abran a bemenetet kdz\uetamiis vezettiik be a
visszacsatolast leitd (x) blokkba.

4.20. példa. A 4.32. abran egy egy bemenetli egy kimenetl(i visszacsaiolp-
lcios kddolé altalanos séméja lathato.

A rekurziv konvolucios kédok az @tecsatolt konvoluciés kodokkal teljesen
analég médon kezelh&gtk. Ugyanugy elkészithetjiik a kddolé allapotgrafjat; tre
lisét, és a Viterbi-dekodolast is valtoztatas nélkul atkathatjuk. Mindebdl ko-
vetkezik, hogy a Viterbi-dekddolas bithibaaranyara kbaibadott felé becslés
is érvényben marad.

Atovabbiakban meghatarozzuk adedcsatolt konvollcios kodoknal mar meg-
ismert

c(x) = [c1(X), .- .,Cn(X)]

kodszopolinom-vektort a
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C

d1,1,m

hiim

4.32. abra. Visszacsatolt konvolucios koddés 1, n=1.

Uzenetpolinom-vektor segitségével, ahol

Cj(X) = Co,j+ C1,jX+C2j(X) +... j=1,...

és

dj(x):do7j+d17jx+d27j(x)+... i=1,...

A levezetéshez sziikségiink lesz még az
u(x) = [us(X),. .., ux(x)]

allapotpolinom-vektorra, melynek elemei az

Uj(X) = Ug,j + Uy jX+ Uz j(X) +... i=1,...

k

polinomok. Ha a kddolot a csupa nulla allapotbdl inditjukkar definicio szerint
legyenu,; =0, hat =—-1,...,—mésj=1,... k. Ekkor a visszacsatolasokat

figyelembe véve az

m k
U j = Zzlhi,j,lut—l,i‘i‘dt,j
I=1i=

(4.64)

alaku egyenletekhez jutunk mindérs=0,1,... ésj =1,...,k értékre. Szoroz-
zuk meg a (4.64) egyenletétnel, és a kapott egyenleteket 6sszegezzilk minden
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nemnegativ-re. Ekkor

ui(x) = %Ut,jxtz
t=
o m Kk 00
=22 Zhi,j,lut—l,ix“r Z}dt,jxt =
t=0I=1i= t=
o m k o0

= %IZ_ZLhi,j,IXIUt—I,iXt_I + %dt,jxt =
t=01=1i= t=
B Lii—ihi’j’lXI tiutuxt' +tidt7th -

= ig hi,j7|x'ui(x)+dj(x).
i=11=1

Figyelembe véve, hogy binaris kédokkal dolgozunkgs = & j, a

k
dj(x) = _;hi,,-(x)ui (%) = [U1(¥), .., w(¥)] [, (x), .., e (]

egyenletekhez jutunk,=1,...,k. Innen pedig a
d(x) = u(x)H(x)
kifejezéshez jutunk, amid
u(x) =d(x)H *(x)

adodik, ahoH~1(x) aH(x) inverze. Ekkor, mivel a kimenet megkaphat6 egy)
bemenetlG(x) elérecsatolasu konvollcids kodold segitségével, areebatolt
konvoluciés kddoknal bizonyitottak alapjan a kédszépmitirvektor a

c(x) = d(x)H (x)G(x) (4.65)
formaban irhatd. Az igen fontds= 1 specidlis esetben

~di(x)
o= h:1(x)

[91,1(X),- - -, 01,n(X)] (4.66)

adodik. Azon specialis esetben, amikor nincs visszadgeat@zaz a kodolonk
ténylegesen egy étecsatolt konvolucids kddolé] (x) éppen & x k méretii egy-
ségmatrix, és igy (4.65) a kordbban mar megisroett = d(x)G(x) dsszefiig-
gésre egyszeriisodik.
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d G

4.33. dbra. Rekurziv szisztematikus konvolUcios kodol6.

4.21. példa. A 4.33. abran lathaté rekurziv szisztematikus konvollugiédolo
esetérgy o(x) = 1+x* éshy 1(X) = 1+ x+x2 +x3 4+ x*. Vegyik észre, hogy az
elsd kimenet kicsatolasa az él§sszeado étt torténik, és nyilvare; (x) = di(X)
(ez egyébként némi atrendezés utan megfetgli@x) = hy 1(x) esetnek). Ekkor

cx) = [a(x),c(x)]=

— d(x) (1’ gii(g) B
o <1 1+x4 >

T1HXH XX x4

(4.67)

4.18. Turb6 kédok

A turbé kédok a kédelméleti kutatas legljabb vonalat jelentl993-as felfe-
dezésukkel (Berrou, Glavieux és Thitimajshima [9]) megpetk az el§ olyan
praktikus kédok, melyek jelsebessége megkozeliti a asakapacitast. Jelen pil-
lanatban gy tlnik, hogy széles korl elterjedésiiknek agdeddolas és dekddo-
las soran fellép nagy késleltetés, illetve a viszonylag nagyobb kompdexdzab
hatart (bar ez utébbi tekintetben igen biztato eredményeieigjelentek mar, pél-
daul [29]). Az Grtavkdzlésben napjainkra a turbé kodokkalkmnazzak leggyak-
rabban (példaul EN 301 790 szabvany), és alkalmazasukatvazSUszabvany
(4.19. szakasz) is javasolja.

Az eljaras alapgondolata az, hogy a 4.34. abra szerintgitlik kdzbeiktata-
séval parhuzamosan kapcsolunk tébb kédolét, az ugynéderaponenskddolo-
kat, és ezek kbédszavait dsszeféslilve kapjuk a ténylegez&@dA gyakorlatban
a komponenskédok leggyakrabban visszacsatolt konvadkd@idok.

A dekodolas soran a komponenskadokat kilén-kilén dekdkiohzonban
a dekddolas soran felhasznaljuk a tébbi komponenskdd déksa soran kapott
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Y

1. kédolo —

l

bitkeve

Y

2.kédol6 ——

Y

bitkeve®
!
l
bitkeve®

L] nkédols —

kimenet

4.34. abra. A turb6 kédolo altalanos struktiraja.

eredményeket. A tapasztalatok szerint az igy elérhitavaldszinliség nagysag-
rendekkel kisebb lehet, mint ha az egyes komponenskaédalatkilon hasznal-
nank.n kédol6 6sszekapcsolasa esetén egysebességi kédot kapunk. Ahhoz,
hogy a kddsebességet az alkalmazasok igényei szerintrelakilk, az egyes kom-
ponenskédszavak bizonyos bitjeit eg@rel meghatarozott minta szerint toroljik,
azaz nem tovabbitjuk. A vében a torolt bitek pozicidja ismert, igy a dekddolas
soran ezek torléses hibaknak tekintrekt, és ennek megefein javithatéak. A
gyakorlati dekddolasi eljarasok soran azonban a tordkbita vedben leggyak-
rabban nullakkal helyettesitjik.

4.22. példa. A 4.35. abran egy standard turbé kddolé struktaraja lathAté&ét
komponenskod azonos, a 4.21. példa $ebességi rekurziv szisztematikus kon-
volucios kédja. Mivel a két kddban a szisztematikus részreesdtl eltekintve
azonos (hiszen a bemeneti bitsorozatot a 2. kédold szarearaipaltuk), ezt csak
egyszer tovabbitjuk: igy 0sszességében effyskbességl kddhoz jutunk (bizo-
nyos paritasbitek térlésével a jelsebesség ddtgesen megkozelitheti az 1-et).

A tovabbiakban ezen a példan magyarazzuk el a turb6 kédekddsét; en-
nek altalanositasa tobb illetve mas tipust komponenskédwm okozhat prob-
[émat. EBszor is fontos megjegyezni, hogy bar a turb6 kédok magjadddicios
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d xl(i
&)

(p1)

T X
(p2) ©
X| 2
bitkeve® T

(D)

4.35. abra. Turb6 kodolé.

kddoldk alkotjak, ezek a kdédok ténylegesen blokk-kddolkal &gy blokk mérete
a bitkeved hossza. Mind a kddolast, mind a dekdédolast blokkonkérdrkire-
gezzik el. A blokkméretet a tovabbiakbigrval jeldljiik, tipikus értéke 2216
kozott van.

Az érked di,dy,...,dx adatsorozatot kozvetlenil tovabbitjuk a kimenetre,

igy kapjuk az® X%, ..., x¥ sorozatot (a= felsd index a szisztematikus széra

utal). Az el$ komponens kédolé@y, da, . . ., dk bemenetre axgpl),x(zpl), P

paritashit-sorozatot generalja. A masodik kédol6 bermé@eetizonban — a bit-
keve® kdzbeiktatasa miatt — az eredeti adatsorozat egy pernudthibzata, a
1,d5, ..., di sorozatkerll, és ehhez generalja a masodik kédokﬁ)”ﬁzx(zp”, ey
P paritasbit-sorozatot. Igy végiil a csatornabaiflzx{P! | x{P) x{ x{P) x{p)
XS P (P pitsorozat keriil. Torlés alkalmazasa esetén a paritashit-
zatok ebre meghatarozott elemei nem keriilnek tovabbitasra.

A dekddolas megkdnnyitése érdekében aa ktsnponenskddolot blokk-ko-
dolas Gizemmddban hasznaljuk; visszacsatolt konvoluadeIbk esetén is el-
érhet, hogy a kédol6t tetsteges allapotbdl elinditven U] bit beléptetésével a
kddolé a 0 allapotba keruiljon. A killdnbség csupan annyiyhuig az ebrecsa-
tolt esetben ez mindign darab 0 beléptetésével tortént, addig a 4.22. példaban
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ehhez a 0110 allapotbdl kiindulva rendre,®, 0 karaktereket kell a bemenetre
adni. Mivel a két kédol6 parhuzamosan mikodik, altalabem érheb el, hogy a
masodik kédolo is egy éfe meghatarozott allapotban alljon meg.

A kodol6 utols6 — eddig még nem vizsgalt — komponenese a \mtike A
hagyomanyosan hasznalatos strukturalt bitkédez! ellentétben (ilyen példaul a
blokk-bitkeved, amikor egy négyzetes matrixba sorfolytonosan irjuk atadt
és oszlopfolytonosan olvassuk ki) a turbé kdédok esetébeto$o hogy a permu-
tacié minden lathato strukturat nélkilozzon: ez biztasitpgy a kod a csatorna-
kodolasi tétel bizonyitasa soran megismert nagy blokkhiogéletlen kad jellegi
legyen. Ezért leggyakrabban alvéletlen bitkéket hasznalnak.

A turb6 kédok dekédolasa

A bitkever® jelenléte miatt a turbé kédok ML dekddolasa praktikus §nag
blokkhosszak esetén gyakorlatilag megvaldsithatatlags komplexitasbél ado-
do szamitasi kapacitdsigény miatt, ezért a dekddolas sgraazuboptimalis ite-
rativ eljarast, a BCJR algoritmust szokas alkalmazni £lé&t& mas dekddolasi
modszerek is, illetve az itt bemutatott médszer javitottozatai, melyekre itt
nem tériink ki). Az eljaras lényegét Bahl, Cocke, Jelinek &giRdolgoztak ki
1974-ben [5], és a turbo kddok megjelenésével kis médasitéigra az érdekt
dés kdzéppontjaba kertilt. Az iteracios lépések soran adibddé@z egyes bitek
eloszlasara becslést ad, és a koveikiszracioban a dekddolast ezen a priori el-
oszlast feltételezve végezzik el. Egy iteracio két IépEab, melynek soran
elébb az elé, majd a masodik komponenskdd dekédolasat végezzik eké de
dolt eloszlast a fentiek szerint tovabbadva ab elskoderBl a masodiknak, majd
a masodikbdl az etmek, és igy tovabb.

A dekader blokkdiagrammjat a 4.36. abra mutatja, aholy ™, y(™ a csa-

torna kimenetén az®, x ™ x(* bementek hatasara megjefieitek, Lie(d)) és
Loe(d) az egyes komponenskodok dekddolasa soran nyert Grd kiftemacio,
melyet a dekddolas kdvetkéiépésében a priori informacioként hasznalunk fel.
Figyeljik meg, hogyan biztositja a bitek megfélsbrrendjét az efsés masodik
dekdder kozott 160 bitkeveb illetve a masodik és ebsdekoder kdzott elhelyez-
ked) bitvisszakevds, amely az €z6 bitkeved inverz leképzését valdsitja meg,
azaz a permutalt bitsorozatot visszaallitja az eredeteadbe.

(P1) P{d =1}

A dekoédolas soran észor azyl(s), (" értékek és akoe(d)) = log Ba—o} &
priori informéci6 alapjani(=1,...,K) egy UjLie(d|) becslést készital g:zé%

kifejezésre. A 2. dekdder ezt az informaciot, a megtedrrendbe rakolyl(s)’
szisztematikus biteket és ey%”) paritashiteket felhasznalva Upe(d|) becslést



278 4. HIBAJAVITO KODOLAS

Loe(dl
I bitvisszakeva’isl 2e(4)
Loe(d Lyo(d Lyo(d
() =) ld)
yP 1 dekéder v 2 dekéder
§e
|
g A(d))
bitkeve® |:':|
Int
'/\(d|)

4.36. abra. A turb6 dekdder blokkdiagrammija.

a priori o . kilso
P bitvisszakevedy

kiilst ] B a priori
U0 bitkevei® P >

Y

2. dekoder

1. dekdder

4.37. abra. Informéaciéaramlas a két dekdder kozott.

készit. Az eljarast addig ismételjik, amiglag(d|) ésLoe(d)) értékek csak ki-
csit valtoznak meg. (Masik lehetséges megallasi feltéielaz iteracidk szamat
elére régzitjuk.) A dekdderek kozotti informacidéaramladtgpemiélteti a 4.37.
abra. Ezutan a 2. dekdder bz(d,) apriori informaciot feltételezve kiszamitja a
tényleges

P{d = 1|y|(3)’,y|('°2),l =1,...,K}

A(d) =log .
P{d =0y y\" =1 K}

értéket. Ha\(d,) > 0, akkor értelemszer{ei = 1-re dontiink, egyébkédf = 0-
ra. (AA(d) éslae(d) kdzotti kulénbségre itt nem térink ki. Az eltérés célja az
iterativ dekddolas stabilitdsanak biztositasa.)
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A turb6 kédok teljesitményanalizise

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan lehet egyszerienlbezsurbé ké-
dok ML dekédolasanak hibavalészinliségét, és hogy milgkeqj( teljesitmény-
gorbét varhatunk el a turb6 kodoktol. Mivel a Gauss-csa@yakorlati szem-
pontbdl sokkal fontosabb a binaris csatornaknal, ebbeszbeh erre koncentra-
lunk.

A bithibavaldszinliség vizsgalatakor a konvollcios kd@dknar megismert
unio-korlatot fogjuk alkalmazni. Mivel a turbo kédok linggikodok, a korabban
megszokottak szerint azt feltételezziik, hogy a csupa Odieeklldtik at, és eh-
hez vizsgaljuk a hibazas valdszinlségét. A bithiba vahis2g abban az esetben,
ha azn-edik kédszo6ra dontiink a 0 helyett

Py(n| 0) = Wn/K Peparn,

aholw, az n-edik kdédszbéhoz tartoz6 nem 0 lizenetbitek szama, azaeealik
koédsz6 Gzenetsuly®e parn pedig annak a valoszinlsege, hogyaeik kodszora
hibazunk. Ha an-edik kddsz6 sulyal,, akkor — a Viterbi-dekddolasnal latottak
alapjan —p paraméter( binaris szimmetrikus csatorna esqién1/2)

Peparn < (2¢/p(1— p))dna
Gauss-csatorna esetén pedig megmutathato [19], hogy

2d R:E
Pe,pélr,n = Q < nl\lj\;c b) )

aholQ(x) = ®(—x) a standard normalis eloszlas farokeloszl&kaa kod sebes-
ségeFy, az egy informacios bit atviteléhez felhasznalt enelyig2 pedig a csa-
torna kétoldali spektralis stirliségfuggvényeEgzNy értéket jel—zaj viszonynak
nevezik). Ekkor a bithibaval6szinlség

R < PBy(valamilyenn-re hibdzunk
2K
zK > ¢(2y/p(1-p)* BSC
Y P(n|0) <4 T (4.68)

2K
n=1 3 U (w/—Zd”,\'chb> Gauss
n=1 0
csatorna esetén.

Jeloljik ad sulyu kédszavak szamBty-vel, és az ilyen kddszavak lizenetsu-
lyanak 6sszegdiy-vel. Definidljuk a kddszavankénti atlagos uzenetsulyt a ko
vetked modon:

IN

. Wy
W= —.
My
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Mivel egy K hosszlu bemenét /R. hosszi kimenetet eredményez, ekkor Gauss
csatorna esetén a bithibavalészinliségre vonatkozd keldat a kovetkea for-

maban irhatoé:
A K& Mawiig of J2ReEo)
dz;free K NO

M freewf ree Q dereeRch
K No ’

IN

(4.69)

ahol dsree a turbé kod minimalis vagy mas néven szabad tavolskligae. a mi-
nimalis sulyl kddszavak szama,Wgee €zek atlagos informécids sulya. Mivel a
normalis eloszlas farokeloszlasa igen gyorsan csokketplatbeli kbzelités nagy
En/No érték esetén (azaz kis zaju csatornan) igen pontos. Az fogtikiadzelitést
szokasszabad tavolsag aszimptoidk is nevezni.

4.23. példa. A 4.22. példaban megfelebitkevebt alkalmazva = 65536 esetén
dtree = 6, Weree = 2, Mtree = 3 adodik.

A turb6 kodok esetében a szabad tavolsag altalaban elég ARizsnban kis
jel—zaj viszony és nagl{ esetén a minimalis sulyu kédszavak szama jobban be-
folyasolja a teljesitményt, mint a minimalis kodtavols@&pntosan ez jellemzi a

Pb
10° 4+
10ta-—— o
1024 \
1034 \
10744 N
10054+ o S
10°6- e .,
107 |

108 4+—+ v v+
0 02 04 06 08 10 1.2 14 16 1.8 En/No[dB]

4.38. bra. A dekodoléas hibavaloszinlisége és a szabdsidgaszimptota a 4.22.
példa esetén Gauss csatornan; alvéletlen bitketer 65536,R; =1/2 .
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turbo kodokat: igaz ugyan, hogy a minimalis kédtavolsagikiam a viszonylag
kis sulyu kédszavak szama nagysagrendekkel kisebb lelétanrhagyomanyos
hibavéd kdédok esetén, amelyek a minimdlis tavolsag maximalizéasreked-
nek (lasd a 4.23. példat). lly médon a turbo6 kédok tavolsafijja sokkal jobban
hasonlit az ,,optimalis” véletlen csatornakddok tavolsafjjara. Ennek kovet-
keztében a turbé kddok igen jol viselkednek nagyon zajotoosa esetében, am
ahogy a jel-zaj viszonyd) a hibaval6szinliség-gorbe hirtelen ellaposodik, és a ki
minimalis tavolsag miatt nagy jel-zaj viszony esetén m@yoab hibat kapunk,
mint mondjuk egy jol valasztott hasonlé komplexitasu kdae®s kod esetén
(lasd 4.38. abra).

4.19. Kodok konstrukcidja tdbbsz6ros hozzaférésl
kodosztasos csatornakhoz (CDMA)

Tegyik fel, hogyT szdmu potencialis felhasznél6 egy kozos digitalis csatorn
kivan kommunikalni. A rendszerben maximaliddrfelhasznalé lehet egyszerre
aktiv. Az éppen aktiv felhasznalok halmaza a potencialimgznalok halmaza-
nak egy véletlen részhalmaza. Altalanos esetben egy éigizélodo felhasz-
nélo tetsdleges idpillanatban Iéphet a csatorndba, azaz nem tételezhedlink f
id6koordinaciét a kulonbdz felhasznaldk kozott. Hasonléan nincs frekvencia-
koordinacié sem, azaz a teljes rendelkezésre allo sass&glet hasznalhatjak a
felnasznalok. Kovetkezésképp az aktiv felhasznalok jglgizhetnek a csatorna-
ban, amely az atvitt izenetek — legalabbis részbeni — ss#fitdkozza.

A klasszikus tébbhozzaféréses esetekb@n gy frekvenciaosztast alkal-
maznak, s igy ortogonalis részcsatornakra bontjédba illetve frekvenciaban)
a kdzos csatornat. A mi esetiinkben egy mas ,dimenzidbaréazik el a k-
16nb6d felhaszndalok egyidejli (izeneteinek ,ortogonalizalasa modszer a
kodosztas alkalmazasa. Az egyes felhasznaloknak sajat kddink, amelyek-
kel megkulonboztetjildket egymastdl. Nyilvanvald, hogy a kddokat nem lehet
akarhogyan megvalasztani. A kodokra ,ultetett” lzenedehelyek az egyes fel-
hasznaloktdl érkeznek, tkdznek a csatornaban (pl. 6dédeak), igy a venni
kivant Gzenet hasonld strukturaju jelekkel keveredve (éndszerzajjal) érkezik
a vebbe. A tdbbhozzaféréses kddosztasos rendszerben a kadtjieltéd a
klasszikus esetekhez képest, ahobstsban hibakontroll (javitas, detekcid) cél
jabol alkalmaztunk kédolast. A mostani esetben a kodol&ésseést is végzink,
azaz megjeldljik vele azt a felhasznalét, aki az Gizenetdt.killas szemszodgh
nézve viszont, az adott esetben is zajjal, a rendszergagahben kivanjuk védeni
az lUzenetet, ilyen értelemben a kodvalasztas (Mifethasznalészam mellett) az
Uzenetek detektalasi hibavalészinliségét befolyasaljeddszévalasztas maodjat
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azonban nem csak a megkivant detektalasi hibavaldészjrszsdja meg, hanem
egy legalabb ilyen fontos kritérium, a megfélelzinkronizalhatésag. Emlitettik,
hogy az egyes felhasznaléldiden fiiggetlenil kezdhetnek kommunikalni, igy a
ved el feladata — digitalis 6sszekottetéblévén sz6 — bizonyos szinkroniz-
mus (a kdédszdszinkron) megteremtése 6nmaga és adoéja. kBAdtds kovetel-
ménynek egyféle ciklikusan ortogonalitast mutatoé kodsidlaz — a multiple-
xal6 kédszavak halmazanak kédsz6) — kivalasztasa tehet eleget.

A '90-es évek kezdetére szamos jefmpolgari kommunikéacios alkalmazas-
ban is megjelentek Rddosztasos tobbszorts hozzafér@gCDMA, Code Divi-
sion Multiple Access) rendszerek (lasd pl. [46]). kAzvetlen sorozatl(Direct
Sequence, DS), a lassu vagy gyfnekvenciaugratasos(Frequency Hopping,
FH), valamint azd ugratasosTime Hopping, TH) rendszerek képeziC®MA
rendszerek alaptipusait. A CDMA Iényege az, hogy nem tétédeaz idb- vagy
frekvenciatartomany kézponti szinkronizalasat (egy kiapt).

Lassu frekvenciaugratadsos (SFH) tdbbsz6rds hozzafezédézer példajat te-
kintve a kodT kodszét — itteni terminol6giaban frekvenciaugratas-zatot —
tartalmaz. Minden felhasznal6 szamara kiosztunk egy &ekiaugratas-soroza-
tot. A felhasznalhat6 frekvencidk szamaahol tipikusanT > q. Feltételezzik,
hogy az aktiv felhasznaldk informéaciés egységeiket (cgpreaen sorozatok-
nak megfeled frekvenciakon tovabbitjak. Tegyuk fel, hogy az aktiv fedhnalok
ugratassorozat-aszinkronok, de csomag-szinkronok,tezagynél tébb felhasz-
hosszban (tk6znek, s egymast ,megsemmisithetik”. Eztlgtmtna 4.39. abra
M = 2 esetre, ahol &edik id6szeletben a 2. frekvencian allbaltktzés.

Lassu frekvenciaugratasos tbbbszorés hozzaférésre adk®M, ahol a ba-
zisallomas a hivaskor kioszt egy ugrassorozatot.

Minimalizalni kell az elkertlhetetlen csatornabeli Utk8ek hatasat, s ehhez
az Utkozések szamat minimalizalb,elemi ugratassorozat-halmazt generalunk.
Ennek elemeit osztjuk ki egy-egy felhasznalonak. Jeldti@z n hosszusaglh
abéce feletti multiplexalé kédszavak halmazat:

Cr= {c(l),c(z),...,c(T)}, cefpn

A C* kbd tehat a tdbbsz6ros hozzaférési kddolast végzi, vagkédpa kife-
jezve a multiplexélast. A multiplexalé kéd a ,hatdn” hordazaz izenetcsoma-
gokat, amely csomagok minimalis szamban tdftéarulését kivanja a kodolas
garantalni az aszinkron tébbszorés hozzaférési csamala tovabbitasukkor.
Egy tovabbi kédolast, torlés- illetve hibajavité kodolésalkalmazva, lehéség
van arra, hogy a mégis megsériilt csomagokat kijavithassaltden. A feladat
ebben a megkdzelitésben tehat alapeataC* kdd tervezése, mivel a hibakontroll
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4.39. abra. Utkdzéses FH csatorna.

kodolas fazis klasszikus, ismert 1épés.

A C* kéd hatékonysagat kédszavai ciklikus tavolsaganak mimiawal mér-
juk, amit kodosztasos rendszerterdegzétarbdl szarmazo ekvivalens korrelacios
fogalmakkal is leirhatunk. E célbdl ciklikus auto- valamkeresztkorrelacios
mennyiségeket vezetiink be:

n—1

; f(c,Cir)

aC* koéd autokorrelaciés paramétere, valamint

Aa = max max
ceC* 0<t1<n

n—1

> 1)

t=

Ac = max max
c,6eC* 0<T<n
c#£C
a C* kad keresztkorrelacios paramétere, ahol az indexbeliedskrs modulm
értend. Az f leképezés valasztasa Bxkarakterabécét fliggéen a kovetkez a
tipikus rendszerekben: binéris DS rendszerekben, arfiker{+1, —1}:

f(uv)=u-v,

aholu,v € {1,—1}, a szokasos skalarszorzas korrelaciét kapjuk, ha pedig
{1,2,...,q9}, g-éris &bécé, akkor az

f(u,v):{

1, hau=v
0, egyébként



284 4. HIBAJAVITO KODOLAS

definicioval aHamming-korrelaciot kapjuk. Kétn karakter hosszu sorozat kozti
Hamming-korrelacié azon karakterpoziciék darabszama|yden a két sorozat
azonos karaktereket tartalmaz (azaz a Hamming-tavolsamplemense”). FH
rendszerekbeq > 2.

A C* kéd konstrualasa sorén a

}\max — max(}\a, )\0)

értéket szeretnénk minél kisebbre beallitani.

Rendszertervéi szemszoghl tekintve kicsiA. érték azért sziikséges, hogy
minimalizéljuk a kilénboé aktiv felhasznalok csatornabeli jelei kdzti interferen-
ciat (rendszerzaj). Hasonl6an a Kisértékre térekvés a véwkddszinkronizacios
képességeit kivanja névelni. ¥nax paraméter minimalizalasa szimultan szeretné
optimalizalni a\; ésA. értékeket.

Eddigi jel6léseinknek megfeléén

(n7T7)\maX7 F)

paraméternégyessel jellemezhetjiR*akddot, aholT = |C*|. Két kdd egybeve-
tését azonoa szohossz é6 4bécé mellett & potencialis felhasznalészam és a
Amax korrelacids paraméter alapjan végezhetjik. Ha csak Fteigzkkor a% és

Am—ﬁ‘ szOhosszra vett relativ paraméterértékeket vethetjibeegy

4.24. példa. Tegyuk fel, hogyg kulénbdd frekvencia all rendelkezésre, és csa-
torna idbszeletenként barmelyiket valaszthatjuk a csatornabt pdszamara,
tehatg-FSK modulaciot végezhetiink. Ez azt jelenti, hogy nemlsniébdolast
alkalmazva GHf) felett dolgozhatunk a csatornakdd elkészitésekor, qlvala-
mely primszam vagy primhatvany.

Minden forrasnak két kiilénb@zipusu informaciot kell a csatornaba juttatnia.
Az eqgyik a forras (felhasznal6) azonositéja (cime), a mazikzenet.

Ezen informéacidk kddolasanak egyik médja az alabbi. A ®biharis soro-
zatabol képezziing-szintli karaktersorozatot, s egy kddszéba koddolandoédizen
legyen egy karakter, azaz Gffegy eleme. Egy megfel@lkod ezen lizenet ko-
dolaséra egyq— 1,1) paraméterii GFg feletti RS-kdd. Ekkor al =n—k+1
Osszefliggés alapjah= q— 1 adodik a minimalis kodszoétavolsagra, azaz tetsz
legesen kivalasztott két kodszo minden koordinatdbannkidik egymastol. A
kdd generatorpolinomja lehet a

9(x) = (x—1)(x—0)--- (x—a),
ahola a GF@) primitiv eleme. Kdnnyen belathato az

(x—a92)g(x) =x41 -1
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felhasznalasaval, hogy
g(x) =x32 4 a3 4 a3 4. L a®x+q,

haq= 2 alakd. Igy a kodszavakat d4,092,a%3,..., a) vagy — ekvivalens
kodot hasznalva — a& = (1,a,0?,...,a92) GF(q) feletti vektornak az lizenet-
tel (GF() elemmel) tortét szorzasa generalja. A kilénkibiazenetekhez rendelt
kddszavak aZ vektor elemeinek ciklikus eltolasaval generalhatok. miselat-
hat6, hogy a kddszavak egymastol azomps,1 tavolsagra vannak.

Ennél a fajta kddolasnal minden felhasznal6 azonos kods#ridd az izene-
tek kédolasara, tehat ez multiplexaldsra nem j6. Egy Ujaunlassal a forras
azonositéjaval is megjeldljik az egyes forrasok fenti nmokiadolt Gizeneteit.

Hasznaljuk az-edik forras azonosit6jaul az

Gi_ll _ (Gi_l, Gi_l, o ,Gi_l)

n< g—1hosszu vektori,=1,2,...,qg—1, és az azonositénak az tizenetkddszora
tortérd ,rakodolasat” a
C(ivB) = BA —+ Gi_ll (470)

formula felhasznélasaval végezzik, apal GF(q) a pillanatnyi Gzenet. Maxima-
lisang— 1 felhasznal6 lehet egy rendszerben, hiszen ennyi azohosithatunk

ki. A rendszerben kddszészinkront feltételezveiailetve j-edik felhasznalo
cl-P) jlletve clY) kédszavai legfeljebb egy koordinatajukon egyezhetnek, meg
azaz a kilénbdz felhasznaldk kddszavainak minimalis tavolsgga2. Aszink-

ron esetben, amikor a kddszavak atfedésben vanml®) &6dsz6 a vele atfeitio
cliv) éscli-d) kddszofelekkel Bsszesen legfeljebb két koordinatajadzitét.

A kodszavak abrazolasarabid< frekvencia matrix hasznalatos, amely egy
(g—1,9) méretli binaris matrix az adott esetben, s azon eleme 1(éradhely
koordinataknak megfelélcellat atvitelre felhasznalunk.

Altalaban nem kiildik at a teljes kddsz6t, hanem néhany koatét térolve
roviditik azt. AclP) kédszé kifejezését tekintve, lathatéan nem vesztiink infor
maciot az(a'—1, B)-ra nézve ezzel a roviditéssel. A kddszo roviditésévelbvisz
csokkentjik a tobbi forrds kddszavai okozta rendszenzagid megkulénboz-
tethetségét. Adott bit/sec sebességli forras csatornakddiy@sakis sebes-
ségl kbéddal, a frekvenciatartomanyban nagy savszéledegigst jelent. (Emiatt
ezen kodosztasos rendszerekiszéart spektrumu (spread-spectrum) elnevezést
is hasznaljak.)

A fentiekben leirt kddolasra vegyiink egy kisméret( illwativ szampéldat,
ahol legyeng = 8. Legyena € GF(8) a primitiv elem, amelyre®+a+1=0.
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Alkalmazzuk az < o'~1 megfeleltetést a nemzérus testelemekre, ekkor (4.70)
alapjan a 3 karakterrel roviditett kodszavak a kdvebkez

(0,0,0,0) (1,2,3,4) (2,3,4,5) (3,4,5,6)

(4,5,6,7) (5,6,7,1) (6,7,1,2) (7,1,2,3)

Példaul, ha a harmadik forras az 5 lizenetet kivanja atakikor a
c®9=(567,1)+(3333) = (2417

kodszot kildi el.

A dekodolas a kodolas inverz miivelete. Helyezzik el a smkapillanat-
nyilag kildott kédszavait az @ x frekvencia matrixba. Legyen pM = 3 és
c1? = (4,7,2,6), c?7) = (6,4,0,5), ¢35 = (2,4,1,7) az egyes kdédszavak, ek-
kor a dekddolas inputja az alabbi binaris vett matrix:

frekvenciaI

OFRLNWPMOIIO N
OO PFrOPFrOokro
ol ool lNelNol
P PP OOOOO
QO O0OO0OO0OkrRPRFrRE

o
=
N
w

—_—

ido

Az id6 x frekvencia matrix nemzérus elemeit oszlopaikon belll peéfjuk.
El6sz6r a nemzérus elemek sorindedgmint GF(8) testelemtil) kivonjuk a de-
kodolni kivant Uizenet forrasanak azonositéjat, majd adreémyul kapott matrix
nemzérus elemeinek sorindexét oszloponként, rendreoa2 o2, ... ,a~(4-i-2)
elemekkel szorozzuk. Ezen miveletekkel valéban a kodolé&szét végeztik el.
A miveletek eredményeképpen kapott matrix azon soralpaglyaa venni kivant
felhasznald pillanatnyf tGizenetének felel meg, csupa 1 all.

Szampéldankat folytatva az@dx frekvencia matrix a dekddolas soran az
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aldbbi alakra transzformalodik az élelhasznald Gzenetének dekddolasa soran:

Qr PP OOOO9

ORFRr NWKMITO®
oOoOoOPrOoOorkrOo
OFrPFPLPOO0OO0OOo
P OPRFPOOOLPRr

012 3

Valéban(1,1,1,1) &ll a 2. sorban, amely 8 = a Uzenetnek felel meg. A
dekdder feladata tehat megallapitani, hogy melyik soaladz csupa 1-est.

Mivel egyszerre tobb felhaszndlé is kiild a csatornabat e#ordulhat, hogy
egynél tébb sor is csupa 1-é@sldll, s ekkor a dekddolé véletlenszer(i valasztasra
van utalva ezen sorok kozott, azaz dekédolasi hiba kelkdte2aMivel az adott
kodolasnal a kulonbdzfelhasznaldk kédszavai a matrix egy adott soraba csak
egy l-est adhatnak, ezértkarakteres révidités esetén Nb< g — p— 2, akkor
hibamentes atvitel biztosithat6 elvileg. SzampéldankbamzM < 3 feltételt
jelenti.

Példankban kbédszdszinkron esetet tekintettiink hallggt@an, mig a gya-
korlati eset a kddszavak aszinkronizmusa. A fenti kodkoiksio ebben az eset-
ben is jol hasznalhato, de aszinkronizmus esetén noveldkdkiszotévesztés va-
I6szinlisége a kddszdbatlapolédas miatt.

Cellularis mobilis CDMA radiotelefonia példaja

Az IS-95 CDMA rendszer:
A CDMA elvének legkiteljesedettebb polgari alkalmazasbdijti a cellularis mo-
bilis CDMA radiételefénia. A CDMA megoldas igazidhyei cellularis radiétele-
fonia alkalmazésban a halézati funkciok alaposabb tamyuw#asa és megértése
kapcsan deriinek ki, amelynek részleteire (helysziikdthitanem tudunk ki-
térni. A fizikai szint(i vonatkozasok, mint a moduléacio, ki, szinkronizacio,
megoldasaik paraméter-értékeiben ugyan lehetnek sizadiél CDMA rendsze-
rekben, de alapvéen nem kulonilnek el a vezetéknélkiili digitalis kommunika
ciés rendszerek alap\eproblémaitél, megoldasaitol.

Ugyanakkor a cellularis CDMA hélozati szint(i koncepcitgh alapveh spe-
cialis elemei vannak, s nagyrészt ezeken mulik a celluGBMA jelents kapa-
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konvoluciés Walsh—Hadamard- PN2 PN1
kédold kédolas kédolas kédolas

4.40. abra. A cellularis CDMA kodolas tombvazlata.

citasebnye a konvenciondlis rendszerekhez képest.
A cellularis CDMA dsszetett és hatékony kddolasi rendsegyedejlileg meg-
oldjaa

a) kulénbod egyideji, azonos frekvenciasavban kommunikalé jelelokis-
sal tortérd multiplexalasat (CDMA),

b) a zajos, fadinges (véletlenszerii jelcsillapodasosocsan tortéa atvitel
minbdségét biztositd hibakontroll kédolast,

c) privat (kommercidlis szinten védett) kommunikacié biitasat.

A CDMA CAI [1] specifikalja a CDMA jelalakok tervezéseét, kit a frek-
venciaosztast, az alvéletlen sorozatokkal t@téddosztast, és az ortogondlis jel-
multiplexalasi technikat.

A mobil — bazisallomas (uplink) és a bazisallomas:> mobil (downlink)
csatornaban hasonlo jelképzési elvek érvényesiinek. akaanonban rendszer-
technikai kildnbségek, ezért a jelképzés tombvazlaigélétekintését kilon vé-
gezzik a két kommunikéacios iranyra.

Bazisallomas— mobil csatorna:

A kddolasi rendszer elemei:

konvoluciés kodolé (hibajavitas)

Walsh—Hadamard-kddolas (multiplexalas egy szektoroiilpel

PN2 kodolas (privat kommunikacio)

PN1 kédolas (multiplexalas kulénbdzszektorok, cellak kézott)

A tdmbvéazlatot a 4.40. bran lathatjuk. Egy cella egy soeitr bellli aktiv
mobilok megkuldénboztetése (jeleik kddmultiplexalasaigis ortogonalis kddok
(Walsh—-Hadamard-kdd) alkalmazéaséaval torténik. A tipikdgszéhossz 64, az
ortogonalis kédszavak szama 64. Ezzel 64 csatorna kédeebgtszektoron be-
lul, amelyl®l egy a pilotcsatorna (jelzésatvitel) céljara van lefbgla

A koherensen (azaz \@azis-helyesen), kédszinkronban mikoehy szek-
toron bellli downlink jeleket az ortogonalis kddok alkalthaa hatékonyan sze-
paralja.
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downlink CDMA csatorna

pilot forgalmi| | forgalmi N forgalmi| | forgalmi
csatorng | csatorng | csatorng csatorng | csatorng
0 1 2 s 62 63
teljesitmény
adat szabalyozas

4.41. abra. Ortogondlis kddmultiplexalasos csatornad®pzdownlink csatorna-
ban.

A k paraméterdWalsh—Hadamard-kéd kédszavainak halmaza a 2.5. sza-
kaszban mar megismert egyszerl rekurziv konstrukcidedato eb. A generalt
C(2%,k,2°1) kdd szavait aA x matrix soraibdl képezik. lllusztracio kedvéért az
aldbbiakban megadjuk a 8 elem{i Walsh—Hadamard-kod dlémgiamplitido
— 0 bit, —1 amplitddé— 1 bit a megfeltetés):

1 2 3 4 5 6 7 8

11 1 1 1 1 1 1 1. kodszo
1 -1 1-1 1-1 1 -1 2. kodszo
1 1-1 -1 1 1 -1 -1 3. kodszo
1 -1 -1 1 1-1 -1 1 4. kédszo
11 1 1-1 -1 -1 -1 5. kodszo
1 -1 1-1-1 1 -1 1 6. kddszo
1 1-1-1-1-1 1 1 7. kodszo
1 -1 -1 1-1 1 1 -1 8. kodszo

Barmely két kodszo skalaris szorzata zérust eredményee| fale koordina-
tan egyed, felén ellenke elbjelliek az elemek.

Alvéletlen (pszeudorandom, PN1) sorozatokkal téitkadolas segitségével
kulénboztetik meg a kiilonbdzszektorok és celldk mobiljainak jeleit a down-
link csatornaban, azaz ezen az Gton térténik a tobbhoZsEgéfazisugratasos
kédmultiplexalas. A Walsh—Hadamard-kad fizikai sebességgegyezik az agy-
nevezett chip-sebességgel, azaz a PN1 kddolas Gteménédetteg
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A kllonbod celldk és szektorok sajat PN1 kddjai egy alapkodfazisriiihd)
id6tolasaival allnak @, mig egy cella egy szektoraban az 6sszes aktiv mobil PN1
kddja azonos id@fazisu. Az idtolas megoldasnak a mikikEpessége a PN1 ko-
dok autokorrelaciés tulajdonsagan alapszik, miszerirmhabtolas az alapkéd
két szarmaztatottja kdzott legalabb egy chip-{dhip = elemi jel, a PN1 kéd egy
eleme), akkor elegedchosszu i@ablakban korrelaciot képezve, a korrelacio ér-
téke az idablak hosszaval a zérushoz tart.

A PN1 kodokat linearisan visszacsatolt shiftregisztek#sSR) generatorok-
kal allitjak eb. A generalt sorozat periédushossza 32768 chip-AlPN1 chip-
sebesség.2288 MHz, amivel pontosan 128 chip esik a 9600 bit/s sebédagg
ras minden bitjére. A kvadratira modulacio két agan két i generatorl
PN sorozatokkal kédolnak, azaz négyfazisi PN1 modulatiatraaznak.

Arendszer hasznal egy igen nagy periodusi (periodushd®¥z=1) PN2 so-
rozatot is, amelyet mobilcimhez valasztott egyedi fatdstgal rendelnek az egyes
felhasznalékhoz. Mivel minden egyes eltolashoz egy citozhat, ez igen nagy
felhnasznalészam melletti megkilonboztetést tesz tatéet A chip-sebességgel
futé PN2 sorozat chip-iabeli XOR-ral one-time-pad jelleg(i, kommercialis ko-
rilmények kozotti bizalmasitd (confidential) mértékl efaet nyuit.

A downlink jelalaktervezés nagyban tamaszkodik a baze#lstol sugarzott
pilotjel jelenlétére, ami lehévé teszi a koherens vételt. A viszonylag nagyszint
pilotjel igen pontos kdvetést tesz lebeé a mobilok szinkronizalé egységei sza-
mara. A pilot csatornabeli jelképzés mddja olyan, minthg kdlén adatcsa-
torna lenne, amelyben csupa 0 ,adat” kerul tovabbitasraz agupa 0 Walsh—
Hadamard-kddszé (64 db 1) ismétlése ,ul” a PN1 kéd kvadegpérjan.

A mobil szinkronizal a PN1 kddra, keresve azt a fazishebizethol a maxi-
malis autokorrelacié adddik a vett és az altala generaitzet kdzott. Végigkeresi
a teljes periodust (32768 chip), s a legsebb autokorrelacios értéknek megfélel
fazishoz tartozé bazisallomast tekinti legkdzelebbi sd@llbmasnak. Miutan meg-
tortént ezen szinkronizalas a legkozelebbi bazisallonlajgde PN1 kbdjara, a
kovetked lépés a vidszinkronizalas a pilotjel felhasznalasaval. Ezen soinkr
tartva a megfelé Walsh—Hadamard-kodszé alkalmazéasaval a forgalmi asator
kon (max. 63) a mobil alkalmas a PN1 + PN2 + Walsh—-Hadamadblés lefej-
tése utan a hibakontroll konvoluciés kdd dekddolasara.

Mobil — béaziséllomas csatorna:

Az uplink csatorndban a Walsh—Hadamard-kod alkalmazas&édpaen tor-
ténik, mint a downlink csatorndban. Nevezetesen a dowmgatornaban a ba-
zisallomas fixen egy-egy ortogonalis csatorna képzésémznhlja fel a 64 kod-
sz6hosszl, 64 kddszébdl allé Walsh—Hadamard-kéd egy-@dgzavat, az uplink
csatornaban viszont az Uzenetbitek 6 bites csoportjaafoitosan cimzik meg a
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megfeleb Walsh—Hadamard-kédsz6t, azaz az nem fix, hanem a bitfodyding-
gben valtoz6. A médszer a szuperortogonalis konvoliciosksd Ugy is fogal-
mazhatunk, hogy ezzel 64 szintli ortogondlis jelkészhatilulaciot valdsitunk
meg. Ezzel a mbédszerrel egy igen j6 idségl csatorna alakithato ki fadinges ko-
rilmények kozott, alacsony jel/zaj viszony mellett anélkidgy pilot referencia
jelre kellene tAmaszkodni. (Erre a kodoldra a témbvaziagitibi elemeinek révid
ismertetése utan részletesen visszatérink.)

Az uplink csatornadban ugyancsak alkalmazasra keriilneklad3NPN2 alvé-
letlen kédok.

A kodolasi tombvazlatunk ezzel még nem teljes, mivel a CDM#lendszer
igen ebteljesen tamaszkodik a kédatflizés alkalmazasara is. Védedi jeltel-
jesitmény idben valtozik, ezzel egyiitt valtozik a demodulator bememet bit-
energia, kbvetkezésképpen a jel/zaj viszony, ezaltal aodatécios (nyers) bithi-
baarany is. Javulashoz vezethet megtetilerzity alkalmazasa. (Diverzity rend-
szerben ugyanazt az informaciot két kilonbésatornan viszik at. Mkodésének
alapjaaz, hogy kisebb annak a valoszinlisége, hogy egledanindkét csatornan
rossz atviteli figgvény alakul ki, mint annak, hogy a kétbz il csak az egyiken.)
A CDMA rendszerben iddiverzityt valdsitanak meg kodatflizés felhasznaldsava
Blokkatflizés esetén ez azt jelenti, hdgy J méretii blokkba gyijtjik az egyitt
atflizend | - J szimbo6lumot (chip, bit, sz6, sth. egységet), soronkéntrepu-
tan toltve fel a blokkot. Ezutan oszloponként olvassuk ksatornaba a blokk
elemeit. A ve¥ben ennek inverzét elvégezve az eredeti sorrendet hoetrek |

Ezaltal a csatorndbanbten szomszédos szimbolumok az atflizés visszafej-
tése utan) szimbolumid tavolsagra keriilnek. Ennek az a haszna, hbggim-
bolumidbnél kisebb atlagos fadingithrtamok esetén fadinghatas szempontjabol
flggetlen energiakkal kertilnek szomszédsagba a szimo&luazaz Iétrejon az
idodiverzity.

A 4.42. abréan lathaté K = 9 kényszerhosszu (regiszterhossz +%L)§éd—
sebességi, 753 és 561 generatoru (oktalis brazdlas),12 szabad tavolsagu
binaris konvollciés kdd generatora, amely a downlink asetdibajavité kddo-
16ja.

A megcsapolasok helyeit az oktalis abrazol@si= 753 €3G, = 561 genera-
torok adjak. Ez azt jelenti, hogy binaris abrazolasban 1101111 (357) valamint
100 011 101 (165) 1-eseinek megfélglozici6kban csapoljuk meg a |édisd-
gisztert. (A rendszerben hasznéalatos réécgebességt’j kédolé is, amaly = 18
szabad tavolsaglk = 9 kényszerhossziz; = 711G, = 663 G3 = 557 meg-
csapolas generatorokkal rendelkezik. Az eml@eﬂﬂetve % sebességll kddok a
leheb legnagyobb szabad tavolsaggal rendelkeznek az adotsk&mossz mel-
lett.)
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4.42. ébra% koédsebességii konvoluciés kédolo.

ortogondlis blokk-kédolé

- 4><_|_>—>

4.43. abra. A szuperortogonalis konvoluciés kadolo.

A 4.43. abran lathatjuk szuperortogonalis konvoluciés kédoldlokkvazla-
tat.

Az m bites Iéptebregiszterm— 1 bel pontjan megcsapoljuk, s ez a1
bites blokk cimez meg egy Walsh—Hadamard-kodszét, amklgadszéhossza
2M-1 A 4.43. abran ezt a kddszokivalasztast végzi az ortogebidkk-kodolo.
A szuperortogondlis kod tehat egy binaris konvollcids kédegy ortogonalis
blokk-kod hibridje. A szuperortogonalis konvollcids ké@mputjan egy bit be-
|épésekor kiszamitddik a shiftregiszter allapotanak mledif ortogonalis k6dsz0,
s ehhez hozzaadodik a bemenbt) s a shiftregiszter aktualis kimendp) bit-
jének 2" 1-szeres ismétlésével kapott sz6, azaz

kimeneti sz6= ortogonalis kddsz® (b1, by, ...,b1) @ (b2, by, ..., b).

Ha tehéatb, # by, akkor a kimeneten az ortogondlis kddsz6 bitenkénti idiat
jelenik meg.
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W

4.44. abra. A redukalt allapotatmenet-graf.

A kbdol6 kicsi sebességii, azaz egy bit belépésekor a kitmer® ! bites
sz6 jelenik megR = 5i+.

A szuperortogonalis kéd figyelemre mélt6 tulajdonsaga &sgtrviszonylag
konny( analizalhatésaga, masrészt kivalo hatékonysageiénnek ara a kis se-
besség). Az ortogonalis szavak parjai pontosan fele thgiikkiilbnboznek, te-
hat a zérus sulyi vektortdl pontosar= 2™ 2 bitben kiildnbéznek. A redukalt
allapotatmenet-graf lathatd a 4.44. dbran, amely jol Kiséta kodold blokksé-
méja alapjan. A kezdeti és végallapot a regiszter csupaaPdtnak felel meg
(hasonléan ahhoz, ahogy a 4.30. abra kapcsan eljartunk)ezdeki allapotbdl
egy 1 bit beléptetésével léplnk ki. A kezdeti és végallagaikti i-edik allapot
(i=0,1,...,m— 1) annak felel meg, hogy a regiszterben milyen hosszu csupa 0
bitbél all6 sorozat talalhat6 az input oldali cellakat tekintve

A 4.18. példdban megismert transzfer fliggvény szamitasémagyakorlati
példajat mutatjuk be ennek kapcsan. Az ott megismert jedidéel a blokkséma-
ban a

W =D'=p2"? (: Dl/(2R)>

jelélést hasznaltuk, tovablb&zorz6 azon az élen all, amely az 1 adatbit kédoloba
Iéptetésével generalddott, miglagzorzé hianydV elott azt jelenti, hogy az él 0
adatbit kddoléba Iéptetésével generalddott.

x-gal jel6ltiik meg a harom, kildon magyarazatot igérglet. Az T él 1 adat-
bit beléptetésekor keletkezik az amtlzérus allapotd kédoléban, azaz a zérus
Uthdl ledgazo efs él. A kédolo vazlata alapjan jol lathatd, hogy ekkor ennek a
bitnek a hatasaként a csupa 1 kddsz6 jelenik meg a kimeratanamelynek su-
lya 2v (= 2™1) (aW? jelolés pontosan ezt fejezi ki, mivel W definiciéja szerint
a suly a kitevben szerepel). Hasonlé a magyarazat él @setén is, csak ott a ha-
tast a kilé 1 bit okozza. A 2 él esetén a belépés kilé bit 1, mod 2 6sszeglik
0, s az ennek megfefetsupa 0 sz&\(= 0 sulyu sz0) jelenik meg a kimeneten.
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A fenti redukalt folyamatgraf alapjan felirhaté transzfeggvény a kovet-
kezb:
|Wm+3

1—1(WH+W24 ... Wm=2 4 2Wm-1)°
Innen a bithibaarany 6sszefiiggés

B, < ITW:1) A 1-7v 2
d =1,D=2 B (1- ZZV)Z 1_zm-1v | ’

ahol Z az egy binéaris csatornaszimbolum dekddolasi hibavalGséigeére vonat-
kozé Bhattacharyya fesbecslés:

T(W,I) =

z= [ VrW)m)d.

Emlékezetnélkili csatorna esetén, ha két csatornabelinszgatornabitben kii-
I6nbozik, akkor annak valészinlisége, hogy téves lesz gdiE"-mel felulrdl
becsulhdal. Gaussi csatorna esetén

Z= exp<_NES> ,
o

aholEs a csatornabitre juto energia, azaz— RE,.

Az UMTS rendszer:

Az UMTS (Universal Mobile Telecommunications System) anhadik genera-
cios nyilvanos mobil tavkédrendszercsalad (IMT2000, International Mobile Te-
lecommunications) eurépai tagja [23]. Fontosabb jell@in998-ra rogzitették,
és azobta évl évre Un. ReleaseXXXX formaban teszik kdzzé a szabvadosi
aktudlis allapotat.

Az UTRA (UMTS Terrestrial Radio Interface) az UMTS féldfelsi radids
interfész csatornahozzéaférési technoldgiaja a szél@eBEVCDMA. A radiés in-
terfész tamogatja mind a frekvenciaosztasos (FDD, FrexyuBivision Duplex),
mind az idosztasos (TDD, Time Division Duplex) izemmaodot. FDD esettel-
hasznalotdl a cellakdzpont irdnyaban (uplink), illetveelak6zponttél a felhasz-
naldk irdnyaban (downlink) a kommunikacié két kuldn frekemsavban folyik.
TDD esetén azonos frekvenciasavbadhien keril a két irany szétvalasztasra.

A rendszer beszédatvitelt és nagysebességii adatévitelsit, széles sebes-
ségtartomanyban nyujt szolgaltatast a felhasznalénakelaahlott bitsebessé-
gek a 16—2048 kbit/sec tartomanyban 2 hatvanyainak mégfétekek lehetnek.
Kulénbod szolgaltatasi mibségeket (QoS, Quality of Service) tud felajanlani a
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rendszer, mely le kivanja fedni a klasszikus mobil szoddatokat, de az éplileten
bellli adat- és beszédkommunikaciét is. Mobil felhaszk&getén a makrocel-
laban 500 km/h sebességig 144 kbit/sec adatsebességeicatitban 120 km/h
sebességig 384 kbit/sec adatsebességet, pikocellabam/hOskbességig 2048
kbit/sec adatsebességet tud felajanlani a rendszer.

Az UMTS kodolasi alrendszere komplex és variabilis, igag@dkilénbod
szolgéltatdsokhoz (sebesség, Qo0S). Az UMTS rendszertsamdia csatornako-
dok két alapvei funkciéja a tobbhozzaféréses kddosztasos csatornakiiprée
a ,klasszikus” hibakontroll (hibajavitas, hibadetekdi@golas. Az UMTS kédo-
lasi rendszere sok rokon vonast mutat az 1S-95 CDMA rendseérde alapve-
tdéen annal gazdagabb, részlétielz a sokféle szolgaltatas kapcsan.

Hibajavité kodok céljara konvolucios kodot, Reed—Solorkédot, turbd ko-
dot hasznalnak. A kddok sebessége a szolgaltatashokélEsen kilonboa le-
het. A tipikusan csomés hibaju kommunikéciés csatornakiakflizés (inter-
leaving) alkalmazasa alap@egkddkombinacios technika. A kilénféle atviteli se-
bességekhez, adott kerethosszak mellett kulohbdzsebességek sziikségesek.
A sebességek ezen illesztésének fontos kddmadositéd keghai kddszobitelha-
gyas (puncturing). Konvolucios kédok tipikus paramételRe 1/2, R=1/3 se-
bességek, valamimt = 9 kényszerhossz. A beszédcsatorna (altalaban valésidej
vagy interaktiv szolgaltatasok csatorngja) hibajavigsssién, ahol a késleltetés-
megszoritas miatt rovidebbek a kddszéhosszak, kevesabpdens atflizése
engedhdi csak meg, a szerencsére tipikusan nagyobb megen@editigidolasi
bithibaaranyok (BER, Bit Error Rate) rovasara. Nem valégidszolgaltatasok
esetén, mint példaul adatatvitel, az alacsony dekddolfisbharany a kritikus
szempont, ezért nagyobb kodatflizés, altalaban nagyaiikroEretek, hatéko-
nyabb javitas alkalmazhato.

Példaként tekintsiik egy kissebességii beszédcsatdetae ikgy nagysebes-
ségl adatcsatorna hibakontroll kddolasanak |épésesngtereit. FDD mod-
ban az ugynevezett DCH (Dedicated Channel) radio ubi#lbtasa a kévetke-
z6képp torténik: a 8 kbit/sec sebességili G.729 beszédk@fiolditet allit eb
10 msec hosszu @keretben. Ehhez a 80 bithez 16 bit CRC keril kiszamitasra,
amely kédolasi |épés soran 96 bites, hibadetekciéra alk&daszot nyeriink. Az
R=1/3,K = 9 paraméter( konvoluciés kddol6 8 bites shiftregisztekémulla-
zasa (blokk-kédol6 mad) céljara 8 bitet (tail) illesztiinl@@ bites sz6hoz, ami-
vel 104 bites kédolandd Uzenet kapunk, majd ennek konwadikddolaséaval
3-104= 312 bites kdédszbéhosszra jutunk. Ezen 312 bites kddszavékkenek
ezutan atflizésre.

TDD moédban a 2048 kbit/sec sebességli adatcsatorna hibalkdwddola-
sanak lépései a kovetkdz: 10 msec hosszud#eretben ezen sebesség mellett
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20480 adatbit keletkezik R = 200/210 sebessségli Reed—Solomon-kddoléssal
20480- 200/210= 21504 bites kodszét kapunk. Ehh¥zszamu jelzésbitet, va-
lamint 16- 8 = 128 nullazo6 bitet (tail) illesztlink, amivel 21584X + 128 bites
szOt nyertink. 16 komponensre szétvalasztva ezen sRét, 2/3 sebességi kon-
volacios kodolast alkalmazv@15044 X + 128) - 3/2 = 32245+ 3X /2 + 192 bi-

tes kosz6t kapunk. Eldbkddszobitelhagyas mivelettel Burst 1 képzése esetén
3900+ 3X/2 bitet, Burst 2 képzése esetén 37448X/2 bitet elhagyva, kapjuk

a vég® szohosszakat, amelyek 28548 bit (Burst 1), illetve 28704Burst 2)
méretet jelentenek.

Hasonléan, mint az IS-95 CDMA esetén, a kdédosztasos tolblferzse csa-
tornaképzés kodolasi eljarasai egyrészt a sajat celldtile a kdrnyed cel-
lakbél szarmazo egyidejli, azonoides frekvenciacsatornaban talalhato inter-
ferald jelek (MAI, Multiple Access Interference) csillaggra (scrambling co-
des), masrészt ortogonalis csatornak képzésére szdtgahemnnelization codes).
Az utdbbi, a csatornaképiodok — az 1S-95 CDMA rendszernél elmondottak-
hoz hasonléan — Walsh—Hadamard-kédra épiinek, arbebdpnban az UMTS
esetén un. Orthogonal Variable Spreading Factor (OVSFydalddot képeznek.
Ezen kédokat egy un. kodfabdl szarmaztatjak, ahol a gyokarevelek felé ha-
ladva egyre hosszabb kédok talalhatoak. Oségik, hogy nemcsak az azonos,
hanem a kulénbdz hosszlsagu kédok is ortogonalisak egymasra, ezaltal kiva
I6an alkalmasak a kilénb6zadatsebességii csatornak megkilénboztetésére, mi-
kdzben az erdilbitsebességet konstanssa teszik.

Downlink iranyban pedig az egyazon cellaban tartozkoddafetnalok jele-
inek ortogonalizalasa oldhaté meg OSVF koéddal. Mivel az @Rddok hal-
mazanak mérete nagy felhasznaldi populaciokhoz kicsit ezék cellanként uj-
rafelhasznalasra kerlilnek. Az OSVF kodok kédszoszinksaién nyujtjak az
ortogonalitas tulajdonsagat, aszinkron esetben azorgsankedveatlen a kor-
relacios viselkedésiik. Kovetkezésképpen a szomszédssibdmasok altal su-
garzott OSVF kédok minden tovabbi intézkedés nélkil eliesetlen zavarjelet
generalnanak. Megoldasul az 1S-95 CDMA PN1 kodjanak aniiterminolo-
gia szerinti scrambling kédok szolgalnak. Downlink irdagt?*! — 1 széhosszu,
hosszu Gold-kédok killonbézszeleteit osztjak ki a kilénbodzo cellaknak, amely
szeletek kedvdzaszinkron keresztkorrelacios tulajdonsaggal rendakdez

Uplink iranyban minden felhasznalé hasznalhatja ugyanazatornakéiz
kodot. Ezen iranyban mind &2— 1 sz6hosszi Gold-kddok szeleteit, mind a
256 bites sz6hosszu Kasami nagy halmaz (VL-Kasami, Vergd.aet) szavait
hasznaljak. Ezen révidebb sz6hosszu kéd alkalmazasagetanegyszer(siti a
tobbfelhasznalds detekcié (multiuser detection) algurg implementalasat a ba-
zisalloméson.
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4.20. Feladatok

Linearis blokk-kédok

4.1. feladat. Egy {0,1,2} kédabéceéjli GR) feletti lineéris kdd generatormat-

rixa:
1021
6= <0122>

Adja meg a kédszavakat, valamintaninimalis tavolsagot!

4.2. feladat. Egy linearis binaris kéd paritaselléred matrixa
H=(1 1 1 1 1 3J. Adjameg a kod kovetkézparamétereitn,k,d, kod-
szavak szama!

4.3. feladat. Egy lineéaris binaris blokk-kéd generatormatrixa:
o= (01101
Adja meg
a) a kod paramétereitr k, d,
b) standard elrendezési tablazatat,
¢) szindroma dekddolasi tablazatat,
d) a kodszé dekddolasi hibavalészinliséget emlékezétinBIRC(p) esetére!

4.4. feladat. Egy lineéris binaris kod paritaselléred matrixa:

1110
H = | 10010
1100

Adja meg a szindréma dekddolasi tablazatot!

4.5. feladat. Egy linearis binaris kéd generatormatrixa az alabbi:

10101
G = | 011101
01101
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Adja meg:
a) egy ekvivalens szisztematikus ko6d generator- és palie@adrzd matrixat,

b) a dualis kdd kdédszavait (dudlis kéd = a paritasélted matrix mint gene-
ratormatrix altal generalt kod).

4.6. feladat. Adja meg a GF(4) felettC(4, 2) paraméterd,
1022
6= (0112>

generatormatrixi kod szindroma dekddolasi tablazata-+(0, 1+ 1, 2 <> X,
3+ x+1)

4.7. feladat. Definialjon egy(5,3) paraméterli GF(4) feletti kddot a generator-
matrixa, amely
100171
G=101012].
0011

a) Mennyi a kod minimalis tavolsaga?

b) Perfekt-e a kod?

c) Milehetett az atkuildott kodszo, haavettad ? 1 3 3 7?
A kdd tisztan Q1 elemeket tartalmazo kédszavakat is tartalmaz.

d) Adja meg a binaris kédszavakat!

e) lgazolja, hogy ezen binaris kédszavak részkédot alkosizaeredeti kdd-
ban!

f) Adja meg ezen részkogh, k,d) paraméterharmaséat!
g) Adja meg a részkdd generatormatrixat!

4.8. feladat. EQy GF(5) feletti(5,3) paraméter( linearis kdd kodszavai kozott
vannak &0,1,0,1,2), (1,0,0,1,4), (0,0,1,1,3) szavak is. Adja meg a kdd hiba-
javité képességét!

4.9. feladat. Adja meg egy(21, 18) paraméter(i GF(4) feletti, egy hibat javitd kéd
paritAsmatrixat és generatormatrixat.



4.20. FELADATOK 299

4.10. feladat. Adja meg a legkisebb kédsz6hosszu GF(3) feletti, 1 hibadtgav
k = 2 GizenethosszU szisztematikus kddot paritas@t@mmatrixaval!

4.11. feladat. Létezik-eC(n,k), n—k = 2, GF(3) feletti 1 hibat javitd kéd? Ha
igen, adja meg szisztematikus matrixaival!

4.12. feladat. Adja meg aC(n,k = 1) paraméter( binaris k6@’ dualis kddjat
(dualis kod = paritasellénzd matrix mint generatormatrix altal generalt kad), s
annak paraméterharmasat! Adja n@&gzavaiin = 4 esetén!

4.13. feladat. Létezhet-e olyan GIgj feletti linearis blokk-kdd, amelynek gene-
ratormatrixa egyben a kod paritaselferd matrixa is? Ha valasza igen, mutasson
példat ra, mindy = 2, mind pedigg > 2 esetben.

4.14. feladat. Valaki azt allitja, hogy ha egZ(n = 2m— 1,k) linearis binaris
kdédnak a csupa 1 kodszé eleme, akkor pontosan eggyel kdvpdets paritasu
nemzérus kddszava van, mint paratlan paritasi. lgaza¥an-e

4.15. feladat. LegyenC(n, k) egy lineéris binéris blokk-kod, amelynek generéator-
matrixaban nincsen csupa zérus oszlop. Igaz-e, hogy aesk8dsz0 egyeseinek
dsszesitett darabszama2<1?

4.16. feladat. Egy GF@) feletti lineéris blokk-kdd paritasellémzd matrixa
|_|:11 12 172,
1 a ac -+ ad
ahola a test primitiv eleme. Adja meg a kodtavolsagot!

4.17. feladat. A legegyszeriibb konstrukciéju hibajavitasra mar alkalmemtri-
vialis kdd a kétdimenzids binaris paritaskdd. (Az lzenatétrixba rendezziik,
soronként és oszloponként paritasbittel egészitjiik kidragobb alsé sarokba
irjuk a paritasok paritasat.) Mennyi a minimalis tavolsag?

4.18. feladat. Igazolja, hogy a kétdimenzids binaris paritaskod jobb akdtas-
elemét (azaz a paritdsok paritasat) képezhetjik akar arsdigok paritdsaként,
akar az oszlopparitasok paritasaként, azaz mindkét esetbenos eredményre
jutunk.

4.19. feladat. Egy binaris blokk-kédot a 2.5. szakaszban megismert Walah—
damard-matrix segitségével allitunbeA generalC?) kdd szavai aA» matrix
soraibdl, valamint azok komplemenséilalljanak.
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a) Linearis-e a k6d?
b) Adja meg &C?) kéd n,k,d paramétereit fiiggvényében!

4.20. feladat. Konstrudljon egy GK{), g = 2" feletti (q+ 1,q— 1) paraméter(i 1
hibat javito linearis blokk-kodot.

a) Adja meg a szisztematikus paritasefies® matrixot!
b) Perfekt-e a kod?

c) Adja megq = 4 esetre a generatormatrixot! {00, 1+ 1, 2+ X, 3+
X+1)

4.21. feladat. lgaz-e, hogy tets#legesC(n,k,d = 3) paraméteri lineéris kddot
egy paritdsszimbolummal kiegészit@&n+ 1,k,d = 4) paraméter{i kddot ka-
punk?

Kalkulus

4.22. feladat. Egy egyend oldalid haromszdggel haromféle elemi transzforma-
ciot végezhetiink:

e e: helybenhagyéas
e t: tengelyes tikrozés
o f: k6zéppont korili 120-os forgatas

A szorzas mivelet két elemi transzformacio kozott legyavkaegymas utani al-
kalmazésa. Adja meg ezen transzformacio csoport mivaldéjat, részcsoport-
jait!

4.23. feladat. Mutassa meg, hogy az egészek {, zérd) halmaza nem csoport
a kivonas miveletre!

4.24. feladat. LegyenSegy véges halmaz, valamiGtaz Srészhalmazainak hal-
maza.

a) Mutassa meg, hod® a halmazunié mivelettel nem alkot csoportot!

b) Mutassa meg, hogp azAAB = (A—B) U (B— A) szimmetrikus differencia
mivelettel csoportot alkot!
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c) Mutassa meg, hogy a\, és ,N” (halmaz metszet) miveletekk& gyUriit
alkot! (A + ésx binaris mveletekkel bir® halmazt gyiriinek nevezziik,
haR az 6sszeadasra nézve Abel-csoport, a szorzasra néz\apfaicEs a
miveletek k6zott érvényesek a disztributivitasi szatiély

4.25. feladat. Adja meg a mod 7 szorzdcsoport egy mellékosztaly dekompozi-
cigjat!

4.26. feladat. Adjon példat egységelem nélkiili gytrire!

4.27. feladat. Mutassa meg, hogy a(x) = x2 — 1 polinomnak t6bb, mint két
gybke van a mod 15 gyirliben! Nem ellentmondas ez?

4.28. feladat. Tekintse asS= {0, 1,2,3} halmazt az alabbi miveleti tablak sze-
rinti ,+” és , " miveletekkel:

+ 01 2 3 *x 01 2 3
0 01 23 0 00O0O
112 30 1012 3
2 23 01 2 0 2 31
3 3012 30312

Testet kapunk-e?
4.29. feladat. Konstrualja meg GF(4) miveleti tablait!

4.30. feladat. Konstrualja meg GF(8) miiveleti tablait:
a) Azx3+x+ 1 binéris irreducibilis polinom felhasznalasaval!

b) Ismételje meg a konstrukciét a2 + x? + 1 binaris irreducibilis polinom
felhasznaldsaval, s mutassa meg hogy a két test izomorlgiaek atneve-
zésével azonos miveleti tAblakhoz jutunk)!

4.31. feladat. Legyen adva GF(4) a kovetkémiiveleti tablakkal:

+ 01 2 3 *x 01 2 3
0 0123 0 00O0O
1103 2 1012 3
2 23 01 2 0 2 31
33210 30312
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a) Oldja meg az alabbi GF(4) feletti egyenletrendszert:
xX+y = 3
X+2y = 3

b) Szamitsa ki az aldbbi GF(4) feletti matrix determindhsat

2 1 2
det{1 1 2] =2
1 0 1

4.32. feladat. Adja meg azx+ 1 € GF(8) polinom alakban megadott testelem
inverzét, hac + x2 + 1 az aritmetika generalé polinom!

4.33. feladat. Adja meg a GF(8) test elemeinek binaris miniméalpolinomjat!

4.34. feladat.
a) Mutassa meg, hogymx) = x3+x?+2 GF(3) feletti polinom irreducibilis!
b) Adja meg GF(27) elemeinek rendjét!

c) Miazx polinom éltal reprezentalt elem rendje GF(27)-benpba az arit-
metika general6 polinom?

4.35. feladat. Konstrualja meg GF(9) miiveleti tablait!

4.36. feladat. A GF(16) test 6sszead0d- és szorzotablajat tobbfélekézpmed-
konstrualhatjuk:

a) GF(2) feletti 4-edfoku irreducibilis polinommal,
b) GF(4) feletti 2-edfoku irreducibilis polinommal.

Kdvessik a b) utat!

4.37. feladat. A p(x) = x*°+x3+1 GF(2) feletti polinommal GF@) konstru-
alhaté, ahol ax polinom altal reprezentalt elem primitiv:

a) Adja meg ezen test résztesteinek méretét!

b) Mely résztesteknek nincsen tovabbi részteste a GF(@rté&sévil?

4.38. feladat. Igaz-e, hogy(x — 3) (x+2)(x+8) | (x}6410x°) GF(11) felett?
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4.39. feladat. Legyena primitiv elem a GF(16) testben, amelynek binaris mini-
malpolinomjax* 4+ x+ 1. Adja meg azx minimal polinomjat GF(4) felett!

4.40. feladat. Adja meg az€ — 1 polinom GF(3) feletti irreducibilis polinomokra
tortérd faktorizaciojat! Mennyi kiilonbdz n = 8 hosszusagu, GF(3) feletti cikli-
kus kod van?

4.41. feladat. f(x) = 3x* + 2x+ 4 egy GF(5) feletti polinom. Adjuk meg az
[f(x)]® polinomot explicit alakban!

4.42. feladat.

a) Hany kiilonb6é masodfokx? + ax+ b alakd (B)polinom van GF(16) fe-
lett?

b) Hany kulénbdd (x—B)(x—Yy), B,y # 0 alakd polinom van GF(16) felett?

¢) Adja meg a GF(16) feletti irreducibilis masodfoldpblinomok szamat!

4.43. feladat. Igaz-e, hogy egy € GF(Q) primitiv elem konjugéltja is primitiv
eleme a testnek, ahgl=2"?

4.44. feladat. Legyen egy GF() test nemzérus eleme. Mi az a legkisabb
érték, amelyr@ + B2+ p3+--- + " = 0 teljesiil?

4.45. feladat. LegyenekS és T kilonbdd kétdimenzids alterek egy haromdi-
menzids vektortérben. Mutassa meg, h&HsT metszete egydimenzios altér!

4.46. feladat. Szarmazzanak azy ész vektorok egy GFp), p prim, feletti li-
nearis blokk-kéd egy generatomatrixa sorvektorainak hafhoél. Lehetnek az
X+V,y+ z x+ zvektorok ugyanezen kod valamely mas generatormatrixamak s
rai kozul valok,

a) hap=2,
b) hap > 2?
4.47. feladat. Legyena € GF(g), g = 2™, egyn-edrend(i elem, tovabba
a = (1,0(3,0(6,...,a3i,...,a3(”*1)>

b = (1,0(5,0(10,...,a5i,...,0(5(”‘1)>.

Ortogonalisak-e ezen vektorok?
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4.48. feladat. Tekintse ap(x) = x2 4 1 ésq(x) = x* + x> 4 x? + 1 binaris polino-
mokat.

a) Szamolja ki a legnagyobb k6z0s osztét: 1), g(x))-et!

b) Adjon megA(x),B(x) polinompart, amelyre
Inko(p(x),q(x)) = A(x) p(x) + B(x)q(x) fennall.

4.49. feladat.
a) Szamolja ki a legnagyobb kdz0s osztét: |(Keb3 308)-at!
b) Adjon megA, B egészeket, amelyre Inkb753 308) = 1753A+ 308B.

4.50. feladat. Kalkulator hasznalata nélkiil adja meff 8 7311 mod 3 értékét!

Ciklikus kédok

4.51. feladat. Valaki azt allitja, hogy egy 1 hibat javit6 binaris ciklikkéd egyik
szava 0001111. Lehetséges ez?

4.52. feladat. Tekintsiik ag(x) = x3 + x2 + 1 generéatorpolinomin = 7 kddsz6-
hosszu binaris Hamming-kadot.

a) Adja meg a kodh(x) paritasellebrzd polinomjat és szisztematikus alaku
generatormatrixat!

b) Tekintsiik a k6d nem paros sulyl szavainak halmazat. Ad@peaen rész-
kod méretét, valamint minimalis tavolsagat!

c) Tekintsilk a nem paratlan sulyd szavainak halmazat. Lisdhetve cikli-
kus-e ez a halmaz, s mik a paraméterei?

4.53. feladat. A g(x) = X3+ x4 1 binaris polinom egy 7 kddsz6hosszi Hamming-
kdd generatorpolinomja. Adja meg

a) a kodszavak halmazat,
b) a minimalis tdvolsagot,

c) a paritaselletrz polinomot!
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4.54. feladat. Egy n = 7 k6dszb6hosszu binaris ciklikus blokk-kéd generatorpoli-
nomjag(x) = x— 1. Adja meg a

a) lehetséges kddszoésulyokat, s dparamétereket,
b) paritaselletrz6 polinomot,

c) szisztematikus paritdsmatrixot!

4.55. feladat. Egy n = 7 hosszu binéris ciklikus kéd generatorpolinorgja) =
x84+ x° 4+ x* +x3 4+ x? + x4+ 1. Adja meg a kddszavak halmazat!

4.56. feladat.
a) Hany kilénboa 7 kddszéhosszu binaris ciklikus kéd van?

b) Adja meg(n,k,d) paramétereivel ég(x) generatorpolinomjaval az dsszes
lehetséges binaris= 7 kddszohossz ciklikus kddot!

4.57. feladat. Egy C' kodot ugy szarmaztatunk, hogy egyx) generatorpoli-
nomuC(n, k), GF(Q) feletti Reed—Solomon-kod kodszavait tikrozzik, azaz ele
meit forditott sorrendben tekintjiki(= ch—1-i, i =0,1,...,n—1).

a) Ciklikus-eC'?

b) Ha az a) kérdésre a valasz igen, akkor adja megkad g’ (x) generator-
polinomjatg(x) alapjan, tovabba annak gyokeit, i) gyokeiaq,as, ...,
anfk.

4.58. feladat. Egy C(n,k), n = 2™ — 1 binaris ciklikus kédg(x) generéatorpoli-
nomjat osztja ax+ 1 polinom. Eleme-e a kddnak a csupa 1 sz4?

4.59. feladat. A g(x) = x3 4 x2 4 1 polinom egyn = 7 kédszéhosszl binaris
Hamming-kod generatorpolinomja. Adja meg a Kid) paritasellebrzo poli-
nomjara épid, szisztematikus kodolast nyujtd visszacsatolt shifszgres ko-
dol6 eszkdz blokksémajat!

4.60. feladat. Egy C1(n, k1, d1) illetve egyCa(n, ko, dz) ciklikus kddhy (x) illetve
ha(x) paritaselledrzd polinomja kdzotti kapcsoldt; (x) | ho(x). Mi a kapcsolat:

a) C, ésC; kozott,

b) di ésd; koz6itt?
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4.61. feladat. Egy C1(ng, ki) ciklikus kdd egyCa(np, k2) ciklikus kod részkodja.
Mi az algebrai kapcsolat a megfedel

a) hy(x),hx(x) paritaselledrzd polinomok kdzott,

b) 91(x),d2(X) generatorpolinomok kdzott?

4.62. feladat. Mennyi killonb6s, n = 8 kddszéhosszi GF(3) feletti ciklikus kod
van?

4.63. feladat. Egy n = 15 k6dszohossz@ binaris Hamming-kodH paritasellen-
0rz6 matrixanak oszlopai az 2,...,15 egészek binaris alakjai. Adjon meg egy
1—1iy, 2=y, ..., 15— i15 permutaciot, hogy a keletké* kod mar ciklikus
legyen!

4.64. feladat. lgazolja, hogy eg(x) paritaselledrzo polinomu ciklikus kéd pa-
ritasellerdrzd matrixanak sorait €0,0, ..., h, he_1, ..., ho) vektor ciklikus eltola-
saival nyerhetjuk.

4.65. feladat. Képezzilk a CRC-t g(x) = x° 4 x4+ x? + 1 generatorpolinommal.
Jelez-e hibat a detektor, ha a vett sz6 0000 0001 0011 10&ha gbbb oldali bit
a zéro helyiérték?

4.66. feladat. A kdvetkeDket allitja valaki:

a) EgyC(n,k) ciklikus lineéris kodh(x) paritasellebrzd polinomjat hasznél-
hatom egyn kddszéhosszG' kéd generatorpolinomjaként.

b) A C’ kéd minimalis kédtavolsaga elérhetka- 2 értéket is.

Igazak-e az allitasok?

Kodkorlatok

4.67. feladat. Konstrualhaté-& = 11,k = 5 paraméterti= 2 hibat javitd binaris
kod?

4.68. feladat. Valaki azt allitja, hogy olyan kddot tervezett, amely 7 nredancia-
karakterrel meghosszabbitja az Gizenetblokkot, és 4 gélatbat képes javitani a
kodszoban. Lehetséges ez?
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4.69. feladat. Létezik-eC(n,k), n—k = 2, GF(3) feletti egy hibét javitd kdd?
Ha igen adjon példat, megadva a szisztematikus paritadetfe matrixat és a
kodszavait!

4.70. feladat. Perfekt-e a{(1 1 1 1 1 1 3,(0 0 0 0 0 0 Q}
kddszavakat tartalmazoé kéd?

4.71. feladat. Perfekt-e eg¥C(11,6) paraméterli GF(3) feletti 2 hibat javité kod?

4.72. feladat. Igazoljuk, hogy egy MDS-kdod dudlisa is MDS tulajdonsagu!

RS-kodok

4.73. feladat. Tekintsiink egy GF(11) feletti Reed—Solomon-kédgix) =
(x—2)(x—4)(x— 8)(x—5) generatorpolinommal. Adja meg a kod kovetliez
jellemzit: minimalis tavolsagq), hibajavité képesséd.], hibadetektald képes-
ség {q), torlésjavitd képesséty)!

4.74. feladat. Adja meg egy GF(11) feletti harom hibat javitd, primitiv fp§szi
Reed-Solomon-kdd paramétereit, generatorpolinomjétégallerdrzd polinom-
jat!

4.75. feladat. Tekintsiink egy GF(13) feletti 2 hibat javito primitiv sz&sal
Reed-Solomon-kddot.

a) Adja meg a generatorpolinomjaval!

b) Allitsa eb azu(x) = 2x+ 1 lizenethez tartoz6 kddszot transzformacios ko-
dolassal!

4.76. feladat. Eleme-e az1,1,...,1) csupa 1 vektor egy GEJ feletti C(n, k),
n=g— 1 Reed-Solomon-kddnak, ahol a generatorpolinom gydkei pmitiv
elemQ1,2,...,n—k—1 hatvanyai?

4.77. feladat. Egyt hibat javitd GF() feletti Reed—Solomon-kdd generatorpoli-
nomjanak gyodke aa primitiv elem 2...,2t-edik hatvanya. Lehetséges-e, hogy
a kddszavak elemeinek (koordinatainak) 6sszege a teselse legyen?

4.78. feladat. Legyena(™ = (L,a",a?,...,a(™r), r=0,1,...,n—1, ahola €
GF() egyn-edrendli elem. Igaz-e, hogy ha egfn, k) kdd G generatormatrixa-
nak sorairendra(, r =0,1,...,k—1, akkorH matrixanak sorai lehetnek rendre
aza™, r=1,...,n—kvektorok?
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4.79. feladat. Legyena™ = (1,a",a?,...,a(™"), r =0,1,...,n— 1, ahol
GF() egy n-edrendl elem. Van-e olya®(n,k) kdd, amelyre &G ésH métri-
xainak sorai rendre ugyanazok@#) alaku vektorok?

4.80. feladat. Legyeng(x) = x3+x+ 1 egyC(7,4) binaris Hamming-kod genera-
torpolinomja. Mutassuk meg, ho@ylinearis részkddja eg@'(7,5) GF(8) feletti
Reed-Solomon-kadnak!

4.81. feladat. lgaz-e a kovetkegz allitds? EgyC(n,k,d) GF(q) feletti Reed—So-
lomon-kod kédszavaibol kiemelve barmely, régzitethéretli koordinatahalmaz
altal meghatéarozott részvektorokat, azok kiloriisda kilonbdd kdédszavakra.

BCH-kddok

4.82. feladat. Adjuk meg egy egy hibat javitd = 8 primitiv sz6hosszl, GF(3)
feletti kéd

a) lUzenethossk) paraméterét,
b) generatorpolinomjét!
(Segitségf (x) = x? +x+ 2 egy GF(3) feletti irreducibilis polinom).

4.83. feladat. Adjon meg egy binarisi = 15 kddszohosszu, 2 hiba javitasara al-
kalmas kodot binaris generatorpolinomjanak explicit nuégzaval!

4.84. feladat. n = 31 kddszohosszti= 2 hiba javitasara alkalmas binaris BCH
blokk-kddot terveziink. Adja meg a keletkekod

a) k paraméterét,
b) generatorpolinomjat!
(Segitségf (x) = x>+ x2 + 1 egy primitiv irreducibilis binaris polinom).

4.85. feladat. Adja meg egy GF(3) feletth = 91 primitiv kodszéhosszti= 7
hibajavité képességii BCH-kod lizenethossz paraméterét!

4.86. feladat. Adja meg a GF(8) felett(9, 7) paraméter(i 1 hibat javit6 BCH-kdd
generatorpolinomjat gyoktényéz alakban!



4.20. FELADATOK 309

Konvoluciés kod

4.87. feladat. Mekkora ad, minimalis tavolsdga (szabad tavolsaga) a
G(X) = (X +x+1, X°+x*+1)
generatorpolinom-matrixd konvollciés kddnak?

4.88. feladat. Adjon meg egyt = 2 véletlen hiba javitdsara alkalmas bindris-
% sebességi konvollciés kodot generatorpolinom-maisikav

4.89. feladat. Egy% sebességi binaris konvolucios kod generatorpolinorhyai:
15 (egyutthatok oktalis brazolasban).

a) Adja meg a kodolo vazlatat!
b) Katasztrofalis tulajdonsagu-e a kéd?

¢) Mekkora a szabad tavolsad.)?

4.90. feladat. Adja meg a kdvetkdz, generatorpolinom-matrixaval megadett:
% sebességl binaris konvolucios kéd kédold blokksémagamintd, szabad

tavolsagat!
_(x ®¥+1 0
Gx) = (o 0 1)

4.91. feladat. Mekkora a sebessége, s a minimalis tavolsé@a@= (1, x>+ 1)
generatorpolinom-matrixd konvolaciés kédnak?

4.92. feladat. Tekintsiik aG(x) = (x*+1, x*+X+ 1) generatorpolinom-matri-
xU konvollciés kodot. Adja meg az allapotatmenet-gra§at,szabad tavolsagat
(d)!

4.93. feladat. Katasztrofalis tulajdonséagu-e az aldbbi blokksdmavaladet ko-

dol6?
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Kédkombinacidk, kddmoddositasok

4.94. feladat. Adja meg ag(x) = x3+ x4+ 1 generatorpolinom@(7,4) kod nem
paratlan sulya szaval’ részkdédjanak halmazat, s ezen részkdéd paramétereit!

4.95. feladat. Perfekt marad-e €(n,k) binaris Hamming-kéd, ha kédroviditést
hajtunk végre, amelynek mértéke

a) 1 bit,
b) 2 bit?

4.96. feladat. A C(7,4) binaris Hamming-kod kddszavait paritaskarakteri@l b
vitjik paros paritasira egészitve ki a kddszavakat. Adjg ankapott kdd para-
métereit!

4.97. feladat. A (7,4) binaris Hamming-kodbdl kiindulva konstrualjon binaris
kddot, amelynek 8 kddszava van, 7 a sz6hossza és alkalmba 8dtektalasara.

4.98. feladat. A g(x) = x>+ x% + 1 generatorpolinomu szisztematikus Hamming-
kodon 3 bites kédroviditést hajtunk végre.

a) Adja meg a roviditett koéh, k) paramétereit!

b) Adja meg a kddszavakat és a kibparaméterét!

4.99. feladat. Adja meg a 8 bitnyi kodréviditéssel kaphatd kéd paramétéei
kodszavait, ha @(x) = x* 4+ x+ 1 generatorpolinomi binaris Hamming-kddot
réviditettuk.

4.100. feladat.C(n,k), n = 91 kdédszbéhosszu 7 hibat javitd binaris blokk-kodot
szeretnénk konstruélni. Egy megfégrimitiv sz6hosszC@* (N, K) binaris BCH-
kdd roviditésével oldjuk meg a feladatot. Adja meg\aK, k paramétereket!

4.101. feladat. Legyen C(255,251) egy GF(256) feletti Reed—Solomon-kod,
amelynek generatorpolinomggx) = (x—1)(x—a)(x— a?)(x—a®), a € GF(256)
primitiv elem.

a) lgazolja, hogy a binéris kédszavakinaris ciklikusC’ alterét alkotjak!

b) MiezenC' altér generatorpolinomja és miX paraméterei?
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4.102. feladat. Egy binéris lineari€(n,k,d) kéd nem tartalmazza a csupa egye-
seklbl (1) &ll6 kodszét. Mit mondhatunk@ = C & 1 kédrol, ahold a koordina-
tankénti mod 2 dsszeadas?

a) Linearis-e?
b) Mik a paraméterein’,k’,d’ ?
Mit mondhatunk &” = CUC’ kédrol, aholJ a halmazegyesités:
C) Lineéris-e?
d) Mik a paraméterein”, k”,d” ?

4.103. feladat. Egy GF() felettin = q— 1 szo6hosszC€ Reed—-Solomon-kod ge-
neratorpolinomjanak gyokei,o?,...,a%"1, a € GF(@). A kodot egy ,paritas”
karakterrel Bvitjuk, olyan médon, hogy a kddsz6 karaktereinek testnéime-
tika szerinti 6sszege lesz azt 1-edik karakter. MDS tulajdonsagu marad-e a
kapottq sz6hosszu kod?

4.104. feladat. EQy kommunikacios csatornan nagyon ritkin maximum 8 bit
hosszU hibacsomok keletkeznek. A kovetkdmadllithatd paraméter(i kddolasi
elemekben gondolkozunk:

a) binaris Hamming-kodolo,
b) bajt karakter alaplil Reed—Solomon-kédolo,

valamint alkalmazhatjuk a kédatflizés technikat is. A célimalis redundancia
mellett elvégezni a javitast. Milyen konstrukciét alkalmank?

Hibajavito dekddolas

4.105. feladat. Adja meg egy GH{) feletti, egy hibat javité BCH-k6d PGZ-deko-
dolas szerinti altalanos dekodolasi algoritmusat a seimdegyenletek kozvetlen
megoldasaval!

4.106. feladat. Egy GF(11) feletti linearis blokk-kéd paritaseli@zd matrixa
11 1 .- 1
H= (1 a a? .- 0(9> ’

ahola = 2 a test primitiv eleme.
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a) Adja meg a koéd paramétereit!
b) Adja meg a dekddolas menetétefx) = 5x° hibapolinom esetére!

4.107. feladat. Adja meg egy GHY) feletti két hibat javito binaris BCH-kod alta-
lanos dekdédolasi algoritmusat a szindromaegyenletekettimvmegoldasaval!

4.108. feladat. Valaki azt llitja, hogy nem feltétlenil kell egy GP{Rfeletti
C(n=2"—1 k) binéaris kdd generatorpolinomjaban 4 ciklikusan egymasiuta
gybknek lennie ahhoz, hogy a kéd- 2 hibat javithasson. Szerinte az is megfe-
lel, ha ag(x) generatorpolinom olyan, hogya) = g(a~1) = 0, ahola a GF(2")
primitiv eleme. Igaza van-e?

(Segitség: A szindromaegyenletek megoldhatésagnak Kémvwdzsgalataval el-
lendrizze az allitast.)

4.109. feladat. Valaki a kbvetked gondolatmenetet mondja a tarsanak:

En gy tudom, hogy eg€(n, k) lineéris binaris blokk-kéd szindroma dekddolasi
tablazata mindig @ ¥ javithaté hibamintat tartalmaz, tehat végiilis a minima-
lis thvolsagnak nincs jeledsége, s mindegyikn, k) paraméter(i kdd egyforman
hasznos (hasznos = emlékezetnélkuli BSC csatornan haaza#bnos kodszo-
dekdédolasi hibavalészinliséget kapunk). Tomor érvelésggen igazsagot! Mu-
tasson egy egyszer( példat is!

4.110. feladat. A és B beszélgetnek:

A: A BCH-kédok PGZ-szindroma dekddolasi algoritmusa egyximam t
sulyu hibavektort tud korrigalni. Tehat, ha tébb hiba esmintt, és a vett sz6
minden kddsz6tdl tavolabb van, mintakkor a dekddolt sz6 nem lehet kédszo,
azaz Ujboli szindromaszamitassal |étsétgiink van elldrizni a dekddolas he-
lyességeét.

B: Itt valami csalas van, hiszen szindréma dekddolaskokadist sz6 szind-
romajat mindig zérusra korrigaljuk, mivel a vett szoboldejuk a vett sz6 szind-
romajanak megfelélszindrémaja hibavektort.

Hol az igazsag?

4.111. feladat. EgyC(n, k) blokk-kod dekodolaséat szindroma dekodolési tablazat
alapjan végezzik. Az alabbi két allitas kozul melyik az i§@azniért?
a) A dekoder kimenetén az aktualis hibazastol fuggetlenidiig valamilyen
(esetleg hibas) kddsz6 jelenik meg.

b) A dekdder atdblazat alapjan egyszeriien levon a vettsegly hibamintét,
igy sulyosabb hib4zas esetéibferdulhat, hogy nem egy kddszo jelenik
meg a kimeneten.
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4.112. feladat. Egy egy hibat javitd GF(7) felettj(x) = (x—a)(x—a?), a =3,
generatorpolinomu Reed—-Solomon-kdd egy kédszava hib&@samég javitha-
toan érkezett meg a vételi oldali dekddolohoz. A vett 8z0v1,Vo,V3,Vs,Vs) =
(6,0,5,2,4,0). Mi lehetett az atkuildott kodsz6?

4.113. feladat. EQy GF(11) felettC(10,6) 2 hibéat javit6 Reed—Solomon-kdd ge-
neratorpolinomjay(x) = (x—2)(x—4)(x—8)(x—5), a = 2. Egy vett széra a
dekdder a kovetkézszindromakat szamitotta ki a gyokoknek megfekdrrend-
ben: 36,1,2. Adja meg a hibapolinomot!

4.114. feladat. EQy GF(7) felettiC(6,2) Reed—Solomon-kdd generatorpolinomja
g(x) = (x—3)(x—2)(x—6)(x—4), a = 3. Egy vett szora a dekdder a kbvetkez
szindroméakat szamitotta ki a gyokoknek megfelsbrrendben: 5,4,2. Adja
meg a

a) hibahelypolinomot,

b) hibapolinomot!

4.115. feladat. EQy C(15,5) paraméterti = 3 hibat javité binaris BCH-kod gyo-
kei a kbvetket GF(16) testelemela, a?,a®,a*, o>, ab. A GF(16) aritmetikat az
f(x) = x*4x+ 1 polinommal generéaljuk. A dekdder a kovetkezindromakat
szamitotta a fenti gyokok sorrendjéberd?, a®,0,a3,1, 0. Adja meg a

a) hibahelypolinomaot,

b) hibapolinomot!

4.116. feladat. Egy GF(11) felettig(x) = (x— 2)(x — 4) generéatorpolinomu pri-
mitiv sz6hosszU Reed-Solomon-kéd dekdderéhez érkezesizdbol 2 karakter
torlodott:

0. 1 7. 9.

(8 2 00200 2?2 017

Mik a torl6dott karakterek?

4.117. feladat. Van GF(256) aritmetikdban gyorsan szamolé egységunk. A csa
torna hibazasa olyan, hogy ritkan, legfeljebb 16 bit hosgbacsomok keletkez-
hetnek. Milyen kddot javasol a javitasra, ha maximalizéir@retnénk a kodolasi
sebességet?
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4.118. feladat. Egy Uzenetforrds kimenetén 8 kiloniBdzarakter jelenhet meg.
Ha ezeket a karaktereket az atviteli csatornan tovabbigkkor alkalmanként

egy karakter meghibasodik, de két hibas karakter koztilsagplegalabb 10 ka-

rakter. Blokk-kodos hibajavitast szeretnénk alkalmaznaba megkotéssel, hogy
a relativ redundancia nem haladhatja meg a 30 %-ot. Javasokgoldast a hi-

bajavitasra, adja meg az alkalmazando kodot!

Hibadetekcio

4.119. feladat. Valaki azt allitja, hogy tetsdegesm fokszamd, binérid (x) po-
linom, amelynek konstans tagja 1, alkalmas arra, hogy CR@m¢orpolinom-
ként detektaljunk vele tetéfeges, legfeljebim bit hosszisagu hibacsomagot. (PI.
1xxxL egy 5 hosszu hibacsomag.) Igaza van-e?

4.120. feladat. Egy hibadetekcids protokollban a 0000011 (két utolsé bitjén
1-et tartalmazd) lizenetcsomaghog(@) = x'6 + x'2 + x° 4- 1 szabvanyos ge-
neratorpolinommal ciklikus redundancia elfend 6sszeget (CRC) alkalmazunk.
Adja meg az elletirz66sszeggel ellatott blokkot!

Hibavaldszin(iség

4.121. feladat. Egy binaris kdd generatormatrixa
11001
G= (01110> '
A kodot emlékezetnélkili BS@) csatornan hibadetekciora illetve hibajavitasra
hasznaljuk. A hibajavitas algoritmusa a legk6zelebbi k6ds dontés. Adja meg

mindkét alkalmazés esetén a hibazas valoszinliségétr(@sfazonos valdszini-
séggel sorsolja az Uizeneteket.)

4.122. feladat. EQy C(n, k) paraméter(i G| feletti, t hibat javité perfekt kddot
hibajavitasra hasznalunk szimmetrikus emlékezetnétkéaliornan, ahol a hibazas
valészinlisége. Adja meg egy kodszo téves dekodolasanak valdszinlségét!

4.123. feladat. Emlékezetnélkili szimmetrikug-aris (Q1,...,q input abéce,
0,1,...,qoutput abécé) csatornan kommunikalunk, ahol a hibazaszialgsége
p(P(G|]j)=mp i+#]) Egy(nKk) paraméterl GR) felettit hibat javitd perfekt
kddot hasznalunk csatornakodként. Adja meg egy kddszé ekoddolasanak
valoszinliségét!
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4.124. feladat. Tekintsiik ag(x) = x* + x4 1 generatorpolinomd binaris Ham-
ming-kodot. A kédot hibajavitasra hasznaljuk. Adja meg k@gsz6 téves deko-
dolasanak valoszinliségét!

4.125. feladat. A (8,4) paraméter( paritasbittebiitett binaris Hamming-kodot
hibadetekcidra hasznaljykhibazasi valdészinliségl emlékezetnélkili binéris szim-
metrikus csatornan. Adja meg a detekcié mulasztas valésagét!

4.126. feladat. A C(n,k = 1) paraméterii binaris ismétléses kodot
a) tisztan torléses csatornan
b) véletlen bithibdzasos csatornan

hasznaljuk, ahol a torlés illetve hibazas valészinligggedja meg mindkét eset-
ben egy kddszo téves dekddolasanak valoszinliségét!

4.127. feladat. 1 bitnyi Uzenetet Ugy viszlink at a csatornan, hogy ismételji,
azaz a00...0) illetve az(11...1) szavak valamelyikét kuldjuk at. Legyem=
0.01 a bithibazas valészinisége az emlékeznélkili bindasoenaban. Meny-
nyivel javul a téves dekodolas valdszinliségen Ba3 hosszl szavak helyett=5
hosszuakat hasznalunk?

4.128. feladat. Az alabbi méretli kétdimenzios paritaskddot paritasélieésre
hasznaljuk @: Gzenetbit,p: paritashit)

uuop
u up
PP P

Adja meg a hibadetekcio elmulasztasanak valoszintsadékezetnélkili BSQf)
csatorna esetén!

4.129. feladat. Egy binaris, tisztan térléses emlékezetnélkili csatomé).05
a torlés és 1 p = 0.95 a hibatlan tovabbitas valészinlisége. Félbajtos (4 bit)

e

egészitink kodszova. Hasonlitsuk 0ssze az alabbi két&sidzjarast a kodolasi
hatékonysag szempontjabol:

a) aredundancia nem mas mint az tizenet félbajt megismgétlése

b) a(8,4) paraméter, paritasbittel kiegészitett Hamming-kodsizhéljuk.
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4.130. feladat. Tisztan torléses hibat okozd emlékezetnélkili binarigarsan
p = 0.05 a torlés valdszinlsége. 4 bites Gizeneteinket paritésbivitett (7,4)
Hamming-kéddal tovabbitjuk. Elfogadhatéan valasztetuk kddot, ha Gzene-
teinket legalabb @99 val6szinliséggel szeretnénk adlesn helyesen rekonstru-
amni?

4.131. feladat. 18 bajt méretii Gizenetcsomagjainkat 2 bajt méreti CRG-aa
juk egy p = 0.001 bithibazas valészinliségli emlékezetnélkili BSGesan.

a) Tegyuk fel, hogy zajmentes nyugtazdcsatorna all reedélre, s a hibade-
tekci6 tokéletes! Mennyi a csomagismétlések atlagos szama

b) Mekkora ugyanez a szam, ha a nyugtazé csatorna is ugganitgrtékben
hibazhat, ahol az 1 bajt méretli nyugta szintén 2 bajt mé&&C-vel vé-
dett. Az ado csak akkor nem ismétel, ha hibatlan nyugta ékktennyi a
csomagismétlések atlagos szama?

4.132. feladat. p hibazasi valészinliségli emlékezetnélkili csatoivdmdjt me-
ret(l, T id6tartami csomagokat tovabbitunk. A hibakontroll CRC alaitade-
tekcié. Az ad6 addig nem kiildi el a kovetkezsomagot, amig az utoljara elkil-
dott csomag sikeresen at nem jutott a csatornan,éé @wisszairanyl csatornan
nyugtat nem kapott. Tegyik fel, hogy a nyugtazas sziftéddt vesz igénybe.
Mekkora a csomagkésleltetés varhato értéke, ha a viseyaicdatorna hibamen-
tes?

4.133. feladat. Additiv gaussi csatorndn kommunikalunk, s modemigkNoy
jelizaj viszony mellettp = e F/No valészinliséggel hibazik(7,4) paraméter(i
Hamming-koddal szeretnénk hibat javitaRjy = 10-6 a megengedhétkddszo-
hiba valészinlség.

a) Mekkora jel/zaj viszony mellett érléeez el, ha nem hasznalunk kédolast?

b) Tegytk fel, hogy 1 hibat javit dekéderiink, s tdbb mint lahéisetén érintet-
lenlil hagyja a vett sz6t. Mennyivel javul a jel/zaj viszoryereség kodolas
esetén?



5. fejezet

Kriptografia

A kriptolGgia a titkos illetve védett kommunikacié tudonyan amelynek két aga
a kriptografia és a kriptoanalizis. Kiptografia azon algoritmikus modszerek-
kel foglalkozik, amelyek biztositjak az Gzenetek (taroformaciok) titkossagat,
védettségét vagy hitelességét.kAptoanalizis a titok — altalaban illetéktelen
— megfejtésére (,feltdrésére”) tartalmaz eljarasokat.

A kriptolégia mint titkosiras és annak fejtése nagy hagywyoékal rendelke-
zik, amely torténeti dzményekkel kapcsolatosan [15]-ban talalhatunk példakat

A kriptografiaval kapcsolatos nyilvanos kutatasok a '70éeek kdzepéil
egyre noévekd iramban folynak. Enneléfoka az algoritmikus adatvédelem irant
a privat (nem katonai vagy diplomaciai) szektorban megdyiul6 igény, amely-
nek hatterében az all, hogy napjainkban — kiilénésen atfajlietzléssel rendel-
kezb orszagokban — ,érzékeny informaciok”, amelyek jogtalasgszerzése su-
lyos anyagi és erkdlcsi karok okozasara adhat iedéget, nagy mennyiségben ke-
rilnek atvitelre nyilvanos tavkozlési csatornakon, vagplodnak fizikailag atla-
gosan védett memadriakban. Gondoljunk példaul pénzuggiinéciokra, egész-
séguigyi, életrajzi vagy személyi adatokra.

Titkos informécidk védelmi rendszerének az algoritmikusdseerek altala-
ban csak egyik pillérét jelentik, amelyek megféléikzikai valamint tigyviteli (in-
formécidkezelés rendszabdlyai) eljardsok alkalmazésg@yditt biztositjak a va-
I6sdgos rendszerekben az informéacidvédelmet.

Az aldbbiakban a kriptografia elemeit taglaljuk, annak jalidya kivanunk be-
tekintést nyujtani.
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5.1. Alapfogalmak

A digitalis informéaciéforras kimeneti adatfolyamabdl, @az. nyilt adatbol blok-
kokat készitunk, amelyre az= (xq,xg,...,Xu) jelolést alkalmazzuk, s amelyet
nyilt zenetnek (plaintext) hivunk. A titkosité kédold egy egy-egy émé le-
képezéssel elibazy = (y1,Yo,...,yn) titkositott (rejtett) lzenetet (ciphertext)
allitja elé:

y = Ex(X), (5.1)
aholEg, k = (ki, ko, ..., k) paraméterl invertalhato kddolo transzformaciok A
vektor a titkosita&ulcsa, az az informacio, amely egyértelmiien meghatarozza az
aktudlis titkosité transzformaciot.

A titkosité dekddolo az inverz transzformacidy felhasznalasaval

X = Dk (y) (5.2)

maodon reprodukélja a nyilt Gzenetet.
Tekintslink ebszor néhany egyszer(i példat.

5.1. példa. Egy titkositd kddold kimenetén az alabbi karaktersorogletjik meg
az angol abécé betiob

AELTIEKELHMLMTQECHECPBMTBEQSKCDJ

Betlinkénti helyettesitést alkalmaztunk az alabbi hedgé tabla felhasznalasa-
val:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
CIPHERABDFGJKLMNOQSTUVWXYZ

ahol egy fel§ sorbeli karaktert az alatta alléra cseréltiink ki. A ny#liteérejtett
Uizenetblokk egy karakter hosszlsagu, ddaz N = 1. A helyettesih tablat agy
konstrualtuk, hogy a méasodik sorat egy értelmes szévaltkkZ€IPHER), majd
sorrendben felsoroltuk az abécé fennmaradé karakterekulés ez esetben az
értelmes keztisz6. A dekddolast a kulcs (és az annak megidielyettest tabla)
ismeretében elvégezhetjik, s az alabbi nyilt adatfolydapjuk:

GENTLEMEN DO NOT READ EACH OTHERS MAIL

5.2. példa. A fenti példabeli nyilt szoveget bontsuk 8 karakteres bk, majd
kddoljunk blokkonként az aldbbi permutacié felhasznalaka

I_|_1234567
~\43718254¢g’
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azaz az 1. poziciéban lékaraktert a 4. poziciéba, a 2.-bandéwa 3.-ba, stb.
helyezzik at. Ezzel az alabbi rejtett széveget kapjuk:

TNMGEELENORNEDOTAEOATDCHSRIHLEMA

A dekddolas soran az inverz permutalast végezziik el bldéémn A kulcs ez
esetben az aktualis permutécié. A helyettesités melleth €n. transzpozicio
(vagy keverés) eljaras a masik alapmaodszer blokk-k6datsk késében, altalaban
a ketBt kombinalva alkalmazzak.

5.3. példa (Caesar-titkosit0).A mar Julius Caesar altal is hasznalt titkosito elve
egyszerli. Az angol abécé betliit feleltessilk meg szarkakna=0,B=1,...,

Z =25 helyettesitéssel. Az= (x1,X2,...,Xu) nyilt szoveget ag = (y1,Y2,...,YN)
rejtett szovegbe karakterenkénti— a megf@ledészeken végrehajtott —

yi =X +k (mod 26, (5.3)

i=1,2,...,M modulo 6sszeadassal kddoljuk, ahd & (ki, ko, ... ,kk) kulcs is
a{0,1,...,25} halmazbdl veszi az elemeit.

Szampéldaként legydn= (3,3,...,3) konstans elem{ vektor, tovabha=
7, s ekkor ax = (CAESARX) nyilt izenetet ag = (FDHVDUA) rejtett lizenetbe
kddoljuk. A dekddolas az

i =Yi—ki (mod 26,
i=12,...,Minverz mivelettel torténik.

5.4. példa. Az 5.3. példa nyilt szévegének megfeleltetett decimatiskék bina-
risba alakitasaval az alabbi binaris nyilt széveget kapjuk

x = (0001000000 0010Q 1001000000 10001 10111)

Legyen a kulcs egy a nyilt széveggel azonos hosszlUsagugidolzds sorozat
(fej=1, iras=0):

k =(10011100110010010111,100100000101110
és képezzik a rejtett szévegebagzsk bitenkénti modulo 2 6sszeadasaval:
y = (1000110011 0000Q00101,100101000011007)

A dekodolas a kddolés inverze, azazy; — ki = (yi + ki) (mod 2.
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X titkosité y titkosité | X
kodold C, dekdédolé
k k
kulcsforras —————

5.1. &bra. A konvencionalis titkositd rendszer elvi vézlat

Az az eljaras, amikok kulcsot minden egyes kédolasakor fliggetleniil sor-
soljuk, abinéris véletlen atkulcsolas(one-time-pad, ill. Vernam-titkosité néven
is ismert), amely, mint latni fogjuk, elvileg tokéletekbsitd eljaras.

Az eddigiekben bevezetett titkositasi médszer azéjett kulcst, mas né-
ven konvencionalis vagy egykulcsos blokk-kodolaskahvencionalis titkositd
rendszerblokkvazlatszerl modelljét lathatjuk az 5.1. 4bran.

Arejtett Uzenetet @1 nyilvanos csatornan (public channel), mig a kulcgot a
titkos csatornan (secret channel) tovabbitjuk a dekédiléli@, tehat a kddolas
és a dekodolas azonos titkos kulcsot haszndl. A csatormgngissagat illetve
titkossagat egy tAmaddval szembeni korlatozott illetkéligies védettsége jelenti.
Példaul kbzhasznalatl hirkdzlési csatornaink nyilvamig,egy megbizhat6 futar
altali kézbesités titkos csatornanak felel meg.

A tdmado (behatold) célja lehet aznyilt izenet megallapitasa vagk &ulcs
megszerzése. Alapfeltételezés a tAmadéd ismereteivesékgbosan, hogy az ak-
tualis k kulcs kivételével a kodolas, dekddolas alkalmazott atgurséat teljes
részletességgel ismeri. (Titkositasi algoritmuson asitld kédolas és dekddo-
las szamitasi eljarasat értjik.) Ez azt is jelenti, hogy ttlpsitasi algoritmus
altal nyujtott védettség nem haladhatja meg a kulcsa @&&tpinek mértékét. A
kulcs az az informacio, amely gyorsan és kivanatosan gpatsarélhdi, mig
a titkosité rendszer tébbi elemét hosszabb ideig nem kébztatni. A tamado
altal alkalmazhaté médszerek kozil csak az algoritmikosatdasi modszereket
tekintjuk. (Elképzelhdik tovabbi médszerek, pl. betorés, lefizetés alkalmazasa,
elektromagneses kisugarzas mérése is egy elszant tansaédr.g

Az algoritmikus tipust tamadasnak passziv és aktiv médjkinbodztetjik
meg, amelyet a nyilvanos csatornan hajt végre a tamado.

A passziv mddszenz un. lehallgatas, amikor a tamado a nyilvanos csatornan
aramlo Uzenetek sorozatanak birtokdba jut. A tamadoé céljdagy a megfi-
gyelt rejtjelezett kapcsolatbél kinyert informaciék faznalasaval algoritmikus
tamadast inditson az aktualis kulcs megallapitasara. Zjaast szokas rejtjel-
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fejtésnek nevezni, amelynek eszkoztarat a kriptoanatizidszerei alkotjak. A
rejtjelfejtd altaldban széleskorl hattérinformaciora is alapozhatt pl. a nyilt
szOveg nyelve, formatummegkdtései, statisztikai tulagdgai, tipikus szavai, ki-
fejezései (gondoljunk pl. egy beszélt nyelven megfogabtidaviratra, vagy egy
szamitdgépes programra). Ezen hattérinformaciok az dppaligatott lizenetek-
kel egyltt képezik azt az informaciobazist, amelyekre @dap egy rejtjelfejtési
mivelet sikeres lehet. gy anélkill, hogy barki az aktudit szovegnek akar
egy részletét is elarulna a tamadonak, az nagy valoszigéséudhat egy rejtett
szOveghez tartozo nyilt széveget, vagy annak egy részikréis lehetséges egy
szamitdgépes rendszerben, hogy a behatolé képes a reedydenem rejtje-
lezési védelmi vonala mogé kerllni (atlépve Ugyvitel-kégierendszabalyokat,
fizikai védelmet), abbdl a célbdl, hogy kikényszeritsenlalvalasztott nyilt sz6-
veghez tartozo rejtett széveget.

A passziv tipust tAmadasokat azok nove&reje szerinti sorrendben a kdvet-
kez kategdriakba sorolhatjuk:

a) Rejtett szovegl tAmadagciphertext only attack): tamadas azonos kulcs-
csal kddolt rejtett Gizenetek birtokaban, azaz a tamaddéetkezisére all
egyEx(X1), Ex(x2),...,Ex(XL) sorozat, ahok az aktualis kulcs.

b) Ismert nyilt szévegl tAmadagknown plaintext attack): a tamado rendel-
kezésére alldx1, Ex(X1)), (X2, Ex(X2)),- .., (XL, Ex (X)) nyilt és rejtett Uize-
netparok birtokdban tortértamadas.

¢) Valaszthato nyilt szovegl tdamadagchosen plaintext attack): tAmadas ab-
ban az esetben, amikor a tamado szabadon valaszthatja teegyalt tze-
netet, amelynek rejtett parjat latni szeretné. Képzeljéklgul azt, hogy
egy banki informaciés rendszerben valaki egy tranzakosadkményez,
azaz generdltat egyi-et, és latja annak titkositott valtozagg(xs )-et is.

d) Valaszthat6 szoveg(i tamada&hosen text attack): tamadas abban az eset-
ben, amikor a tamado szabadon valaszthatja meg akar a rgiletet, akar
a rejtett szoveget, amelynek parjat latni szeretné.

Aktiv médszer a rejtett (izenetek csatornabdl toibékivonasa, kicserélése,
amelyek célja a hozzav@egesen ismert tartalmu rejtett Gizeneteknek a tAmado
szempontjabol kedvézamddositasaizenetmdodositas Egy masik aktiv médszer
az, amikor a tAmadd megprobalja egy legélis felhasznalépeételjatszani azért,
hogy valamely masik legélis rendszereléhibformaciot csaljon kihegszemé-
lyesités.

A kétféle tamadasi médszert illusztraljuk az 5.2. és 5.8adb
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X titkositd y titkosito | X
kodold dekddold
k
tAmado——
X', k'

5.2. abra. Passziv tAmadas.

X | titkosito | Y F y titkosito | X
kodol6 tamado dekodol6
K

5.3. 4bra. Aktiv tAmadas.

Egy Uzenetitkossaga (privacy) azt jelenti, hogy csak a legalis (kivanatos)
partner szamara rekonstrualhat6é annak nyilt tartalmaggygizenehitelesség
(authenticity) azt jelenti, hogy azt olyan személy gertardki a kulcs legalis bir-
tokdban van. Lényegében azt mondhatjuk, hogy a titkosségearet tartalmaval,
mig a hitelesség az lzenetet Kiilszeméllyel kapcsolatos. Szemléletes példaval
illusztralva: ha a postas felbontja a levelet, akkor an@atatma mar nem titok,
de ha a levél tartalmat nem maodositja, s Ugy kézbesiti, azefiniteles marad.

Azt mondjuk, hogy a tamado feltbrte a titkositdé algoritmusa ,gyorsan”
meg tudja allapitani egy lehallgatott Gizenet nyilt tar@nfliggetlendl attol, hogy
éppen melyik kulcsot alkalmazzak. A gyorsasag olydintkrvallumot jelent,
amelyen belll a tAmado sikeresen hasznéalhatja céljairgsamezett informaciot.

A titkositasi algoritmusok célja a passziv tamadasok sikerének megakada-
lyozasa. Az aktiv tipusu tAmadasokat algoritmikus eszkielthem akadalyoz-
hatjuk meg, de megfelélkriptoprotokollok alkalmazasaval a tamadast észlelhet-
juk. A protokoll ok altalaban véve egy @e meghatarozott Gizenetcsere folyama-
tot jelentenek, amelyet kétivagy tdbb partner bonyolit le kooperativan valamely
feladat végrehajtasara. A kriptoprotokollok elemkéntafitkazzak a titkositasi
algoritmust, s biztositjdk a kapcsolat védett felépliléadtommunikacio alatti
aktiv tamadasok észlelltetégét, 6sszességében garantaljak a partnerek és lze-
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netfolyamataik hitelességének elfgizhethiségét. A titkositasi algoritmusok és a
protokollok a kriptogréafia tudomanyanak kétdgat jelentik.

A konvenciondlis titkositasi algoritmusok mellett a '78-€vek végéil kez-
dédben rohamosan féjtik anyilvanos kulcsu titkositas algoritmusok csaladja,
amelyeket a tovabbiakban még részletezni fogunk. Meggiklitvabba, hogy a
blokktitkositas mellett Iétezik az an. kulcsfolyamatdkdsitas (stream ciphers),
amelyet ezen bevezeismeretanyagban nem részleteziink [40].

5.2. A konvencionalis titkositok analizise

Az informacidelméleti eszkdzoket alkalmaz6 alabbi anmsihien azt tételezziik fel,
hogy csak rejtett Uzenetek allnak az analizis rendelkezggggyis a rejtett sz6-
vegl tamadast vizsgaljuk.

JeldljeX ésK a nyilt Gizenet és a kulcs valoszinliségi valtozokat, arkedgy
realizacidjax ésk az aktualisan kédolandé nyilt Gizenet és az alkalmazotiskulc
Feltesszik, hogX éskK fliggetlen valoszinlségi valtozok. Az (5.1) leképezésnek
megfelebenY = Ex (X) a rejtett Uzenet valdszinliségi valtozo.

5.1. definicid. Tokéletes titkositasol akkor beszéliink, ha
1(X;Y) =0, (5.4)

azaz, haX ésY kdlcsonds informacioja nulla, amely ekvivalensXazsY valo-
szinliségi valtozok fliiggetlenségével, és azzal, hogy szpatimado egy olyan
csatorna kimenetét latja, amelynek csatornakapacitdka(aiLcsatorna zaja csak
ak kulcstdl figg).

5.1. tétel. TOkéletes titkositas létezik.
BizoNYiTAs: Tekintsiik az 5.4. példa algoritmusat:
Y =X+K, (5.5)

aholY = (Y]_,Yz, e ,YN), X= (X]_,Xz, e ,XN), K= (Kl, Ko,..., KN) binaris vek-
torok és koordinatanként modulo 2 6sszeadast végzlink. endg§yegyenletes
eloszlasu a binarid-dimenzids vektorok halmazéan, ekkor

P{lY=y|X=x} = P{X+K=y|X=x}=
= P{K=y—x|X=x}=
= PK=y-x}=

1

2N”
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ahol felhasznaltuk ésK fiiggetlenségét. Innen
P{Y =y} = Y P{Y=y[X=x}P{X=x}=
X

1
2—N:
= P{Y=y|X=x}

adodik, azax ésX fiiggetlenek. |

Erdemes észrevenni, hogyésY filiggetlenségéhez nem kellett semmit fel-
tételezni azX eloszlasardl, tovabba, hogy a rejtett Gizenet valoszgitigdtozo
is egyenletes eloszlasu lesz. Azonban ahhoz, hogy a szokgi (Vernam) tit-
kosité realizalhat6 legyen, minden egyes lizenet kddodasajrkulcs sziikséges.
igy az adasi és vételi oldalon nagy mennyiségii kulcsoekelltarolni vagy egy
védett csatornan tovabbitani. Pontosabban a sziikségesbikszam azonos az
atkildend nyilt adatfolyam bitjeinek szamaval.

Az alabbi tételdl vilagossa valik, hogy ez a hatrany minden tdkéletes sitko
téra fennall.

5.2. tétel. TetsDleges tokéletes titkositd algoritmus esetén
H(K) > H(X). (5.6)
BizoNYiTAs: (5.4) felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy
HX)=H(X | Y)+1(X;Y)=H(X|Y),
tovabba

H(X 1Y)

< H
= H
= H
< H(K),
ahol felhasznaltuk aX = Dk (Y) alapjan fennallo
H(X|Y,K)=0
egyenbséget. [ |

Az 5.2. tétel felhasznéalaséaval binaris esetben a

H(X) <H(K) =H(Ky,Kz,...,Kn) < K], (5.7)
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azaz aH(X) < |K| egyenbtlenséget kapjuk. Tehét binaris tokéletes titkosito al-
goritmus esetén legalabb annyi binaris digltkell allnia a kulcsnak, amennyi
informacids bitet hordoz a nyilt Gizenet.

5.2. definicié. Minimalis tokéletes titkosito algoritmusrol beszéliink, h

K| =THX)T, (5.8)

ahol|v| av valés szam fel§ egész részét jeldli.

Az (5.7) és (5.8) formulak alapjan lathato, hogy a kulcsmés®kkentése
érdekében adattomorités sziikséges, vagyis az, haéfxy2 arany minél kézelebb
essen az 1-hez. Idealis tomoritést és Vernam-titkositésin@gazva minimalis
tokéletes titkositot készithetlink, hiszen ekkor

IK|=M =N~ H(X) (5.9)

allna fenn. Ezért kell az tizenetebskzor tomoriteni, és utana titkositani.
Shannon vezette be a gyakorlati titkossag és a feltételiti¢itkossag fogal-
mat.

5.3. definicid. Egy titkositasi algoritmusgyakorlati titkossagot nyujténak ne-
veziink, ha feltérése irrealisan nagy szamitasi/ taro@sakitast kivan.

5.4. definicié. A feltétel nélkiili titkossag azt jelenti, hogy a megszerezbet-
formacio (pl. rejtett lizenetek sorozata rejtett lizenatfiddast tekintve) meny-
nyisége elvileg sem elegedich feltéréshez barmekkora szamitasi kapacitas is
allna rendelkezéslinkre.

Az 5.1. definici6 szerinti tokéletes titkosito feltételkidl titkossagot biztosit.
Adott algoritmusok szamitasigényének elméleti meghat@at egy rohamosan
fejl6dd tudomanyag, az algoritmusok komplexitaselmélete tihztaslul. Ezen
eredmények alapjan egyes nyilvanos kulcsu titkosité @lgasok feltdrhebségét
bebizonyitottak.

Az alabbiakban bevezetésre kériilyilvanos kulcsu titkositasi algoritmusok
gyakorlati titkossagot kivannak nyujtani. Az algoritmksalapja tipikusan egy
kozismerten igen nehéz matematikai probléma, a targyal&®A-algoritmus
példaul az igen nagir 10°%°) egészek primfaktorokra bontasanak nagy szamitas-
igényére alapoz.



326 5. KRIPTOGRAFIA

5.3. Nyilvanos kulcsu titkositas

A nyilvanos kulcsu titkositas alapgondolata, hogy gyakorlati titkossagot tud
nyujtani anélkil, hogy a titkos tUzenetkuldést mégéen a kommunikalé partne-
rek barmiféle titkos kulcsot cseréltek volna egymassattmhogy ez az ékzetes
kooperacid difeltétel a konvenciondlis titkositas esetén. Anyilvanos kulcsu
titkosit6 két kulccsal dolgozik, egy nyilvénols,ﬁ() és egy titkosKz) kulccsal. A
nyilvanos kulcsot a kédolashoz, a titkos kulcsot a deké&tada hasznéljuk. HA
ésB titkositok felnasznalasaval torténik titkos Uizenet\wglakkorB az

y=Ee(X)
rejtett izenetet kild\-nak, ami1k2 nyilvanossaga miatt megtehet, s ébarejtett
UzenetBl

X = Dys ()

dekddolassal nyeri visszZaa nyilt Uzenetet. A kédolas a nyilvdnos kulcs isme-
retében ,konny(” feladat, mig a dekddolas a rejtett kusesaretének hianyaban
gyakorlatilag nem végrehajthato (,nehéz feladat”).

Egy A B,C,... titkositdkat (felhasznaldkat) tartalmaz6 rendszerbgnnst)-
vanos kulcstarba tessziik Iekﬁ, kg, ... nyilvanos kulcsokat, ahonnan barmelyik
felhasznal6 kiolvashatja annak a felhasznalénak a nyals&nlcsat, akinek rejtett
Uzenetet kivan kuldeni.

Az egyes felhasznalok helyben generalhatjgké, k) kulcspart, s ebl a
nyilvanos részt kbzzéteszik, mig a masikat titokban tlartfdagyon fontos ész-
revennlnk azt a kitételt, miszerint a nyilvanos kulcstédsak olvasni szabad, s
védeni kell azt a nyilvanos kulcsokkal tért&émanipulacioktol (pl. cserét). Ez
azt jelenti, hogy ugyan a kommunikaciét megen nem kell titkos kulcscserét
végezni, hiszen a nyilvanos kulcstarbél olvasas egy nidlitates informaciécse-
rének felel meg, de megmarad az a feladat, hogy ezen nylerds informacio
hitelességét biztositani kell.

Hitelesitési feladatban jol alkalmazhat@adekédold transzformacio. Te-
gyuk fel, hogyA azx Gizenetet kivanj8-nek elkildeni olyan modon, hogy egy-
Uttal ,alairasat” is elhelyezze a rejtett izenetben. Ezt tédpeti meg, hogy az
y = Eg(Da(x)) alaku Gizenetet kuldi ely alapjan aDa(x) tartalmat csalB tudja
dekoddolni, s nyilvarDa(x) az a leképezés, amely egyértelmlien kapcsolodik a
killdd személyéhez\-hoz, és a kiildétt tizenethezhez. A dekddold transzfor-
maciénak a nyilt izenetre tori@mlkalmazasaval digitalis alairast generalhatunk.
Hasonlo6 alairasok hitelesithetik a nyilvanos kulcstamel. Ezen alkalmaza-
sokra a kriptogréfiai protokollok kapcsan még visszatériink
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A. Shamirt6l szarmazik az a rendkivil érdekes eljaras, ymeéla felhaszna-
lasaval mindennem(i @& etes kulcscsere nélkl titkos Gizenetvaltas térténhret pa
nerek kozott, feltéve az esetleges behatolorél, hogy passzaz a csatornan fo-
lyé Uzenetvaltas lehallgatdsara képes csak. Ez az eljgidsvébblépést jelent a
nyilvanos kulcsu algoritmusokkal szemben is, hiszen mégdnyos informaciot
sem kell ebzetesen a partnerek tudomasara hozni.

A felhasznal6k mindegyike egy titkos kulccsal rendelkezze tegyik fel,
hogy a rendszerben alkalmaz&it(x) kédol6 transzforméacié kommutativ, azaz
tetsdlegesx nyilt izenetka éskg kulcspar esetén

Exa (EkB(X)) = Exg (EkA(X))7 (5.10)

azaz a kétszeres kddolas eredménye flggetlen legyen a&lalsstas sorrendjé-
tdl. Ekkor az un. ,haromlépéses” eljaras alkalmazasavidlhasznal®B-nek a
kdvetkeDdképp kuldheti ek Uzenetét:

1. A—»B: yi=Ek,(X)
2.B=A: y»= Exe (EkA(X)) = Exa (EkB(X))
3. A—>B: Y3 = DkA (EkB (EkA(X))) = EkB(X)

Ez a természetes dtlet még szemléletesebben is leirhatézélesen képzel-
juk el, hogy egy lelakatolhat6 ladaba helyezitehz x Uizenetet, s lelakatoljiaa
kulcsaval (1. 1épés), majd elkil@-nek. B nem probalkozik a nyitas szamara is
lehetetlen feladatéaval, hanem inkabb még a saj&ulcsaval is lelakatolja a ladat
(2. Iépés), majd visszakildi agtnak. A leveszi a sajat lakatjat, s a ladat, amelyen
mar csakB lakatja maradt, visszakul@-nek (3. Iépés), aki ezutdn mar kdnnyen
kinyithatja azt.

A fentiekbdl tgy tlinhet, hogy megtalaltuk a tokéletes megoldastgnivalo-
ban nem kellett éizetes kulcscsere a partnerek k6zott (sem nyilvanos, et
De mint emlitettiik, ezen protokoll praktikus alkalmazisdtgat az gatolja, hogy
teljesen ki van szolgaltatva az aktivtamadasnak, hiszémexzetkildés nyilvanos
hélozaton torténik. A fenti szemléletes leirAsmdd szdtaraval gondoljunk
csak arra, hogy pl. a postas, akivel a ladat kivamiiez eljuttatni a sajat lakatjat
teszi a ladara a 2. Iépésben, s igy adja azt vidsaak.

Az (5.10) kommutativitasi tulajdonsagnak eleget tesz yzegr i

Ex(x) =x+k (mod?2
bitenkénti modulo 2 vektordsszeadast alkalmazé kédoisgnis

(X+ka) +ks = [(x+ks) +ka] (mod?2),
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mivel a mod 2 6sszeadas asszociativ.

Kdénnyen belathatjuk azonban, hogy ezen kédolas alkalraazhdromlépéses
eljarasban még a legegyszerlibb passziv tamadasnak, tampusjtett szovegre
alapoz6 tAmadasnak sem all ellen. Ugyanis az eljaras 13. Bpése soran a
tamado megfigyelve az

y1=X+Ka, Y2 =X+ka+Ksg, y3=X+Kkg

rejtett Uzeneteket, és képezve azok mod 2 dsszegét,

Yi+Y2+Yy3=X,

azx nyilt tzenethez jutunk,& a kulcsok is kinyerhék: kg = y1 + Y2 éska =
y2 +Vy3. Vegylk észre, hogy az alkalmazott kédolas nem véletlenlégklas,
hiszen kétszer is alkalmaztuk ugyanazon kulcsot.

Kommutativ egw® modn alaku kédolas (modulo hatvanyozas) is, aheln
természetes szamok, azaz

(x*)% = (x2)%  modn.

llyen tipusu miveletet hasznal az 5.4. szakaszban réselekifejtett RSA-kodo-
las.

Elemi szdmelméleti eredmények

Ahhoz, hogy megérthessiik a Rivest—Shamir—Adleman (R@yiéinus mu-
kodését, néhany elemi szamelméleti eredmeény felidézégeéges.

5.3. tétel (A maradékos osztas tételeJetsdleges ésh, b > 0 egészekre egyér-
telmien léteziky ésr egész, hogy

a=bq+r, 0<r<h

BizONYITAS: A létezés konnyen lathato, hiszemb < a < (q+ 1)b egyenbt-
lenségnek eleget tévegészet valaszthatjuk, s ekkoe a— gb. Az egyértelm(-
ség igazolasahoz tegyik fel, hogy paron kivil létezilg',r’ par is, amelyre =
gb+r’, 0<r’ < b. Mivel ekkorgb+r =qb+r’ &llna fenn, ezént—r’ =b(q —q)
atrendezéséb ellentmondasra jutunk, hiszen<Or,r’ < b miattr —r’ < b, s
ugyanakkor teljesulnie kell & | r — r’ oszthatésagnak, ami csak=r’ esetén
lehetséges. Az =1’ egyenbségldl viszontq = ¢ is kdvetkezik. [ |
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5.5. definici6. Az a szamot & ésc szam k6zds osztéjanak nevezziik,ahgh
ésa | c teljesll. Hab ésc koéziil legalabb az egyik nem nulla, akkor a k6z6s
0sztoik legnagyobbikas ésc legnagyobb k6z6s osztojanak nevezziKI&s)-

vel jel6ljik.

5.6. definicid. Azt mondjuk, hogya ésb relativ primek, hga,b) = 1.

5.4. tétel (Az euklidészi algoritmus). Adott b ésc > 0 egészekre egymas utan
tobbszdr alkalmazzuk a maradékos osztast, s ezzel az etglekbvetked soro-
zatat kapjuk:

b=cg+r; O<ri<c
C=riga+rz O<ro<ry

ri=roQz+rs O<rz<ry

M-2="rIn-10n+"n O0<rh<rn
M'—1="rnOn+1+0 O=rns1

A b ésc szamok legnagyobb k6z6s osztdja az osztasi eljaras legutolsé nem
nulla maradéka, azdb,c) = rp.

B1ZONYITAS:

a) ry,ro,... pozitiv egészek szigortan monoton csokkeorozata, ezért 1é-
teznie kell olyan egésznek, amelyrg, = 0.

b) A b= caq +r1 egyenletre tekintve lathatjuk, hogy ka b ésx | ¢ fennall,
akkor x | ry is fenn kell alljon, s viszont, hg | c ésy | r1, akkor ebidl
y | bis kdvetkezik. Ez pedig azt jelenti, hodpyc kdzds osztdinak halmaza
megegyezilc,r1 kdzos osztdinak halmazaval, ez@vtc) = (c,r1) is igaz.
Az euklidészi algoritmus tovabbi egyenleteit is tekintve a

(b,c)=(c,r1) =(r1,r2) =+ = (rn-1,r) = (r,0) =y,

egyenbségi lancot kapjuk, tehéb, c) = r, valéban igaz. [ |

5.1. kbvetkezmény. TetsDlegesb ésc egészekre, amelyek koéziil legalabb az
egyik nem nulla, Iéteznekést egészek, hogy

(b,c) = sb+tc. (5.11)
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B1zoNYiTAs: Az euklidészi algoritmus egyenletéibegymasba helyettesitések-
kel a kdvetked egyenletsort kaphatjuk:

= b-mc=>b+(-mm)c

r2 = Cc—0Ori=(—G)b+(1+mge)c

rn = sb+tc,
tehat az 6sszeas, igyry is felirhatd & ésc szamok linearis kombinaciojakér
5.5. példa. Hatarozzuk meg a 8387 és 1243 legnagyobb kdzos osztéjat!
Az euklidészi algoritmus alapjan:

8387 = 1243 6+929
1243 = 929-1+314

929 = 314.2+301
314 = 301.1+13
301 = 13.2342
13 = 2.6+1

2 = 1.2+0,

igy (83871243 = 1, azaz relativ primek. Ezen szdmolast felhasznélva a%)(5.1
eldallitas a kévetkegaképp kaphat® = 8347, ¢c = 1243 jeldlésekkel:

929 = b-6¢c
314 = —-b+7c
301 = 3b-—20c
13 = —4b+27c
2 = 95-641c
1 = -574+3873,

azaz(8387,1243 = —574-8387+ 3873 1243.

5.7. definicié. Ha azm nem nulla egész osztja az— b kilbnbséget, akkor azt
mondjuk, hogy aa kongruen®-vel modulom, és ezt a kbvetkéiképpen jeldljik:
a=b (modm).
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5.8. definicié. Azt mondjuk, hogyb modulom inverzea-nak ha
ab=1 (modm).

5.6. példa. Az 5.5. példa alapjan a 3873 az 1243 modulo 8387 inverzeehisz
3873.1243=1 mod 8387.

5.5. tétel. Az a modulom inverze akkor és csak akkor létezik, feam) = 1. Ha
létezik inverz, akkor az egyértelm(i aenél kisebb pozitiv egészek kézott.

BizoNYiTAS: Ha létezikb, amelyreab= 1 (modm), akkor az ezzel ekviva-
lensab— gm=1 alakbdl(a,m) | 1, azaz(a,m) = 1 kdvetkezik. Megforditva,
ha(a,m) = 1, akkor az (5.11) felhasznalasagaHtm = 1 kaphato6, ahob = s
vélasztdssddla= —tm+ 1, azaba=1 (modm) kdvetkezik.

Az egyértelm(iséget a kovetki@pp bizonyithatjuk. Ha & # b, 0 < b,
b < megészekrab=abl =1 (modm), akkora(b—b') =0 (modm), ami azt
jelentené, hogyn| a(b—b'). De mivel(a,m) = 1, ezért ebbl m| b— b’ kdvetke-
zik, ami viszontb — b'| < mmiatt lehetetlen. [ |

5.6. tétel (Fermat-tétel). Ha ac egész nem oszthatdegorimmel, akkor
c”1=1 (modp). (5.12)

BizONYITAS: Tetsdlegesegészre g,2c,3c, ..., (p—1)cszamok kildnbdznek
modulo p. Ha ugyanisic = jc (modp), i # j, 0< i, j < p fenndllna, akkor
az(i—j)c=qpés|i—j| < p, ptc Osszefuggéseki ellentmondasra jutnank.
igy tehat ac,2c,...,(p— 1)c szamok modulop az 12,...,p— 1 szamok egy
permutaciojat adjak. A kongruencia definicigjabél kbévetkehogy haa = by
(modp), i=1,2,...,n, akkorajay...an = biby...by, (modp) is fennall. Tehét
1.2.3-...-(p—1)=c-2c-3c-...-(p—1)c,azaz

p-1 p-1

”i =cPt _|_|i (modp)

1=c”?! (modp). |

fennall, ahonnan

5.7. tétel (Fermat-tétel altalanositasa). Ha p; ésp; kilénbdsd primek, és
(a,p1p2) =1, akkor

aPi—D(p2-1) _ 1 (mod pyp2). (5.13)
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BizONYITAS: Az (a,pip2) =1 apitaéspyta allitsokat jelenti, igy mivel
p1 éspy prim, py faP2 ! ésp, taP s teljesiil. A Fermat-tétel felhasznalasaval
tehéat

-1
(a(prl))(pl ) =1 (modp;)

1
<a(p1—1)>(p2 ' 1 (mod py)

kdvetkeznek. De ha valametyegészre =1 (modp;), c=1 (modpy), akkor

az ekvivaleng | c— 1 éspy | c— 1 llitasokbdlp;p2 | ¢ — 1 kdvetkezik. Ac =

a(Pr-1)(r—1) megfeleltetéssel a tétel bizonyitasat kaptuk. [
Az 5.6. és 5.7. tételek az alabbi tétel specidlis esetei:

5.8. tétel. Ham= pypz-- - pn, @aholps, P2, ..., Pn kiilénboD primek éga,m) =1,
akkor
a®™ =1 (modm), (5.14)

aholg(m) = (p1 —1)(p2— 1) --- (pn— 1) az Euler-fiiggvény. (Ez a tétel az Euler-
tétel specialis esete.)

Atovabbiakban csak az 5.7. tétel altalanossagéra leszégukk, ezértaz 5.8.
tétel bizonyitasat (lasd [34]), amely az 5.7. tételéhedhi@an térténhet, el-
hagyjuk, s csak &(p1p2) = (p1— 1)(p2— 1) roviditett jelolést hasznaljuk. Az
eddigiekben bevezetett szamelméleti alapok birtokabagértteetjik az RSA-
algoritmust.

5.4. RSA-algoritmus

Az algoritmus |épései a kbvetkék:
1. Valasszunk véletlenszeriien két nagy primszamat ésp,-t.

2. Kiszamitva am= p1p; €és@(m) = (p1 — 1)(pz — 1) paramétereket, valasz-
szunk véletlenszerlien egy 1 < e < @(m) egészet ugy, hogy

(p(m),e)=1 (5.15)
teljesuljon.
3. Szamitsuk ke inverzét modulap(m):
d=e! (modgm)) (5.16)

(az 5.5. tétel miatt létezik).
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4. Az m e egészeket nyilvanossagra hozzuk, midj p1, p, értékeit titokban
tartjuk (azaxP = (m,e), k® = (d, p1, p2)).

5. Atitkosité kddolas az £ x < mnyilt izenetre egy ¥ y < mrejtett lizenetet

ad, ahol
y=x° (modm), (5.17)

mig a dekodolas az
x=y* (modm) (5.18)

inverz miivelet.

(Az x ésy skalar jelolést alkalmazzuk a nyiltill. a rejtett izenetreRSA esetén,
kihangsulyozandé, hogy nemnegativ egész szamokként zigéigeelik a modn
miveleteket.)

5.1. lemma. Az (5.17) és (5.18) formulakkal megadott miiveletek egymasr-
zei.

BizoNYiTAS: Mivel (5.16) ade= gqg(m) + 1 allitassal ekvivalens valamety
egészre, ezért az

yd = (%)% = x4 = x¥M+1  (modm)

kongruencia lancolatot kapjuk. Kulon vizsgéljuk @gm) = 1 és(x,m) > 1 ese-
teket.
a) (x,m) =1 esetén (5.13) felnasznalasax®™ = 1 (modm), igy
yo = xHUM+L — x(x®M)d — x (modm)
azaz ez esetben a kivant eredményt kaptuk.

b) (x,m) > 1 esetén mive = p1p2 ésx < m, ezért vagyp: | X vagy pz | X.
Az éaltalanossag korlatozasa nélkil feltehetjik, hpgy x, ezértx = wp;
felbontas kaphato, ah@lv,m) = 1.

Ennek felhasznalasaval
XAM)+L — \pAAM)+Lp0XMFL (60 m) (5.19)

Mivel (w,m) = 1, ezért (5.19) jobb oldali elstényebjére az 5.7. tétel fel-

hasznéalasaval
wiAm+L — (modm) (5.20)



334 5. KRIPTOGRAFIA

adodik. A Fermat-tétel felhasznéalasaval:

P — gy (p) = pu ()™ = py (modpy) (5.21)
illetve nyilvanvaléan:
pi* ™ —0=p; (modpy) (5.22)
igy mivel py | p?™* _ p; és (5.21) alapjam; | p®*™ ™ — p; teljesiilnek
ap; # pp primekre, ezérpyp, | pX™* — py is fennall. Azaz

(m)+

py? Y=p; (modm). (5.23)

Az (5.20) és (5.23) eredményeket (5.19)-ben felhasznalva
XIAM+L — wp; =x  (modm)

adodik, amit bizonyitani szerettlink volna. |

Az alabbiakban egy szampéldaval szemléltetjiik az RSAriahgas paramé-
terszamitaséat (1-4. lépések), majd a kodolas és a dekddbiddetét, amelyben
a szamok nagysagrendjét a Iépések szemléltetéséher kidkisztottuk.

5.7. példa. Legyen p; = 73, p, = 151, igym = 73-151 = 11023, ¢(m) =

(73— 1)(151—1) = 10800=2*-3-5?.9. Az e paramétert valaszthatjuk pél-
daul 11-re, mivel(1088Q011) = 1. Az e inverzét modulop(m) az (5.11) alak
segitségével allithatjuk @l azaz az 5.5. példaban latott szamitasmenetet kdvetve
kaphatjuk meg aes+ @(m)t = 1 eldallitast:

10800 = 11-981+9

11 = 9142
9 = 2.4+1
2 = 1.240,

ahonnan

9 = 10800-981-11

2 = 11-9=11-(10800-981-11) = —10800+ 982- 11

1 = 9-2-4=10800-981-11—4-(—10800+982-11) =
= 5-10800-4909 11,
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igy —4909-11=1 (mod 10800, ezértd = 10800— 4909= 5891 (mod 10800,
tehatd = 5891.

Nyilvanosségra hozzuk az= 11, m= 11023 egészeket, s titokban tartjuk a
p1=73,p2 = 151, d = 5891 egészeket.

Tegyuk fel, hogy ax = 17 nyilt Gzenetet kivanjuk kédolni, ekkor

y=17" (mod 11023,
ahonnary = 1782. A dekddolas az
x=1782%" (mod 11023 (5.24)

mUvelettel torténik.
Az (5.24) modulo hatvany kiszamitasat egyszerUsiti aghatvanyozas (,négy-
zetre emelés és szorzas”) modszere. A Kitaz

5891= 204214 28 4 294 210, 512

0sszegre bonthatjuk a binaris dbrazolasa alapjan. Enapjéalaz (5.24) hatvanyt
az alabbi alakba célszer( atirni:

17827 .1782"°.178% . 178% . 1782 . 1782=
= ((...(17822)2178221782217822)?)?)?)2)2)21782?1782

A kiértékelést a legbetsmodulo négyzetre emeléssel kezdjik, azaz az més
hany lépés:
1782 =900 (mod 11023

90(* = 5321 (mod 11023
(53211782 = (22422 =76 (mod 11023,

s az utolso lépés eredményéiil a 17-et kapjuk vissza. Igyethehogy (5.24)
mechanikus kiszamitasdhoz, azaz a

((...(1789-1789 1789 1789 -...)- 1789

szorzashoz sziikséges 5890 darab modulo szorzast végehtakel, megusztuk

17 darab modulo szorzassal. (Kénnyen dllezhet, hogy ezzel a médszerrel
legfeljebb a kited kettes alapu logaritmusanak kétszerese szamu modulo szor
zasra van szikség.)
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Az egyiranyu fuggvény

Mai ismereteink szerird ésm nyilvanos adatok birtokaban az
f:{1,2,....m—1} - {1,2,...,m—1},

f(x) =x° (modm) (5.25)

inverzének kiszamitésa (azaz ggértékhez egy, ag= f(x) (modm) dsszefug-
gésnek megfelélx meghatarozdsa) szamitasigényét tekintve gyakorlatikeg m
oldhatatlan feladat, ha p; és p, primeket elegeriten nagyra valasztjuk. &s
sejtés, hogy ezen inverzképzés nehézsége ekvivalangpamfaktorokra bonta-
sanak nehézségével. Tovabbi sejtés, hogy egész szdmokifakisara szolgalo
algoritmusok felhasznalasaval ma szamitasigényét tekimegoldhatatlan fela-
dat a logym~ 300 nagysagrendi egészek felbontasa. Mai ismeretek érsotec
I6gia alapjan tébbszaz év nagysagrendiil@hne szilkséges a szamitashoz. Ezen
id6tartambecslést természeteserdstsban Ugy kell tekintenlink mint egy irrea-
lisan nagy értéket, amely szemlélteti a gyakorlatilagdsiatédettség eléréséhez
szilkséges 6s tulméretezést a kriptogréfiai kodtervezésben.

A gyakorlati titkossagra visszatérve, elvileg nyilvan niédnee, m nyilvanos
adatok birtokaban az 6sszfsyilt Uzenet, rejtett Uzengpar ebzetes kiszamita-
séra, amelyeket tarolva és a rejtett Uizenetek valamilymersdjében felsorolva,
tetsdleges rejtett izenet vételekor kiolvashatnank a nyifépaa feltétel nélkili
titkosség igy nyilvan nem éllhat fenn, hiszen az megenge#dééaz 6sszes ilyen
par tarolasat és mégsem juthatnank kdzelebb a titok (koegfejtéséhez.

Az (5.25) modulo hatvanyozas a fentebb mar emlitett melgfgdaraméter-
nagysagrendek mellett egy példaja az agynevezett egyirffiggvényeknek.

5.9. definicié. Az invertalhatof fliggvénytegyiranytnak nevezziik, ha értelme-
zési tartomanyénak tetdtegesx eleméref (x) értéket kénnyi kiszamitani, mig
gyakorlatilag irreélis feladat tetélegesy értékkészletbeli elemhez gz f(x)-
nek megfeled x kiszamitasa.

Az RSA-kbdolas esetén kdnnyii feladatnak szamit az (5.a88plés, mig a
dekddolés csak a titkos dekddolo kuldsismeretében kdnnyl. Azon egyiranyu
fuggvényeket, amelyeket egy informacio birtokdban kanme annak hianyaban
gyakorlatilag lehetetlen invertalni csapda tipusu egwitefiggvényeknek nevez-
zUk. Ezzel a szbhasznalattal élve csapda tipusu egyirdmgvény birtokdban
elvileg tervezhetlink nyilvanos kulcsu titkosité algonitsh Megjegyezzik, hogy
a'70-es évekil kezdbdben rengeteg éfeszités tortént ilyen fliggvények konstru-
alasara, amelyek koziil eddig csak a modulo hatvanyozaapnolalRSA-kodolas
maradt feltéretlen.
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Primek elballitasa

Visszatérve az RSA-algoritmus él$épésére, nézzilk meg roviden a vélet-
len primvalasztas kérdését. Bizonyitas nélkil utalunkéanstmélet Csebisev-
tételére [30], amely kimondja, hody(n)-re, azn pozitiv egésznél kisebb primek
szamara a kdvetkézecslés adhato, meelég nagy:

nmn)~ — 5.26

(n) = — (5.26)
Emlitettilk, hogy ma teljesen biztonsagosnaz pip> ~ 10°°° nagyséagrend,

amelyhezp; ~ 10'%° (~ 2500) 'j — 1 2 nagysagrendi primeket valasztottunk. igy

annak a valészinisége, hogy egy véletlenszeriien vategA! < s < 2502 (502

bites) szam prim, az (5.26) alapjan kozelithet

(2% -n(2%)  2spm, , 1
2502 _ 9501 — 2501 T 35(Q’

s mivel az adott szamtartomany fele paros szam, amelyek riemelg elég csak
a pératlanok kozul valogatnunk, s ezzel megduplazzuk &saldaldszinliséget
~ ;5=-re. Igy tehat atlagosan 175 probalkozasonként jutunkgzémhoz a 145°
nagysagrendd szamok kozott.

Felmerill a kérdés, hogyan donthetjik el, hogy a véletlemdrkolt egész
szam prim-e vagy sem. Véletlenil sorsolt szamok koziil agkivaldszinliségi
alapon tortédt kiszlrésére tobb algoritmus is létezik, amelyeknek apeilét
kivanjuk itt elmondani.

Tegyik fel, hogy asegészol szeretnénk elddnteni, hogy prim-e. Valasszunk
egy ugynevezett bazist, edpyegészet a X b < startomanyban. A Fermat-tétel
alapjan tudjuk, hogy haprim, akkor

b51=1 (mods). (5.27)

igy, ha
b51+£1 (mods), (5.28)

akkorsbhiztosan nem prim, dsazs dsszetettségének Un. Fermat-tandja. Azonban
ha (5.27) igaz, akkor csak annyit mondhatunk, hogy leheséwpgys prim.

Ha a fenti tesztet-szer egymas utan megismételjik, és a fuggetlenil sorsolt
2 < by,...,by < s béazisok mindegyikére (5.27) teljesul, akkor aegészet kis
tévedési valoszinliséggel primnek nyilvanitjuk. Az élleéselk szamat nyilvan
ugy szeretnénk beallitani, hogy a tévedés valészinliségra prim elfogadasa)
minél kisebb legyen [38, 31].
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Kdz6s modulus valasztasanak hibaja

Tegylk fel, hogy az RSA-kddolast alkalmazzuk egy sokfethakis rend-
szerben, és egy, p2 primpart valasztunk véletlen szelekcidval a teljes reedsz
szamara a kulcskioszté kdzpontban. Ekkomez p; - p» modulus is kdzds a rend-
szerben. Az egyes felhasznaldknak a kézpont fliggetlensiba azea, ez, ec, . . .
nyilvanos kodolé paramétereket, majd kiszamolja a melifele dg, dc, . . . titkos
dekddold paramétereket. A nyilvanos paramétereket nyilsaolvashato kulcs-
tarban helyezzik el. Amikor egy 0] felhasznalé a rendszekidén csatlakozni,
ezen igényével — a rendszeren kivil — egy kulcskioszt6 kitpaz fordul, ahol
egyrészt bejegyzésre kerll, masrészt megkapja a titkas&ulA kéz6s modulus
(m) valasztasanak &hye lehetne, hogy a nyilvanos kulcstarban kevesebb ada-
tot kell tarolni (azaz nem kell a kildnb&ama, mg, Mc, ... modulusokat tarolni),
tovabba elképzelhét hogy azonos modulus az aritmetika hardver megvalésitasa
ban is egyszerlsitést eredményez a felhasznal6i eszakdAzealdbbiakban egy
példan keresztll megmutatjuk, hogy kézds modulus valsazsd sulyos rend-
szertervezési hibat kdvetnénk el, amelyre egy példat nmiat Tovabbi példa
talalhato [31] irodalomban.

Relativ prim kédolé kulcspar esete
Abban az esetben, faésB felhasznaldley éseg kddold kulcsa relativ prim és
azonos nyilt tartalmu Gizenet érkezik mindkét felhaszraadpl. egyC felhaszna-
16t61 egy korlevél), akkor ezen (izenetet a tamadé dekod@ipes anélkiil, hogy
ez egyben az RSA-kddolas megtorését (amdaktorizalasat) jelentené.
Legyenekya = x* (modm) ésyg = x*® (modm) a tAmado altal megfigyelt,
azonos nyilt Uzenethez tartozd rejtett Uzenetek(ddazeg) = 1, akkor az 5.4. tétel
kovetkezménye alapjan léteznek olytasegészek, hogy- ea +s- eg = 1 fenndll.
Mivel ea > 0 éseg > 0, ezért éssegyike negativ. Legyen< 0, azaz = —1- [t|.
Feltehetjik, hogyya,m) = (ys,m) = 1, hiszen ellenkezesetberys ésm (illetve
ys €sm) legnagyobb k6zds osztéjapm vagy p2, aminek megismereése a titkositd
transzformacio (RSA-kad) feltorését jelentené. Ha pdgigm) = 1, akkorya
(modm) inverze ') létezik, ahonnan

(vah)"'- (y8)® = ()1 (x)° = X5& — x (modm),

azaz anélkil, hogy feltdrte volna a tAmadé az RSA-kddote&éplt kiszamitani
a rejtett Uzenet nyilt tartalmat.

A fentiekben elmondott algoritmikus tdmadas konkllUzi@aregy k6z6s mo-
dulus valasztasat mindenképpen el kell keriilni RSA-kotiawdé rendszerekben.



5.4. RSAALGORITMUS 339

A kicsi kddol6 kulcsok problémaja

Az RSA-algoritmus paramétereinek megvalasztasanal al&dkitevdjére
az 1< e< @(m), és(p(m),e) = 1 megkotéseket tettlik. Kisebb szamitasigényl a
kddolas, hae értékét kicsire valasztjuk, és ezt megtehetjik, mivel eZdasztas
— a mai ismeretek szerint — nem konnyiti meg az RSA-algorifieltérhebseé-
gét. Ha azonban egy sokfelhasznalds rendszerben kicsidé(p tiznél kisebbre)
valasztjuk valamely felhasznatparaméterét, az bizonyos koértilmények kdzott
nyilt Gzenet kiszamitasara adhat |distget a tamado szamara anélkiil, hogy fel-
torné a titkosité kodot.

Itt felelevenitjik a kinai maradéktételt, amely a kodoldsretben széleskor-
ben alkalmazhato.

5.9. tétel (kinai maradéktétel). Ha azmy, mp, ..., my pozitiv egészek paronként
relativ primek, ésy,ay,.. ., a; tetsdleges egész szamok, akkor az

Xx=g (modm), i=12,....r

kongruenciarendszernek van k6z6s megoldasa. Barmelyédgloas kongruens
modulomy -mp---m.

BizONYiTAS: Ham=m;-mp---my, akkormﬂj egész és(mﬂj,mj> =1. Ezért
az 5.5. tetel ertelmében léteznek olygregeszek, hogx’?—jbj =1 (modm;). Mi-
velm | &, ezértmﬂjbj =0 (modm), hai # j. Ha azx; egészet a kdvetkékép-

pen definialjuk:
r

m
X1 = leﬁbjaj, (5.29)

azt kapjuk, hogy

"' m m
x1=Y —bjaj=—ba=a (modm),
JZlmj P m

azazx, k6zos megoldasa a kongruenciaknak. *ja@sx, mindketten megolda-

sai azx =g (modmy), i = 1,2 ...,r kongruenciaknak, akkor nyilvaxy = x;
(modmy), i=1,2,...,r. Azazmy | (x1 —X2), i =1,2,...,r, amibbl az(m,m;) =
1, i # j feltétel miattm | (x; — x2) kdvetkezik, igyx; = X2 (modm). [ |

Ha egy sokfelhasznalds rendszerben kicsi az a tartomarelybbh az e ki-
tevbket valasztjuk, akkor éfordulhat, hogy tobb felhasznalé ugyanazted-
tevbt kapja, de természetesen fuggetlendl valasztjak a primigg kilonbosh
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dekdédold kulcsok és modulusok tartoznak hozzajuk (pl. wka kdzdés modu-
lus valasztasanak kdvetkezmény@)b Tegyuk fel ekkor, hogy egy felhasznal6 az
(e,m), (e,mp),..., (e m) nyilvanos kodolasi paraméterekkel rendefixegr > )
szamu kuldonbdz felhasznalonak ugyanazt mrizenetet kildi, s a tdAmadoé rendel-
kezésére allnak a megfetel

yi = x° (modm) (5.30)
y2 = x° (modny)

yr = x® (modmy)

rejtett izenetek. Heng, my, ..., my relativ primek, akkor a kinai maradéktétel fel-
hasznélasaval kiszamithatja&Z modmym, - - - my ) hatvanyt. Mivelk < min{m}
miatt

O<xf<mmp---m,

ezért magat ax® hatvanyt (és nem csak modulo ekvivalensét) ismeri, igy in-
nen marx értékét is kiszamithatja. Ha azonban az izenetkald Gizenet kul-
dési idpontjat is elhelyezi az Gizenetbendmkcsét), akkor az azonmrdizenetet
aty,ty, ...t kildési idpontok modositjak, s kilénbdzodoland6 nyilt Gizene-
tekké valnak.

5.5. Kriptogréafiai protokollok

Algoritmikus szempontbol egy titkosité rendszer kétkkomponenst tartalmaz:
egyrészt a titkosité kddol6 és dekddolé transzformacidgkasrészkriptogréfiai
protokoll okat. A protokoll algoritmikus Iépések sorozata két vagybtoésztvet
partner kdzott valamely feladat végrehajtasa céljabol.

Sziikségesek olyan szabalyok, amelyek biztositjak, hoiasito transzfor-
macidk egy adott alkalmazasban a megkivant titkossagetvisglességet nyjt-
sak. A transzformacio tobbnyire egy kulcsot hasznal, devastzformaciét vég-
rehajté algoritmus nem gondoskodik e kulcs védett célbatpsgarol (kulcskiosz-
tas), a tarolas ideje alatti algoritmikus védeldidpl. hitelességének biztositasa).
Aktivtdmadasok ellen egy titkositd transzformacio dnntegenem véd, igy meg-
(blokkok nyilvanos csatornabol tértékivonasa, vagy helyettesitése) felfedhet
ségébl. Protokollok felhasznalasaval torténik a kommunika#dtper hitelessé-
gének megallapitasa, az illetéktelen megszemélyesitéddse is. A legdrsebb
titkosité transzformacio sem nyujt védettséget egy hibésvezett protokollkor-
nyezetben.
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A kriptogréfiai protokollok az algoritmusok igen széles laggat foglaljak
0ssze. A gyakorlatban leginkabb alkalmazott, alapyebtokollok a kévetkez
csoportokba sorolhatok:

e partnerhitelesités
e kulcskiosztas

e Uzenetintegritas
¢ digitalis alairas

e titokmegosztas

Megjegyezzik, hogy szamos tovabbi specialis célu, gyaktmh kevésbé hasz-
nalatos protokoll is ismert.

Partnerhitelesités

A jelszavas partnerhitelesités legelterjedtebb, régota ismert azonositasi el-
jards. Hosszu idl telt el Ali Baba jelszavatol a banki PIN kédokig. A jelszé
egy titok, amit a felhasznal6 megoszt azzal adferrassal’, amihez alkalman-
ként hozza szeretne férni. A jelszavas rendszerek szolgeb&mai: a nem
megfeleb jelszbévalasztas, a jelsz6 nyilt alakban téétéovabbitasa a rendszerbe
jutas pontjatdl (pl. termindl klaviatira) az eltezés pontjaig (pl. gazdagép), a
jelszavak nem eléggé védett tarolasa (mind a felhaszndiar, mind pedig a
jelsz6fajl tekintetében).

A jelszoéellerdrzés folyamatat lathatjuk az 5.4. abran. A jelszavak ggepa
oldali védelmén javit azok egyiranyu fliggvénnyel tottdaképezése. Ekkor a
jelsz6fajl az egyirdnyl leképezés eredményét tarolja geefelhasznélokra, a
felhasznal6i azonositokkal (ID) egyiitt. A jelsZé) tovabbra is nyilt alakban ér-
kezik az elledrzés helyére, ahol @bb kiszamitasra keril annak egyiranyu fligg-
vényes leképezésd (P)), majd ennek eredménye kerll 6sszevetésre a tablazat
bejegyzésével.

Ezzel a megoldassal tehat a jelsz6fajl illetéktelen olsasinmagaban nem
jelent veszélyt, hiszen az egyiranyl leképezés gyakiatpinvertalhatatlan tu-
lajdonsaga biztositja, hogy jelsz6hoz a tamadéd nem fémwetédhr Ez utdbbi ki-
jelentés azonban csak feltételek mellett igaz: a jelszétriégyen elég nagy a
teljes kiprobalas megakadalyozasahoz, a jelszavak a telgz6térbl kertiljenek
kivalasztasra.

A nem megfeldd jelszovalasztas azt jelenti, hogy a felhasznaldék nent-véle
lenszerlien valasztanak az adott hosszlsagu alfanurmé&akaktersorozatok ko-
zUl, hanem pl. értelmes szavakat, jelléntAtumokat, ezek trividlis kombinacioit
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igen/nem
jelszé
P 15 (.| tabla
— (ID1, f(P1))
(ID1, f(P1))

5.4, dbra. Egyiranyu jelszéelléreés.

hasznaljak. Ezért a szétar alapu tAmadasok jeéseseazalékban sikerre vezethet-
nek.

Az egyszer hasznalatos jelsz6

Ha a jelsz6t kapcsolatfelvételenként valtoztatnank vidyilsemmi értelme nem
lenne a jelsz6 megismerésére iranyulé tamadasnak, feléegy a korabbi jel-
szavakbdl nem szamithato ki a kovetéigelsz6. Ekkor tehat az aktudlis jelszoét
nyiltan is atkildhetjuk. Egyaltoz6 jelszavas protokollaz alabbi:

Inil. A: r generalasa
ni2. A—B: [Da,ny=f"(r)
1 A—B: P =f"r)

11 B: y=f(P)?
2. A—B: P=f"2(r) (5.31)
21 B: y=f2(Py)?

i.  A—B: R=f"(r)
i.l B: y=f'(R)?

A protokoll inicializalasakor egy titkos véletlen elemeA felhasznalé a#
egyiranyu fliggvénwy-szeri alkalmazasaval leképez, amelygekedményét kildi
at B-nek, aki ezt tarolja. Ai-edik bejelentkezéskor hasznalar@gelszoy in-
verze azf' egyiranyu fiiggvényre vonatkozdélag. Ezt az inverzet as&képes ki-
szamitani, de a szamitas helyességét (mifitayilvanos) barki képes ellémizni
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az f i-szeri alkalmazaséaval. Az inverz leképezés praktikussfd&li algoritmu-
sat természetesen magaem képes éhllitani, azonban erre nincs is sziiksége,
mivel azr véletlen elenf fliggvénnyel tortéén— i-szeres leképezése ugyanerre
vezet. A két félnek szinkront kell tartani a jelszésorszé&matkozasaban. Ha
azonban valamely hiba kévetkeztében az atvitel soran aieesgy jelszé, ak-
kor A eggyel tovabblép a jelszésorszamban, és (] jelszét kiltetteejelezve az
egylépéses szinkronhibat.

Partnerhitelesités nyilvanos kulcsu fliggvények felréézal
Tekintsuk a kdvetkds, ,kihivas és valaszvaras”(challenge & response) tipusu
partnerazonositasi protokollt, amelyb@kivanjaA-t azonositani:

1. B—>A: R
2. A—B: y=Da(R (5.32)
3. B: R=Ea(y)?

A protokoll biztonsagosnak tlnik, hiszémem jatszhat vissza korabban fel-
vett 2. |épésbeli lizenetet, tovabba c#aképesy elballitadsara a titkos dekddold
kulcsanak hasznalataval. A protokoll tehat jonak tlinddig nem feltétlendl az,
s ez a véletlen elemre adott dekddolasi Iépéssel kapcsolato

Tegyuk fel, hogy a leggyakoribb nyilvanos kulcsu rejtj@ledgoritmust, az
RSA-t kivanjuk hasznélni. Tegyuk fel tovabba, hajiehallgatott egy korabbA
szamara kuldoy = Ea(x) = x® modn rejtjelezett blokkot, ahat az A nyilvanos
kulcsa az RSA-algoritmusnak megféeh. C az x lizenetet szeretné megtudni,
amit kozvetlenil kiszamitani nem tud, hiszes- y¢ modn, és ad kitev azA
titkos kulcsa.

C a kovetked ravasz modon jar el. Valaszt eByéletlen természetes szamot,
aholR< nés(R n) =1, majd a kdvetkez elbkészit szamitasokat végzi el:

v=R® modn

w=vy modn
t=R ! modn

EzutanC elkildi w-t A-nak aldirasra. Itt kapcsol6dunk vissza az (5.32) proto-
kollhoz, ugyanis legyen az (5.32) protokollbeli véletléenaw, amitC kild A-nak
.Kihivasként” az 1. 1épésben. Az (5.32) protokoll 2. léfee@A egy dekodolasi
Iépést hajt végre, azaz visszakild4 megszemélyesitamaddnak az

u=w modn



344 5. KRIPTOGRAFIA

értéket, ami mar lehévé tesziC szamara, hogy megtudja mi is volt aZizenet,

ugyanis:
tu=R ! = R 14 = v Ay =@ —x modn,

ahol felnasznaltuk, hog = v modn.
A kovetked, mbdositott valtozat mar biztonsagosabb, ahol tovatsdBeki-
vanjaA-t azonositani:

1. B—-A: R
2. A—B: DA(R]_), A—B:z= DA(R]_@ Rz) (5.33)
3. B: RIoR = EA(Z)?

C nem tudA-tdl egy altala eballitott R, blokkra dekddolast kérni, miveh
csak egy altala modositd® @ R, blokkra alkalmazza a dekédol6 transzforma-
ciot. Masfebl C nem tudjaA-t megszemélyesiteni, mivel ehhez a fissvéletlen
blokkot kellene nekR; véletlen blokkon keresztiil tgy manipulalnia, hogy a 2. lé-
pésben korabbi Gzenetek visszajatszasaval csalhassenazéinban nem képes,
mivel azR; blokkot is dekédolt formaban kell kiildenie.

Ezen mddositas utd@ mar nem képes megszemélyesitdrt, mivel nem
tudja végrehajtani az 2. 1épést, illetve ha az a 2. |épéshgrdedddolas nélkil
egy véletlen elemet kild &-nek, akkor nem tudja a 3. |épést elvégezni. Aa
is azonositani kivanjB-t, akkor ugyanezen protokollt lejatsszak forditott spere
osztassal.

Elkertilheb a fenti tAmadéas olyan mddon is, hogy rejtjelezésre és atdisca
mas kulcskészletet hasznalunk.

Kulcskiosztas

A konvencionalis k6doldk kdzos titkos kulcsot hasznaln@kdé kulcs valédi
véletlen binaris vektor, amelyet nyilvdn nem lehet szimkran generalni. Tehat
az azt general6 fét védetten at kell juttatni a partnerhez. A védelem jeletth
fizikai védelmet (példaul kulcsszallité hardverben ,ké&rbeissziik at a kulcsot
a partnerhez), illetve tisztan algoritmikus védelmet, konia kulcsot rejtjelezve
nyilvanos kommunikaciés csatornan tovabbitjuk. Ezenagalban a tisztan algo-
ritmikus moédszerekkel foglalkozunk. A konvenciondlis késon alapuld rejt-
jelezés ma is alapvétmoédszer, miutan a nyilvanos kulcsu, rejtjelezés céljgra i
alkalmas algoritmusok kédolasi sebessége sok alkalmamasém elegeriten
nagy.

Kulcskiosztas konvencionalis algoritmussal
A rendszerA,B,C, ... felhasznal6i konvencionalis titkositassal kivannak ézen
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k6zpont

5.5. abra. Kulcskiosztas kdzpont felhasznalasaval.

teket valtani egyméssal. Feltesszik, hogy a felhasznéitiidkek egy-egy ter-
minalhoz és kdzlluk tetéreges par tud egymassal kommunikalni. A rendszer
rendelkezik egy kulcskioszté kézponttal, amely lehet eggrmindlok altal elér-
he szamitogép. A tovabbi magyarazatot segiti az 5.5. szetiiébra.

A protokoll a kbvetked:

A—)Kp: |DA,|DB,R1

Kp— A: Eri,(Ry,1Dg, DK, Eriy(DK,1DA))

A—B: ETKB(DK,|DA) (534)
B—A: EDK(Rz)

A—B: EDK(Rz—l)

agkrwbdE

A protokoll kétféle kulcsot hasznal: a felhasznaléi terafiulcsokat T Ka,
TKa,...) és a kapcsolatkulcsaDK).

Az R; ésR, véletlen elemek hasznalatanak oka a visszajatszasosaarreg-
lay attack) megakadalyozasa. Egy ilyen tamadasb@nt@mado egy korabbi,
régzitett Uzenetet prébal Gjrahasznalni.

Ha tehéat a 2. |épésbekfelé az izenet nem a kézponttdl, han€rdl szar-
mazna, ezA rogton észrevenné, hiszen nem az 1. Iépésben altala etiiédét-
len elemet tartalmaznd a 2. Iépésben megkapott (izenet.

Ha pedigC klldené elA nevében az 1. |épésbeli izenetet, akkor — nem is-
mervén ar Ka kulcsot — nem tudna dekddolni a 2. [épésben vett UzématbK
kapcsolatkulcsot.

Ha C a B-t probalna megszemélyesiteni, nyilvdn nem tudna dekddoh
lépésbeli Gizenetet.

Ha C az A-t prébalnd megszemélyesiteni, s a 3. [épéssel inditvaémpbbi
3. |épésbeli Gizenetet kivan elkulddnifelé, akkor miutan DK kulcsot ebidl



346 5. KRIPTOGRAFIA

dekdédolni nem tudta, nem lesz képes a 4. lépésbeli friss/&di 5. |épésbeli
megvalaszolasara.

A 3-4-5. l1épések utdB azt tudja, hogy olyan féllel &ll szemben, aki ismer
egy ,valamikor”A-nak kuldottDK kapcsolatkulcsot. A protokoll nem gondosko-
dik arrél, hogyA meggypz6djonB azonossagardl, hisz&t véletlen blokk l1évén,
az nem elleéirizhe®, hogy a 4. Iépésbeli rejtett zenet valéban egy véletlekibl
rejtielezésével allt él. A protokoll hatranya még, hogy megbizhaté kézpont lé-
tére tamaszkodik, ami nemcsak annak tobblet infrastraksukiadasat jelenti,
de annak a veszélyét is, hogy a kézpont Gizemképtelenséyesvldérés miatti
leterheltsége az egész rendszer Uzemképtelenségéhez veze

A protokoll leginkabb kifogasolt ,gyenge” pontja az, hoghgi, aC tdmado al-
tal idbkdzben megismeBRK kulcs felhasznalhat6 tAmadasra. A tama@éspro-
tokoll 3. Iépéséil kezdi, s lathatéaB szemébem felet sikeresen megszemélye-
sitheti (vegyuk észre, hogy &k, (DK, IDa) kordbbi lehallgatott izenetet komp-
letten hasznalhatja fel). Ezen tdmadassal szemben tstiesd a protokoll,
ha a kdzponErk,(DK,IDa) helyett egy idpecséttel ellatotErk, (DK, I1Da, T)
protokoll-elemet allit é). Az iddpecsét azonban az lizenetcsere gyakorisagoknak
megfeleb pontos érat tételez fel, amely biztonsagos is abban aegéven, hogy
egyC tdmadé azt nem képes allitani.

A rendszer Uzembe helyezéséteimegfeled védelmi rendszabalyok betar-
tasa mellett kertilnek elhelyezésre a mester és termindiddal A kbzpont mester-
kulcsaval kodolva atlagosan védett tarol6 kézegen (ptkdigarolhatja az egyes
terminélok kulcsaitEyk (T Ka), Emk (TKg),...). A mester- és terminalkulcsokat
kulcs titkositasara, a kapcsolatkulcsot a nyilt adatiolyitkositdsara hasznaljak.
A legnagyobb védettséget a mesterkulcs igényli, viszangléegkisebbet a kap-
csolatkulcs kapja, azaz a mesterkulcs helyezkedik el sskidcarchia tetején. A
kapcsolatkulcsok kerlilnek leggyakrabban felhasznal&sheerarchiaban alsébb
szintl kulcs kompromittalodasa félsb szintre nem hat, forditva viszont igen,
hiszen a termindlkulcs megszerzésével dekddolhatjuk azéoked kapcsolat-
kulcsot.

Az (5.34) protokoll véletlen elemeket hasznél a régebbérefieprotokoll-
részletek visszajatszaséaval toéamadasi kisérletek megakadalyozasara. Al-
kalmazhatnank idipecséteket is védelemul. Az (5.34) kulcscsere protoloH i
pecséteket alkalmaz6 alabbi valtozata a kulcscsere éositas ketis feladatot
kivanja megoldani. A javitott protokoll az alabbi [épéséldll:

A—Kp: IDa,IDg

Kp— A: Eri(T,L,DK,IDg), Ergs(T,L, DK, D)
A—B: Epk(T',IDA),Erky(T,L,DK,IDa)
B— A: EDK(T/—i-l)

(5.35)

PwWwNPE
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A fenti lépésekbe aDK kulcs eballitasanak ipontja,L pedig aDK kulcs
élettartama. A 2. Iépésben megkapott kddolt Uzedl&megallapithatja, hogy az
oraja szerinti idpont belul van-e &T, T + L] intervallumon. Ugyanezt megteszi
Bis a 3. [épés utan. A 3. [épésbElk (T’,1Da) protokoll-elem killdése egyrészt
azért sziikséges, ho@/meggyzodhessen arrél, hogy ezen lépésbeli atvitelt va-
I6ban A végzi (vegyik észre, hogy az 1-2. Iépésig €gyamado is eljuthat),
masrészA T’ friss elemmel kihivast is kild egyuttBIfelé. Az utolsé |épés ak
felet gydzi meg arrdl, hogy partnere valobBn

Az ilyen, érat feltételed protokollok ki vannak téve annak a veszélynek, hogy
az 6rak pontos egyduttfutasa (szinkronizaltsaga) valamitgndszerbeli hiba vagy
szandékos beavatkozas miatt megszilinik. Ha atkétdja siet a vely 6rdjdhoz
képest, egyC tamado, lehallgatva az izenetet, azt egy visszajatsz&dtshan
felhasznalhatja.

Kulcskiosztas nyilvanos kulcsu algoritmussal
A ,tamadoé kézépen” tamadasa kulcscsere vonatkozasaban azt jelenti, hogy a
tamadoA ésB legdlis felek kdzé all, azok keddd kulcscsere protokolljaba meg-
prébal bekapcsolddni oly médon, hogy észrevétlenlll rawegggalis feleket egy
altala is ismert kulcs hasznalatara. Ezen tAmadasnal tehéta tamadd kezde-
ményezi a kulcscserét, hanem szinkronban bAlépB beszélgetésébe.

Tekintsuk az alabbi protokollt:

A—B: 1Dk}, Ca

B—A: 1Dg,k3,Cs

A—B: EB(R]_) (536)
B—A: EA(Rz)

AB: k=F(R,R)

a0 PE

aholCp ésCs ak,‘i éskg nyilvanos kulcsok tanusitvanyai (certificate), azaz aztado
nyilvanos kulcsokra egy kdzpont altaballitott digitalis alairasok. Ezen alairast

a kozpont{IDa, k,'i} egylttesére adja. A kbzpont nyilvanos kulcsat a rendszer
minden résztvedje ismeri. AzF leképezés szerepe annak biztositasa, hogy a
kulcs létrehozasaban mindkét fél ,egyforma mértékben'egskhn részt, igy pél-
daul valaszthat6 aR;, R, véletlen binaris vektorok koordinatankénti modulo 2
0sszeadasa.

Ha a protokoll 1. és 2. |épésében nem keriilne atkildésreksikulcstanu-
sitvany Ca,Cg), akkor a nyilvdnos kulcsokat egy kdézépen allé tamado ssker
manipulalhatnd altala is ismert kapcsolatkulcs megbésgéd.

Kommutativ egyiranyu fliiggvényre is épithdtulcscsere protokoll. Az egyik
legismertebb kommutativ egyirdnya fuggvény a diszkrévdmaozas. Ha csak
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passziv tamadasra kell felkésziilni, akkor barminem{idaglere illetve kozpont
segitsége nélkil képes két fél A-€sB — arra, hogy kdzos véletlen elemet, azaz
k6z6s kapcsolatkulcsot ,,megbeszéljen”.

Vélasszunk egy ,nagymeéret(” véges testet, jeldlje eztgsF€lolje g ennek
egy — nem titkos — primitiv elemét. A protokoll a kdvetkez

1. A—=B: gt

2. B=oA: g
3. A: ?gR2)R1 (5:37)
B: (gf)"

Mivel a hatvanyozas kommutativ miivelet, ezékta(g™)™ = (gR)Re kozos
kulcsban éallapodhat meg a két fél. Az atviteli csatornakelight6z6C tamadé
nem képes aR; illetve R, véletlen elemeket megallapitani, mivel a diszkrét loga-
ritmusképzés nehéz feladat. Atamado ugyanakkor képes a ,tamadé kdzépen”
aktiv tamadasra. AaA féllel a fenti protokoll szerint megbeszél ey kulcsot,B
féllel egykg kulcsot, majd 6sszekapcsofet olyan mddon, hogy konvertalja a
rejtett zeneteket az egyik kulcsrél a masikra az lizeneyddak megfelden.

Uzenethitelesités

Az Uzenethitelesités feladata az, hogy a vételi oldaloakdélthatova tegyuk
azon eseményeket, amelyek soran az atviteli Gton az lGizelahilyen médosu-
last szenvedett el. Az alabbiakban a legfontosabb médskémil a

e kriptografiai ellerdrzd 6sszeg (MAC)

e rejtjelezés

e digitalis alairas

¢ hash fliggvény
alapu protokollok alapelveit mutatjuk be.
Kriptografiai ellendrz6 6sszeg (MAC) alapu lizenethiékes
Konvencionalis blokk-kédolét alkalmazunk. Tegyik felgyoaz Gizenet szam
blokkra bonthatoxs, ..., % . Ha az utolsé blokk téredék lenne, egészitsuk ki zéro
bitekkel teljes blokkra. Blokk-kddolénkat CBC (rejtettoltk 1ancolas) médban
hasznalva kriptografiai ellémzd 6sszeget (MAC, Message Authentication Code)

allitunk eb, s ezt a nyilt alaku Uzenethez flizve tovabbitjuk a csatgrazaz a
tovabbitott hitelesitett izenet:

[X1, ... %, MAC(X1,. .., % )]
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inicializald blokk

|

N bites
regiszter | -

e e .| mbit I
izenet o/ kivalasztdsa| MAC
blokkok T

kulcs

5.6. dbra. MAC generalas.

Az eljarast szemléltetjuk az 5.6. bran. FormalisskC = g(yr ), aholy; az
Vi = E(X DYi-1), i=1,...,r

rekurzidr-edik Iépésbeli eredménye, tovabia= | (inicializalé blokk). Ag
fuggvényy, N bitjébdl m bitet valaszt ki, s az eredmény a kriptografiai ellen-
0rz6 6sszeg. A vételi oldal megismétli az MAC szamitast, s adraémyt 6sz-
szehasonlitja a vett MAC-vel. Egyezés esetén fogadja elsibek a vett Gizene-
tet.

Az mértékét akkorara kell valasztani, hogy elhanyagolhatgde@nnak a va-
l6szinlisége, hogy @ tdmado azx, ..., % ,MAC(x1,...,% )] hitelesitett izenetet
X1, ... X, MAC(X], ..., X )] hiteles formatumu Gzenetre cserélje, ahgl...,x;]

a tamado céljainak megfetetsal6 Gizenet. Mivel a titkads kulcsot nem ismeri,

azaz MAC szamitasra nem képes, ezért tamadasa akkor laketiksres, ha ki-
sorsolva egy mbites vektort, véletlenid = MAC(x, ..., x;) egyenbség fennall.

Az inicializal6 blokk lehet nyilvanos az adott CBC mdédu ditkazasban. Ennek
megfeleben valaszthatjuk példaul a csupa zéro blokkot.

Konvencionalis rejtjelezéssel térténd lizenethitedasit

Ha konvencionalis rejtjelezést alkalmazunk egy nyilt ietex és rejtjelezett for-
maban kildjuk el a vételi oldalra, nyilvan csak a titkos lsulirtokaban leg,
jogosult vew képes annak tartalmat olvasni. Ezzel tehat a hiteledatsiatot
is megoldottuk, ha a nyilt Gzenet redundans, valamely atréial vagy forma-
tummal, amelyet a vévkriptografian kiviili ,eszkozzel” elldiriz. Ha valamely
nyelven irott széveg a nyilt Uizenet, akkor ez az ,,eszkoz'dmtanyelven olvasni
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tud6 ember olvasasi képessége. Ha azonban a nyilt Uizemdusélatlan folyam
(legaldbbis a rendelkezésre all6 ,eszkdzeink” szamak&prabnmagaban a rejt-
jelezés nem ad lehi&téget Gizenethitelesitésre. A strukturaltta tétel egpgledy-
szer(ibb médja valamely lineéaris eltaub 6sszeg (MDC, Manipulation Detection
Code) alkalmazasa, s a nyilt szoveg ezen 6sszeggeldkiégeszitése. Ez lehet
példaul az adatatvitelben jolismert ciklikus redundarkeieakter (CRC) képzése.

Osszegezve: a rejtjelezéssel tottditelesités Gtlete az, hogy a dekodolt lize-
net struktlraja megtorjon egy aktivtamadas esetén. (Risizdveg vagy részletei
véletlenszeriivé valnak, beszéd részletei zajja valrbR, s

Sajnos ezzel még nem oldottuk meg megnyugtatéan a feladatgbndot
az jelenti, hogy a nyilt iizenet tipikusan sokszorta hodszaiint a konvenciona-
lis blokk-kédold blokkmérete, azaz tordelni kell a nyiltaimetet, s blokkonként
kddolni. Ezt azonban nem mindegy hogyan tesszik, ha Uzédesitd tama-
dasra is gondolnunk kell. Nyilvan veszélyes lehet az, ha az.,x; nyilt Gzenet
blokkokat kilon-kilon rejtjik ECB, Electronic Code Book), mert az eredményull
kapottys, ...,V rejtett blokkok sorozatanak egyes elemei észrevétle hdigiha-
tok, korabbira kicserélhék, duplikalhatok lehetnek a nyilt izenet strukturgjatol
flggben. Ezért alkalmazzuk a lancolas modszerét, igy a rejigkkbdancolas
(CBC, Cipher Block Chaining) médot. Az 5.6. abrdnak megf@lelrendezést
tekintstk ismét, elhagyva a kimenetibitet kivalaszt6 elemet. Ak inicializalé
blokkot azonban ezesetben koriiltekien kell kezelni, hogy egy tamadasi lehe-
tdséget megakadalyozzunk. A lancola$éépése ugyanis

y1=Exi®l),

kovetkezésképpen latamado a2 blokkot tetsbleges’ blokkra tudja médosi-
tani, akkor tetszés szering] blokkra médosithato a; elsd nyilt blokk, mikoz-
benx|; @' =x; &1 fennall, azaz ay; el rejtett szoveg blokk nem valtozik. S
mindezt a kulcs ismerete nélkil teheti meg. Hogy ezt a tAs@déghezvigye,
el kell érnie, hogy a legalis vételi oldaldhinicializal6é blokkot alkalmazzanak
a dekddolas soran. Ha tehéat a vételi oldali dekddol6 esz&ir tulajdonit nagy
jelenbséget az blokk médositas elleni védelmének, akkor ezzel potersctah
madasra ad leh@séget. Tehat elvileg nem baj, ha az inicializal6é blokkalata
.barki” altal olvashatd, de fontos, hogy ne legyen illegah irhat6, azaz hiteles
maradjon.

Digitalis alairassal torténd Uizenethitelesités

A konvencionalis rejtjeleak alkalmazasaval térténiizenethitelesités (MAC il-
letve CBC modu rejtjelezés) csak a két fél szamara ad dskget a hitelesség
megallapitasara. igy nyilvan hiaba mutat fel egy birosétt géldaulB fél egy
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konvencionalis rejtjelezésl lizenetet azt allitva, hogyAakildte, akivel kozos
titkos kulcsuk volt. A bir6sag szamara ez nem bizonyitékz¢mB maga is ebal-
lithatta azt. Van azonban olyan modszer, amivel deteki@aaehetiink lizenet-
modosito tamadast, s ugyanakkor egy harmadik fél felé @lyizékul szolgélhat.
A modszer a digitalis alairast hasznélja, amelyre a kbézétgentban tériink visz-
sza.

Uzenethitelesités titkos kulcs nélkiil

Megle@® maddon, egyiranyl lenyomatkészfiliggvény, azaz hash fuggvény fel-
hasznalasaval titkos kulcs nélkil is oldhatunk meg lUzémdtisitési feladatot.
Ekkor a titkos kulcsbal illetve a nyilt Gizenditképzett kriptografiai ellefrz66sz-
szeg (MAC) helyett csak a nyilt Gizenet hash fliggvényes i@ayat hasznaljuk
ellentrzd 6sszegként. A kriptografiai hash fuggvény Iényegében ég@ncegy-
iranyu leképezés, amelynél nehéz feladat azonos lenyar(teishképre) vezt
Osképeket talalni. Azaz hajeldli a nyilt Gzenetet,

X,HashX)

keriil atkiildésré\-tol B-hez, ahol Hash egy nyilvanosséagra hozott fliggvény. Ert-
hetetlennek tlinik az allitas, hiszen barld&lithatX’,HashX') part tetsdleges,
altala valasztotk’ izenethez. Mégis hasznalhato lehet a médszer a gyakarjatba
ha ezen algoritmikus eszkdzokon télésB kozott telefondsszekottetés is rendel-
kezésre all. Ekkor ugyanB felhivja A-t, akinek hangjat ismeri, azt kéri, hogy az
elkildott hash érték elegeddzami — hexadecimalis — karakterét olvassa be a
telefonba.

Digitalis alairas

Mig az Uizenet- és partnerhitelesités protokollok a komkaaid iddtartamara
és a partnerek szamara nyUjtanak hitelesitésidsiéget, addig a digitalis alairas
az Uzenetvaltas utan és harmadik személy szamara is niglgdségelledrzési
lehetséget. A digitalis alairas protokollok a kévetkerladatot oldjak meg:

a) az alairas generalasa (az Gizenetettkutlzi)
b) az alairas ellghrzése (az lizenetvé\altal)

¢) hitelességgel kapcsolatos vitas kérdések harmadik &yefpl. birdsag)
el6tti tisztazasa.

A c) pontban emlitett vita targya lehet: az alair6 szerestagladni egy korab-
ban altala kiildott izenetet, mert tartalma mar kedtlem szamara. Vad targya
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lehet az is, hogy a cimzett sajat céljainak megfelalmodositotta a kildott Gize-
netet.

A digitdlis alairas utanozni kivanja a valodi kézjegy tdtajsagait, nevezete-
sen:

a) legyen kénnyen generalhaté,

b) ne legyen egyik ,okmanyrél” a masikra athelyezhéamisithat6), azaz
csak a tulajdonosa generalhassa,

c) .barki” képes legyen ellgirizni annak hitelességét.

A digitalis alairdsnak a fenti k6zos tulajdonsagok melkatt egy igen fontos
sajatossaga, mégpedig az, hogy nem az lizenet anyagi hgdozdpl. papir)
tartozik, hanem tartalmilag kapcsolodik az aktualis Uteer azaz Uzenetfliigg

Nyilvanos kulcsu titkositd algoritmus felhasznalasawtszeriien készithe-
tlink digitalis alairast. Tegyuk fel, hogy az x lizenetet kivanj&-nek elkuldeni
olyan médon, hogy egyuttal aldirasat is elhelyezze a téjmsnetben. Ezt elér-
heti, ha a titkos kulcsat alkalmazva egy dekddolasi 1épagtvggre (tegytk fel
egyebre, hogy ax lizenet hossza nem nagyobb, mint a dek6dol6 transzformacié
input mérete). Nyilvan

DA(X)

flggvénye mind ax (izenetnek, mind pedig a titkos dekddolé kulcsnak, tehdt csa
A képes dballitani azt. Az GzenetvéB fél ismerveA nyilvanos kulcsat képes
visszaallitasara egy

X= EA(DA(X))

kddolasi lépéssel. Abban az esetbenxbgyB altal is ismert formatummal (alta-
lanosabban redundanciaval) rendetkézenet, akkoba(x) 6nmagaban az alairt
Uizenet, s nem csak az alairas. Ugyanis ésképes olyarz, dekddolé output mé-
retli blokkot ebéllitani, amelyreEa(z) nem egy véletlenull valasztott blokk lesz,
hanem olyan, amely megfeteformatummal is rendelkezik. Ha azonban nem té-
telezhetjuk fel, hogyB formatum elledrzést végez (pl. 8 oldali szoftver erre
nem készdlt fel), akkor egyszerlibb, hB&(x)-et csak alairdsnak tekintjik, amit
azx Uzenethez csatolva kuldink el, azaz ekkor

[%, Da(X)]

az alairassal hitelesitett UzenBtfél ekkor azEa(Da(x)) kddolési 1épés eredmé-
nyét veti dssze a nyiltan is megérkezefizenettel.
Ezzel teljesitjik a kovetkér— alairassal szembeni — elvarasokat:
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a) az alairas hitelessége biztonsaggal élizhet: B az A nyilvanos kulcsat
hasznal6 kédolasi [épéssel bizonyossaggal megallajithagy a kild A
volt-e

b) az alairds nem hamisithaté: cgalsmeri a sziikséges titkos kulcsot

c) az alairas nem vih@tt egy masik dokumentumra: az alairas fuggvénye az
adott dokumentumnak

d) az alairt dokumentum mar nem valtoztathaté meg: ha megatjak a
dokumentumot, ahhoz nem illeszkedik mar az alairas

e) az alairas letagadhatatlaBrnek nincs sziikségi-ra, hogy egy harmadik
fél szamara bebizonyitsa, miszerfkkulldte az alairt dokumentumot.

Mindezen elvi tokéletességek ellenére két ponton tovablerges finomitani
az alairas protokollt. Ezek a pontok a

e lenyomatkészites,
¢ idOpecsét alkalmazasa.

Célszer(i a dokumentum mérdikfiiggetleniteni az alairas méretét, s egy al-
kalmas nyilvanos egyiranyu dimenziészidkitiggvény (hash fliggvény) felhasz-
nalasaval nem az eredeti dokumentumra, hanem annak letg@naalni az alai-
rast. Ekkor az alairt Gizenet

[X,Da(Hashx))]

alaka. Egy tamad& megfigyelésével a hash figgvény nyilvanossaga miatt ki
tudja szamolni Haglx) értékét. Sikeres tamadashoz azonban arra van sziiksége,
hogy egy olyanx’ Uizenetet talaljon, amivel csal6 céljat elérheti, s ugy&onak
Hashx) = Hashx'), mert ezesetbelx', Da(HasHx))] is hiteles UizeneB szemé-

ben. Csakhogy egy elfogadhaté hash fliggvény garantatjg,dyakorlatilag nem
talalhatunk azonos hash értékre vézétiizenetet. A tdmado feladatat még csak
tovabb neheziti, hogy egy ilyen azonos hash értékre Sigzetnetnek raadasul
értelmes, 6t céljainak megfeld csalo tartalmunak kell lennie.

Id6pecsét az alairasban és a letagadasvédelem

Tegylk fel, hogyA alairasaval hitelesitetten elkild8nek egy szerzdést, majd
egy id mulva — a koriilmények szamara ked$denné valasa miatt — szeretné,
ha letagadhatna az alairt sz&deés elkildését. Elhireszteli, hogy mabdzélieg
kompromittalodott a titkos kulcsa, ezért nem véllal fékdéget a nevében aldirt
szerHdésért.
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Ahhoz, hogyA ne tudja letagadni, hog¥ irta ala a dokumentumot, nyilvan
nem elég az idpont, de egy harmadik megbizhaté személy részvételévela p
Iéma megoldhatd. Legyen ez a szem@lyEgyszerlibb jeldlés kedvéért az alab-
biakbanSa(x) jeldlje azA altal digitalisan alairk dokumentumot, tovabbé (X)
jeldlje azA ltali alairassal elatoX = Sa(x) dokumentum elledrzését az alairas
hitelessége szempontjabdl. Tekintsik a kovetkaotokollt:

1. A—-G: U=8(,SX))
2. G: VA(U)
3 GoA: W=(T, LS (X)

)
G—-B: W=Ss(T,1,S(X) (5.36)
4. A: Ve(W)
5 B: Ve (W), 1,Va(Sa(x))

Az 1. |épésbem alairja azx dokumentumot, az alairt dokumentumsk (x))
kiegésziti azonosito fejléccdl)( s Ujra alairja az eredményt, amellygit kapja.
Az azonosit6 informacié minimalisan azt tartalmazza, hagg-szamara szandé-
kozik alairt dokumentumot kildeni. A 2. [épésk@rllendrzi azU altal hordozott
kulsd alairast, valamint az azonositinforméaciot. G az alairtx dokumentumot
és azl azonosité informaciot kiegésziti egydjpkecséttel T), majd az eredményt
alairja, s a 3. lépésben elkiildi azt miAehak mind pedigB-nek. A 4. |épésben
A ellerdrzi aG-t6l érkezett Gizenetet, s ha nénkildte ebz6leg azl azonositoj,
Sa(x) alairt dokumentumot, akkor azonnal jelzi, hogy komproanttiott titkos
kulcsaval visszaéltek. Az 5. |épéshRellendrzi G alairasat, ak azonosito infor-
maciét, majd pedid\ alairasat.

Az | azonosité hasznalata némi magyarazatra szorul. Ugyagigarmdol-
hatnank, hogy a dokumentum) (elvarhatéan tartalmazza a két fél azonositojat.
Azonban nem feltétlen kéthetjik meg, hogy a dokumentum&baova tegyen
adatmedkkel nyilvan egyszerlibben dolgozik. Tovabba az 5. Iépé&az| in-
formaciébdl tudja meg, hogi kiild szamara alairt dokumentumo# siyilvanos
kulcsaval kell &/a(Sa(x)) verifikacios Iépést végrehajtania.

Masolhat6-e a digitdlis alairas?

Tekintslink egy RSA-kodolast hasznalé titkositast. kEqgyilt lzenethez csak az

A felhaszndld tudja éhllitani aDa(X) transzformaltat. Tegyik fel, hogy a sok-
felhasznalds rendszeriinkben egy ,kozjggyalkalmazunk, amely a sajat titkos
ki, kulcsanak felhasznalasaval egy hozza benyuijtottilt izenethez @y ;(r)
alairast generalja. Egy tamado dgyzenetére szeretne alairast kapni, amelynek
azonban a tartalma olyan, amit nyiltan, a feidds veszélye nélkil nem mutat-
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hat be a kbzjegyimek. Kérdés, hogy van-e méd arra, hogy mégis generaltasson
alairast a kdzjegywel at Gizenetére. Jarjon el a tamado a kovethke&ppen:

1. Tetsblegesen valasztokt lizenethez aEx; nyilvanos transzformacio is-
meretében meghatarozza az

y=Exi(x)
rejtett Uzenetet.

2. Az alairandd Uzenetet moédositja a tartalmaban mar nem veszélyes
t'=y-t (modmk;)
3. At’ Gizenetre kér alairast, azaz a kozjdipyel eballittatja az
s = Dky(t")
alairést.

4. Az < alairas a kovetkéralakba irhato:
=)= (y-)9=y?-t9=x-t¢ (modmy;)

ahonnan
g =d.x1=t4 (modmy,)

szorzassal éhllithatja a kivant alairast. (Mivetet a tdmado valasztja,
ezért invertalhatéra valaszthatja.)

A tdmado tehat tet€iteges Uizenetre képes generalni alairast anélkiil, hogy ar-
rél tudna az alaird. Ez atamadasi mdd azonban mégis csidedbtietséges. Egy
alairando Uzeneit (dokumentumrol) megkovetelhetjik, hogy formatum-miegk
téseknek tegyen eleget, azaz tartalmazzon specialisiafidkat kétott pozici-
Okban, igy pl. felhasznal6- és dokumentumazonositotndttuahogyan az egy
szokasos dokumentumnal is sziikséges. Ezt a formatumobeiiee a kdzjegya
(kbzjegyd program) is alairas éit. Ha ezen formatum-megkotéssel és dilen
zéssel kiegészitjik az egyszeri alairasprotokollurkdkior a fentebb elmondott
tamadasi moédszer mar nem vezethet sikerre. Ugyahi&zenetet nem tudjuk
modulo szorzassal egy formatumnak megfetéliizenetbe atvinni (2. 1épés). A
protokoll tehét olyan megszoritdssal mikddteti a dekdtainszforméciot, hogy
az értelmezési tartomanyanak csak egy részhalmazabdivmitetemeket. (Meg-
jegyezzik, hogy ezen tamadas algoritmikus 6tlete rokob.&2) protokoll elleni
tamadaséval.)
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Titok megosztasa

Mint lattuk, a titkosité transzformacidk mindegyike esesziikséges valami-
lyen titkos informacio, a titkos kulcs, amelyet mar nem vgabb titkosité transz-
forméacio. Ehhez ugyanis Gjra valamilyen titkos informakéfiene s.i.t.. igy ezt a
titkos informaciét masfajta védelemre kell bizni. Lehétgss pl. valamilyen fizi-
kai védelem ala helyezés (memorizalas, felnyitas-biztimdba helyezés, stb.).
Egy masik médszer ugy igyekszik ,feldarabolni” a titkosarmhaciotN személy
kozott, hogy abbdl tetstegesen valasztoK személy egyiittesen rekonstrualni
tudja a titkot, deK-nal kevesebb személy sohasem legyen erre képeskahiN.

Ez a megoldas nyilvan rekonstrualhatova tenné a titkot nk&gras, ha annak
legfeljebbN — K darabja megsemmisiiine.

Kézenfekd lenne a binarisan abrazolt titok valahany, mondjukzeletének
szétosztasa. Ez azonban nem helyes megoldas. Ha ugyarietelsszamaval
egyed a személyek szamdl(= T), akkor egy rész megsemmisilése is a titok
elvesztéséhez vezethet, masrészt az dsszes személygesikseekonstrukcio-
hoz. Ha viszont tdbb személynek is adjuk ugyanazt a szglstet T), akkor
nem valaszthatunk tetSlegesK = T személyt a rekonstrukciéhoz. Tovabba, je-
lentds informacidval rendelkezik-hez kbzeli szamu személy egyiittese, hiszen
kozvetlendl a titkos binaris informacié részeit kaptak meg

Egy kicsit javithatunk a helyzeten a kévetkéZppen. Cimezziik meg a lehet-
séges titkoks halmazéanak elemeita 0,...,q— 1 szdmokkal. Valasszurikt — 1
alkalommal véletlenszerlien egy-egy elem¢04l, 2,...,q— 1} halmazbdl, &-
allitvarq,ra,...,ry_1 teljesen fuggetlen, egyenletes eloszlasu valoszinisdgi
tozo6t. Jeldljes € S az aktudlis titkot, s al személynek szétosztantibszamu
informacio legyerry,ra,...,rn_1,rN, ahol

rN=S—(r1+r2+...+rn-1) moda.

Ekkor ugyan tovabbra is az 6sszes személy sziikséges adkokstrualasahoz,
viszontN-nél kevesebb részlet ismerete nem nyd;jt informaciét &t@onatko-
z0an. Vegyuk azt is észre, hogy ekkor a titok-darabok mipitégek azonos a
mérete a titokéval.

Ha ezen véletlenitési ttletet 6tvozzik a Reed—Solomomiksdal, akkor egy
kivant megoldashoz jutunk. Nevezetesen tekintsunk(BgiK) paraméterli RS-
kddot GF() felett, aholq legyen primhatvany (ha eredetileg nem ilyen lenne,
bovitsik ki fiktiv elemekkel ashalmazt). Az RS-kddok ismert tulajdonsaga sze-
rint a kddsz6 legalabld elemének ismeretében egyértelmiien dekédolhatd, amit a
hibajavité kddolas elméletében ugy fogalmazunk, hegy — K tdrlés javitasara
alkalmasak. Ezt a tulajdonséagot a titok-szétosztasbavethk&iképpen kama-
toztathatjuk:
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Vélasszunk — 1 elemet véletlenszerlien GfHbol, ezeket jeldljg,ro, ...,
rk_1, tovabbé legyeng =s. Az

r=(ro,f1,...,fk—1)

vektort tekintsiik az RS-koddal kédoland6 lizenetnek, azisegyG, GF(Q) feletti
K x N dimenzids generatormatrixszal leképezzik egy

c=(Co,C1,...,CN-1)

kddszbdba a
c=rG

lineéris transzformacioval. & kddsz6 elemeit osszuk szét ldzszemély kozott.
A G generatormatrixot valaszthatjuk a kovetékeppen:

1 1 1 1

1 «a 0? aN-1
G—

1 okl 2K-1) ... qIN-D(K-1)

ahola € GF(g) N-edrendi primitiv elem. Bevezetve a

D(X) = ro+rix+4---4rg_x<t

GF(q) feletti polinomot, ac kddszé elemei a
=D, i=01,... ,N-1

alakban is é@allithatok. Ennek a konstrukcidénak van egy érdekes int¢dpioja:

Egyetlen olyarK — 1 fokszamly = D(x) polinom létezik (lehet valés szamtest
vagy véges test feletti), amely ad¥t, x1), (Y2, X2), - - -, (Y, Xk ) K sz&mu ponton
keresztil fektethét vagyis amelyre

Yi = D(X), 1<i<K.
Ha tehatN darab, egyK — 1) fokszamu gorbén felkdvpontot valasztunk, akkor

barmely legalablix pontot tartalmazé részhalmazbél a gérbe (polinom) rekonst
rualhaté, amelynek a nulladfokl tagja a titok.
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5.6. Feladatok

5.1. feladat. Egy egyszer( linearis rejtjeléz konstrudlunk:y = ax+ b modr
linearis transzformacioval rejtjeleziink, ahokOa,b < s, a ésb a kulcs részeix
a nyilt szévegy a rejtett széveg, tovablrdgaz abécé mérete.

a) Adja meg a kulcstér méretét, ba- 26!

b) Tamadoként a kulcsot szeretnénk megfejteni. Nagyorzegiistrukturaju
arejtjeled. A forras jol tomoritett, véletlen forrasként modellettheRej-
tett szévegl tamadasban is gondolkodhatunk?

c) Milyen informaciot kellene birtokolnunk ilyen forrasetén a sikeres tama-
dashoz?

d) Mit mondhatunk azon esetben, ha a forras irott szvegegiita karak-
tergyakorisagot?

5.2. feladat. Az y=ax+b modN betlinkénti linearis rejtielezés transzformaciot
tekintjuk, aholN az abécé mérete.

a) Hany ilyen transzformécié van, iha= 307

b) x a transzformacié fixpontja, ha= x teljestl. Legyera # 1. Mutassuk
meg, hogy haN primszam, akkor pontosan egy ilyen fixpont van!

c) Adjunk meg olyarN értéket, amelyre nincs fixpontja a transzformacionak!

5.3. feladat. Tegyuk fel, hogy = Ax + b linearis transzformacioval rejtjeleziink,
ahol A n x n-es binaris matrixx,y,b n hosszl binaris vektorok, tovabBaésb a
kulcs részeix a nyilt szovegy a rejtett széveg. Az algoritmikus tamadoé célja a
kulcselemek meghatarozasa.

a) Végrehajthaté-e a tamadas, ha a tamado

® Yy1,Yo,... rejtett szévegeket
o (X1,Y1),(X2,¥2),... nyilt—rejtett széveg parokat

tud megszerezni? Adja meg a tamadas modjat, ha ilyen vaamuat a
sikeres tamadashoz sziikséges informacié mennyiségét!

b) Korlatozhatjuk-e a tamadas sikerét azzal, hogy maxirkapy kulcs fel-
hasznaldsanak szamat (egy kulcsot szeretnénk minél tiitezznalni)?
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s

azaz amelyben egynyilt (izenetet egy rejtjeles Gizenettel él kdt 6ssze, ha vala-
mely k kulcsraEx(x) =y. lgazolja, hogy a tokéletes rejtjelezés paros grafjaban a
csomoépontparokat azonos szamu él kéti 6ssze.

5.5. feladat. One-time-pad rejtjelezést tekintiink:

a) Pénzfeldobas-sorozattal generalunk binéris véledbmamot, ahol a pénz
egyik felére gyakrabban esik, s a 0 kimenetel val6szirgipég 0.5. Hasz-
nalhatjuk-e ezt kulcsfolyamként egy one-time-pad regtiégben?

b) A rejtjelezést hogyan befolyasolja a kodolando nyiltv&giredundancidja-
nak mértéke. (Pl. éisen strukturalt szovegeket ,nehezebb-e rejteni” ezen a
maodon?) Formalisan indokoljon!

5.6. feladat. Valaki azt allitja, hogy egy RSA-algoritmus biztonsagaineeszé-
lyezteti, ha az nyilvanos kulcs ésn= p; - p modulus mellett ap(m) értékét is
nyilvanossagra hozzuk. Igaz ez?

5.7. feladat. Egy jaték RSA-algoritmus esetén = 23, po = 11 primeket valasz-
tottuk. Adja meg a lehétlegkisebb kodolo kulcsot, s az ehhez tartozé dekodolo
kulcsot, majd kodolja ax = 5 lizenetet!

5.8. feladat. Tegylk fel, hogy DES (Data Encryption Standard) rejtjesehéasz-
naltunk 64 bites lizenet blokkok rejtjelezésére, amelyekes tkarakterekdl all-
nak, s a 8. hit paros paritads. Elvben végrehajthaté-e katesiéses tAmadas csak
rejtett szévegek megfigyelésére alapozva? Hany rejtjdtdkdt kellene medfi-
gyelni ehhez? (A DES 64 bites nyilt szévegblokkot azonosetiérejtett sz6-
vegblokkba kédol, amelyhez 56 kulcsbitet hasznal.)

5.9. feladat. Tekintsiink egy RSA-rejtjefst e = 3 nyilvanos kulccsal. Legyen
a blokkhossz 128 bajt. Tegyuk fel, hogy rovidek az lUzenktdimosszuk nem
nagyobb mint 40 bajt, s a nagyobb helyiértékek felé nullblikkggsz blokkokra
egészitjuk ki azokat. Valaki azt allitja, hogy a rejtettkkokat lehallgatva fejti az
Uizeneteket. Milyen tanulsagot vonna le?

5.10. feladat. Ha két, RSA-rejtjelezéssel kommunikalé par kozétt az Gimdne
tere, azaz a kilénbdzehetséges lizenetek szama kicsi halmaz, az tamadasra ad
lehetséget. Tegyuk fel, hogy a tAmadd, ismerve a kommunikaliheaek kozti
szokasos informaciécserék halmazat, de nem ismerve az RE#ldl6 kulcsot,
tamadasra szanja el magat. Adja meg a tAmadas menetétsaljona— algorit-
mikus — védekezési modot!
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5.11. feladat. RSA-algoritmus szamara tort@mrimvalasztasnal egyik kovetel-
mény, hogy a két prim bitmérete legyen lgfley kozel azonos. Példaul 1024
bites modulus esetén 512 bites primeket valasztunk. Ugtkanaha ap — q dif-
ferencia nem elege®eén nagy, akkor faktorizalhatéva valhat a modulus. Adjon
egy faktorizalasi algoritmus!

(Segitség: Tekintsiik a kévetkezelbontastm= pg= (t+s)(t —s) =t> - &°
alakbdl, aholp =t +s,g=t —s, lathato, hogys= (p—q)/2 viszonylag kicsi
volta miattt ~ \/m.)

5.12. feladat. Arra, hogy az RSA-algoritmus fejtésének nehézsége a msdulu
faktorizalasaval ekvivalens feladat, csaé®esejtés létezik. Ugyanakkor, ha régzi-
tett, (pl.e = 2) kddold kitewdt hasznalunk, akkor mar ugyanez a sejtés igazolhato.
Igazoljuk tehat, hogy ekkor a megfigyelt rejtett szoveg jdaja nyilt par megfej-
tésének bonyolultsdga a modulus faktorizaciojaval ellens feladat.

(Segitség: Tekintsik a2 =c¢ modm, 0 < ¢ < m, m= pgegyenletet, ahob és

g primszamok. Ha van megoldasa az egyenletnek, akkor néggldéesa van, s

a megoldasoKb;,m—bs, by, m—by}, 0 < by,by < n. pésqismeretében a négy
megoldast az® = ¢ mod p,x? = ¢ modq egyenletpar megoldasait felhasznalva
a kinai maradéktétel segitségével kaphatjuk meg. Ha viszen faktorok nem
ismertek, az egyenlet megoldasa nehéz.)

5.13. feladat. Szeretnénk megtudii felhasznaldn = pg RSA-modulusa titkos
faktorjait. Felebtlenll jar-e elA, ha ,barati” kérésiinkre eglg szamnak meg-
mondja egy modn szerinti négyzetgyokét.

5.14. feladat. Kriptoanalistaként tAmadjon egy RSA-rejtjeiézamelydl a nyil-
vanosn=4003997 modulus, valamint &= 379 kulcs mellett megtudja@gm) =
3999996 értéket is.

a) Szamitsa ki d dekddolé kulcsot!

b) Adja meg aan= p1p, primfaktorait!

5.15. feladat. Az RSA-algoritmus am = (p— 1)(q— 1) modulust alkalmazza a
kulcsgeneralasnal. Hasznalhatnank-evaz Ikkt(p— 1,q — 1) modulust e he-
lyett?

5.16. feladat. Jelszavas védelem soraealtingazt jelenti, hogy szamu véletlen
bittel meghosszabbitjak a jelszavakat a jelszdverifikéorén, s aztan alkalmaz-
zak az egyiranyu leképezést, majd a leképezés eredméngéaaiit jelszotabla
elemmel tortét egybevetését. A salt bitflizér nyiltan ker(l tarolasraszf#ab-
laban, s a kulénbdzfelhasznalék sajat salt bitekkel rendelkeznek. Felmaril
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kérdés, hogy mi a salt bitek jelérigége, ha azok nyiltan tarol6dnak, azaz a jelsz6-
tabla ,szétaras” tamadoja is olvashatja azokat?

5.17. feladat. Tegyuk fel, hogy véletlenszerlien valasztunk a jelszd&mei ko-
zil jelszavakat. Legyem a jelsz6 hossza; a karakterdbécé méretea verifi-
kacios leképezés iteracidinak szama, tovabElolje egy iteracio futasi idejét.
Legfeljebb 7 hosszu jelszot szereténk hasznalni. A karakézeé vonatkozasaban
harom lehdiségben gondolkodunk:

e C = 26 méretli kisbetlis
e C= 36 méretl kisbetis, alfanumerikus
e c= 62 méretl kis- és nagybetls, alfanumerikus.

Legyent = 25 az iteraciok szama, tovabba 4 mikrosec. Adja meg azon va-
lasztasi lehdiségeket, amely mellett a jelsz6tér kiménegigkeresésén alapuld
tamadas szamitési ideje legaldbb 100 nap.

Ha a hosszmegkdtést nem kellene figyelembe venni, s a jelsaba szotar két

tetsdleges szavanak egymas mellé illesztésével képeznéniR=H00 tételes

szotarméret elegeidenne-e?

5.18. feladat. A haromlépéses, éketes kulcscserét nem igétykjtett izenetto-
vabbito kriptografiai protokollban a kulcsbitek Uzenethkénti mod 2 hozzaa-
dasaval rejtjeleznek a felek. Helyesen cselekszenek-e?

5.19. feladat. Tegyuk fel, hogy egy Grjarm{A) leszallashoz készddlik egy ta-
voli bolyg6 lirdllomasang), s ehhez élsz6r azonositania kell magat. A feltételek:

e BismeriA jelszavat, ezen kivil mas kdzos titkuk nincs.
e A mod 2 6sszeadasnal bonyolultabb miveletet nem tud végezni

e A lesugarzott jeleket egy az Grallomas kornyéki tamadpi¢ lehallgat-
hatja, mivel nem lehet j6l koncentralni a sugarzast. Uglkoaa bolygon
levd Grallomas képes ugy tovabbitani a jeleket, hogy azok ygddielszi-
nén nem vehék. Javasoljon egy protokollt a biztonsagos azonositasra!

5.20. feladat. A klaviatlra 26 kisbet(is karakter@b a 10 szamkarakteth va-
lamint az Ureshely (space) karaktérallé 37 betiis &bécébképezink titkos, 7
karakterldl allo jelszot. 3 személy kdzott kivanjuk szétosztani leotitigy, hogy
legalabb 2 személy jelenléte esetén lehessen csak azstakini. Legyen a titok
4qt76ff Adjon meg egy megosztasi és rekonstrukcids algoritmustssa szét az
adott titkot!



362 5. KRIPTOGRAFIA

5.21. feladat. A véletlen csatornahibak detekcidjara szolgalé CRC-kédein
alkalmasak szandékos bitmanipulaciok detektalasaraaddatezt meg a kovet-
kez) konkrét példan. Legyen ,pay to john 1000$” a tovabbitanyiidt sz6veg
(ASCII kédot hasznaljon, s vegye figyelembe a szokdzoket Manipuldlja a
nevet ,jack’-re. A kdvetkea szabvanyos CRC-polinomot hasznalja az ,integri-
tasvédelem”p(x) = 1+ x? + x5 4 x161

5.22. feladat. Tekintsen egy additiv kulcsfolyamos rejtjelezést. Vizggéneg,
hogy ezen rejtjelezés biztosit-e adatintegritas-védelme

5.23. feladat. Egy cég informatikai kézpontja szoftverek egy-egy példasyzét-
osztja a kihelyezett egységei informatikai részlegeiigderetné a szoftverek sér-
tetlenségét biztositani, s alkalmanként (példaul he}eszeretné ellefrizni azok
helyességét. A feladat megoldasahoz azonban nem kivaa kithcshoz kapcso-
16d06 eljardsokat alkalmazni, példaul azért mert a korrektdgondozas kényes és
koltséges feladat, s erre nem kivan felvonulrbferrasokat lekotni. Lehetséges-e
megoldas ilyen feltételek mellett?

5.24. feladat. Az egyik legfontosabb MAC hash fliggvény generalas bloki rej
jelezd kddok CBC mddjat hasznélja. An= [M1,My,...,M,] Uzenetrek kulcs
mellett adott MAC legyen az alabbi:

MAC(m) = Ex(Ex(---Ex(M1) ®M2) @ ---M_1) @ - -- M),

ahol azEy : {0,1}" — {0, 1}" egy titkos kulcsu rejtjeldztranszformacio.
Mutassa meg, hogy a fenti definicid szerinti MAC hashing neljediti az egyi-
ranylsag kovetelményét egykulcsot ismed fél szamara!

(Segitség: Mutassa meg, hogpites lizenetblokkok tetéleges véges sorozatat
— ak kulcs ismeretében — kiegészithetjik ugy egy tovabbi blokikagy ebre
megadott MAC alljon &!)

5.25. feladat. EQy MAC valasztott szévegl tamadas ellen védett, ha eggdém
rendelkezésere all MACM ) az altala valasztotty,my, ..., m; Uzenetekre, még-
sem képes ennek alapjan kiszamitani egy M@&Q lenyomatot egy G # m
Uzenetre. Az 5.24. feladatbeli definicid szerinti MAC-titgkilk. Mutassa meg,
hogy az MAC nem védett valasztott szévegli tamadas ellen!

(Segitség: Mutassa meg, hogy kébites — azaz 1 blokk méretli — Uizenétb
konstrualhaté megfelél2n bites lizenet!)

Mutassa meg tovabba, hogy az MAC nem védett valasztott géidéenadas ellen
akkor sem, ha ugy kivanjuk meg@eiteni, hogy az MAC szamitastdt kiegé-
szitjlk az Uzenetet egy olyan blokkal, amely az (izenet ldpdartalmazza! A
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tamado képesséd#razt teszziik fel, hogy lzeneteire MAC lenyomatot kaphat,
de ak kulcsot nem ismeri.

5.26. feladat. Tekintsiik az alabbi integritasvédelmi kodolast, ahol §alezés
és MAC kombinacidjat hasznaljuk:

Ex(M|[MAC (m)).

Tovabb&E,(x) CBC modu rejtjelezés)||b aza ésb binéris vektorok egybeflizése.
A rejtjelezés, illetve az MAC szamités tekintetében, azilefyynkciora [IV, K]
mig a masikrdIV’,K'] [inicializal6 vektor, kulc par kerul alkalmazéasra. Van-
e veszélye annak, & = IV’ ,k = K’ ,egyszeriisit” valasztassal élink? Mi a
tanulsag?

5.27. feladat. Egy véletlen bitfolyam generator kimenetén ugyan megmaaad
egymas utani bitek statisztikai nggetIensége% d&l nagyobbp = 0.75 val6szi-
nliséggel kapunk 0-t a kimeneten. Milyen mértékben koltmaifuk a bitfolyam
statisztikat azzal, hogy 8 bites szeletekre bontjuk a folyés az egyes szeletek
8 bitjébdl modulo 2 6sszeadassal egy-egy bitet generalunk?

5.28. feladat. Kulféldon dolgozunk, s szeretnénk rejtetten parbeszéalgtatni
az otthoni baratunkkal (példaul szamitbgépes modemkégicsipan), azonban
tilos rejtjelezni a hataron atléplzeneteket. Hiteleditprotokollok hasznalata
ugyanakkor nem tiltott (amikor is a nyilt széveg nyilt marad

a) Van megoldas?

b) Ha megtalélta, adjon egy példat egy révid parbeszéd el

5.29. feladat. Szimmetrikus kulcsu rejtjeléztranszformacion alapulé egyiranyu
transzformacioé, amelyet PIN kodolasara hasznalnak,usizik a kdvetkdr alta-
lanos alaku:

AP = f(KP,PIN,ID)

AP: nyilvanos hitelesti paraméter (authentication parameter),
KP: titkos kulcs paraméter (key parameter),
PIN: titkos személy-azonositdszam (personal identificatiomiver),
ID: nyilvanos azonosito6 (identification data),
f egy egyiranyu figgvény. A legismertebb ilyen fuggvényEaz ) DES transz-
formacion alapul:
AP = Expgpin(ID)
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A verifikacios tablazat tartalma a kovetkez
ID; AP
ID, AR
IDn, AR,

A tablazat olvashat6, mivel egyiranyl leképezés, @4 ismerete egy adotD-
hez nem segit BIN kiszamitasaban.
Mutassuk meg, hogy ugyanakkor a kovetkézképezés

AP = EKp@p|N(|D D P|N)

nem egyirdnyd abban az értelemben, hogy nem ,nehéz felasegadni olyan
KP',PIN’ part amelyre

f(KP',PIN',ID) = f (KP,PIN, D).
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