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x ¹ �cË!�a�^Ö � Ì���²��f���E°N�0��±R� · �>�����>��»Ç�a�Ç��Ê�²³�0����)�>�³���6�>�j�L�T�>� V
�>�³´R���)�>�³���6�>�j�L�T�>�

U � �f��²R���z�j�0�j�j�L�0� BdV (S)
���

���j�r���X�j�0��°Ç�>�a�^�¡ßr�a�^�>����±NÖ#��²³�����>���
{U,W}

�a�r�>���\±z���xß'�f�z�)�>����Öz��²³�0�j�~�º�f�j�ÇÖ � ±(��� ·�· �ià!ÖzÉr���^�>�R�L�f�a�f� BdV (S)��Ì³�)²���²��>���>�X±����)�>�³���6�>�j�'�>�
W
Ö
W ′ ∈ TrW

4 (BdV (S))
�>�³´,�>�z±����)�>�³���6�>�j�'�>�

U
Ö
U ′ ∈ TrU

14(BdV (S))
�L�f�X�)�>���³�

� �f��²µ�L�f�a�f�j�^��Ù'Ì�����²³�0�¶�>�z±¼���)�>�³���6�>�j���>� V
Ö
V ′ ∈ TrV

14(BdV (S))
�L�f�z�)�>���³� � �f��².�L�f�a�f�j���f�TÉ'�0������x�^É É'��²��L°N���j�(�L�f�a�f�

S \ BdV (S)
���Ñ��´!��°z�a´������T���X�j�(��²��j�L�����>���j���f���º�f���a�^É��^�

S � = {X ∈ S \ BdV (S) | ∀Y ∈ V (X) ∩ BdV (S), Y
�a� � ��Ì³� },

S
�

= {X ∈ S \ BdV (S) | ∀Y ∈ V (X) ∩ BdV (S), Y
�a�T�j�L´

},

S0 = S \ (BdV (S) ∪ S � ∪ S
�
).¸��X±����)�>�³���6�>�j�

V ′ ∈ TrV ��²��>�����X�j�0�j�j�L�0�j�
S � ��� �>���a�^�f���E�f�³�����f���X�^Ö · Ì³�j���L�f�X�)�>��� �>�E�a�^�f�����f�³� � ��Ì³����f���X�^ÖÂ�Í�j� · BdV (S)

Ö��j�.Ér�R�f����±[²��L°N�¼�j� · �0�N�R��Ì��j�È��²��>�����,�L�f�X�)�>���³�(��j�L´ ���f���X�,�j�z��� 	z� · ���6�>����±NÖ��>�z±
V ′ ∈ TrV ��²��>�x���z�j�0�j�j�L�0�j�

S
� ���Ñ�>�x�a�^�f�j�x�f�³�i���f���X�^Ö · Ì³�����L�f�X�)�>��� �¼�j�L´Ü�G�f���z�^Ö
�>�³´[�>�X± V ′ ∈ TrV ��²��>�

���X�j�0�j�)�L�0�j�
S0 · Ì³�����L�f�X�)�>���¶�G�f���z�j���>� � �f��².�L�f�a�f�j�O�Ê�²zÌ³�^Ö{Ér�R�^�>� �j� · ����± �L�f�a�f� S0

��Ì³�j² ��²��>���>�X±
W ′ ∈ TrW

2 (S0)
�L�f�X�)�>���³� � �f��² �L�f�a�f�j�OÖ{ÉT²��a�j² �^�>� � �´��f�³� � ±R��� ·�· �.ÐÇ�� ����²

S � Ö��>�³´.ÉT����² S
� Ö��j�L�j�G�L�0����°N�0��±NÖ�Ér�����j�#�L�L�L´.�~Ë³�f�0����±��²³���)� · �EÉ'�^±.�f��Ér��´!�a´ÉT����² S

���j�j�0�s�uÖ � Ì���³�^É É'�x�)²��>��»N�x��²³���j�f�a�L���>�
V
�>�³´

W
���Ñ��»N�0�'��²³��ûÍ���������GÌ��³�L�f�a�f�j�L´�ü'��Ì � �j�0�j� S � Ö � Ö S � Ö � Ö S � ,0

Ö
S �^Ö � Ö S �^Ö � Ö

S
�
,0
ÉT����²µ��²³���º�f���a�^ÉT����»È���j�f�G�0�����a�L�^�

•
¸��X±Ü���)�>�³���6�>�j�

V ′ ∈ TrV �f�
W ′ ∈ TrW Ö ��²��>�����z�j�0�j�j�L�0�j�

S � Ö � û®�j�L�����
S
�^Ö � ü���� �>���a�^�f�j�E�f�³�i�G�f���z�^Ö

· Ì³�����L�f�z�)�>���Ü�>���a�^�f�����f�³� � ��Ì³�Èû®�j�L�����{�j�L´�ü'���f���X�^�
•
¸��X±���)�>�³���6�>�j�

V ′ ∈ TrV ��²��>�x���X�j�0�j�j�L�0�j�
S � Ö � û®�j�L����� S �^Ö � üT�L�f�z�)�>���³��� � ��Ì³�¼û®�j�L�j���T�j�L´�ü����f���X�^Ö��>�³´�>�z±¨���)�>�³���6�>�j�

W ′ ∈ TrW ��²��>�����X�j�0�j�j�L�0�j�
S � Ö � û®�j�L����� S �^Ö � ü'�L�f�z�)�>���³�x�,�j�L´ û®�j�L����� � ��Ì³�Oü'���f���X�^�

•
¸��X±µ���)�>�³�j�6�>�j�

V ′ ∈ TrV ��²��>�����z�j�0�j�j�L�0�j�
S � ,0

û®�j�L�����
S
�
,0
ü��L�f�z�)�>���³��� � ��Ì³�û®�j�L�����x�j�L´�ü����f���X�^Ö �>�³´�>�z±¨���)�>�³���6�>�j�

W ′ ∈ TrW ��²��>�����X�j�0�j�j�L�0�j�
S � ,0

û®�j�L�����
S
�
,0
ü'�L�f�z�)�>���³�����f���X�j���>� � �f��²µ�L�f�a�f�j�^�

ß'�f�a�f���>���³�G�f���z�j�¡�>�
S � Ö � �>�³´ S � ,0

�j�L´ Öz�L�f�a�f�'�>���³���f���X�j�r�>�
S
�^Ö � �>�³´

S
�
,0 � ��Ì³�Ç��ÕÂ�����>����±NÖX�L�f�a�f� S � Ö � Ì³������»��²³�E¸ ��ß ���j�f���0���V±.�>����²³�����>���

(V,W )
ÖG�>�³´Ü��� · ���6�>����±NÖG�L�f�a�f� S �^Ö � �>�a�)�(Ì³������»¼��²³��¸ ��ß ���j�f�G�0���\±NÖ � Ì�����²³��j�f�a�L���>���j�L´Ü�>�³´ � ��Ì³�,��ÉT���j�j²³�L´ � ���OÉ ���x�a�x�^�f��±�j�¼�)²³�L�Q�¶��²��>�����¶��²��a�x�L�f�a�f������»µ�>�z±µ���)�>�³���6�>�j�,�>�

V
�f�

W��²��>���L�f�z�)�>���³����Ì��È�0�a�0�z����± · �>�X±¨�G�f���z�j���>� S
Ö��L�f�X�)�>���³���,�G�f���z���>� � �f��²µ�L�f�a�f�j�^� �

�R¾zøÑê�æ��{ÅE \� ØÚÏrÔÇÓ>ÞÂ���x²��f� � �L�0�Ü���j�^°N�L´Ü��²��>���s� {V,W}
�a��� 	z���L�0�6�>�`���>���^ÖG��²³�0�

{V,W}
�a� â¤Çò ¸ ��ßx��	#��Ö��²³���º�f���a�^ÉT����»È�j�)�>�j� · �0�X��²³�f�a´��x�f�TÉr�0����� �¾#ø ø ê����ÍÅ�� £Eï�î!ïÇ¬8«�¤�£ � ª�¦^¯XªIñ�¬6ñ í !$# �¡ò � ª~Ü¬®ò¡¬6ñEïf¥yñ0¤�! #�õ

Ò



 �¾#ø ø ê���Å�� ª0ò W = {V,W} ôjªiï(ñLª0ò�¤u£�ò � ¤ � ª�¦^¯XªIñ ��¤u£�òÍÿIî�ª�� ����¬s¯ �Çõ ��� ª~ W ¬8ñ !$#�õé�æ>Ä Ä&%�Ä&%  ¡¾zø ø ê ��Å�Ù'±.�
� ·�· ���!Öâ���x�a���0�³�fÌ�»Ç²��j�¼��²³�OÉ ��²��>�
{V,W}

�a��¸ ��ßx�G���0�
W � ����²³��Ér�L´!»N�ÉT²³�Ç�j�R�>��»Ç�a�(�a�E�>���a�^�f���

π
�¨Ê�²³�0�

W
�a����²³�ÈÌ����a�f� �>�T�VÉ'�µ²��>�s�Í���6�>�³�L�^Ö{�)�L±NÖ

H1
�>�³´

H2
�¼Ê
�)�>�³���6�>�j� � �f��²²��>�s�Í���6�>�³�L�,�jÌ³�j² ��²��>����²³�0± �L�f�X�)�>��� �~Ë��f�0����± �f�³�È���f���X�i�>�

S
Ö{´��0�³�f�j�R��²³� · � ± X1

�>�³´
X2

Ö{�j�L�����L�0����°N�0��±N�
�x�f�j�E��²��>�

X1 · �L±¶�L�f���³�0�a´��,ÉT����² X2
��ß'�f�a�f�

X1
�>�³´

X2
�j�L´ Ö �>�³´[�>���{��²³���f��²³�0�����f���X�j� � ��Ì³�Ç��Ê�²³�0�Ñ�>�X±���)�>�³���6�>�j��>�

W
��²��>�(�L�f�X�)�>���³�R�>���a�^�f�����f�³�¨�G�f���z�^Ör�L�f�z�)�>���³�È�Ü�j�L´ ���f���X�^Ör�>�³´ �>�z± ���)�>�³�j�6�>�j�µ�>�

V
��²��>�

�L�f�X�)�>���³���>�T�a�^�f������²��j�L���G�f���z�j�^Ö��L�f�X�)�>���³��� � ��Ì³�����f���X�^� �

 �¾#ø ø ê ��Å�� ª0ò W = {V,W} ôjªiï(ñLª0ò�¤u£�ò � ¤ � ª�¦^¯XªIñ ��¤u£�òÍÿIî�ª�� ���Eïf¥ £Vîâ¥�ïfGª �Nõ ��� ª~ W ¬6ñ ! #�õé�æ>Ä Ä&%¼Ä&%  ¡¾zø øÑê � Å ¸�»X�>����Ö������a�(�0�³�fÌ�»Ç² �j�[��²³�^É���²��>�(��²³�0± �>�j�¸ ��ßx� 	z���³�L�
{V,W}

�a���>���V±#�G�µà
û ���>�s�®���6�>�³�Oü~Ö

BdV (S)
�>�³´

BdW (S)
²��^°N�¼�>� · �Ç�j�E�f�³�����f���X�E��� �L� ·�· �f���R V� BdV (S)

�>�³´
BdW (S)

�>�j�
´!�a�Í×��f���X�^ÖG��²³�0���L�f�a�f�

BdV (S) � ��Ì³�ÇÖ BdW (S)
�j�L´ Ö �>�³´.��²³�,�f��²³�0�����f���X�j���>� � �����)�>������±N��Ê�²³�0�[�>�X±µ�³�f�³� · ���\±���)�>�³���6�>�j���>�

V
û®�j�L�����

W
ü'�L�f�X�)�>���³��� � ��Ì³�Èû®�j�L�����{�j�L´�ü'���f���X�^�

� ��²³�0��ÉT�a�j�ÇÖÂ�a�0�
X � �(��²³�0���,�L� ·�· �f� ���f���X�^����0�

P = BdV (S) ∪ BdW (S) \ X
Ö��>�³´ �L�f�³���a´��0�E���j�

V ¹
� �fÌ��³´³�>��±NÖ BdV (P )

ÖX�>�³´
W ¹�� �fÌ��³´³�>��±NÖ BdW (P )

��ßr�a�^�>����±NÖN�^�f�)²��G�f���z�����
BdV (S)\X � �0�a�f��»N�{�j� BdV (P )

Ö
�>�³´µ�^�f�)²µ�G�f���z�����

BdW (S) \ X � �0�a�f��»N���j� BdW (P )
�

 V�
BdV (P )

�>�³´
BdW (P )

�>�j�,´!�a�Í×��f���X�^Öâ��²³�0�Ü�L�f�a�f�
BdV (S) � ��Ì³�ÇÖ BdW (P )

�>�³´.��²³�,�f��²³�0�x�G�f���z�j���j�L´ �
Ê�²³�0�µ�>�X±(�³�f�³� · ���\±¼���)�>�³�j�6�>�j���>� V

�L�f�z�)�>���³��� � ��Ì³�x���f���X�^� 	zÌ������Ç�j����²��>�'É'��²��^°N�������)�>�³�j�6�>�j���>� W
ÉT����²

�VÉ'�µ���f���X�j�^Ö � �f��² � ��Ì³�Ç�ÈÊ�²³�0�Ñ���E��²³�fÌ��a´Ñ�L�f�z�)�>��� X
ÖÂ�>�³´Ñ�¨���f���X�E�>�

BdV (P )
�(Ù'Ì�����²��a���L�f�z���)�f´!�a�0�j���fÌ��

�f�j��Ì · �����a�f� ��²��>�
BdV (P )

�>�³´
BdW (P )

�>�j�(´!�a�Í×��f���X�^��	#��Ö{�>�X±����)�>�³���6�>�j�È�>�
W

ÉT²��a�)² �L�f�X�)�>���³�i�>�E�a�^�f�j�
�VÉ'�(���f���X�j���>�

S
Ö³�L�f�z�)�>���³���i�j�L´¨���f���X�^�

 V�
BdV (P )

�>�³´
BdW (P )

�>�j�¨�³�f�¼´!�a�Í×u�f���z�^Ö¡��²³�0� ��²³�0± ²��^°N�.�f�³�¨���f���X�(��� �L� ·�· �f��Ö'�a�0� Y � �¨��²³�0����L� ·�· �f�.���f���X�^�� V� Y � �0�a�f��»N���j� BdW (S)
Ö³��²³�0�¶�L�f�a�f�

BdV (S) � ��Ì³�ÇÖ BdW (P )
�>�³´��²³���f��²³�0�����f���X�j���j�L´ �

Ê�²³�0��Ö � ±¶��²³�i�)� · ���>��»ÇÌ · �0�X���f� � �~�Í�f�j�ÇÖ��>�z±.�³�f�³� · ���V±Ü���)�>�³���6�>�j���>� V
�L�f�X�)�>���³�E� � ��Ì³�,�G�f���z�^Ö��>�³´[�>�X±���)�>�³���6�>�j�,�>�

W
ÉT²��a�j²��L�f�X�)�>���³���>���a�^�f�����\Ér�R�G�f���z�j���>�

S
Ö��L�f�z�)�>���³�����j�L´¶�G�f���z�^��ÕÂ�����>����±NÖ��s�

Y � �0�a�f��»N�x�j�
BdV (P )

Ö���²³�0�.Ér�����j�#�L�L�L´.�>���>�a�f»N�fÌ³����±NÖ � Ì�����²³���j�f�a�L���>� V
�>�³´

W
Ö³�>�³´��²³���L�f�a�f�j�OÖ³�>�j����ÉT���j�j²³�L´ �

�

 �¾#ø ø ê�� Å�� ª0ò W = {V,W} ôjªiï(ñLª0ò�¤u£�ò � ¤ � ª�¦^¯XªIñ ��¤u£�òÍÿIî�ª
	 ���Eïf«u¦ �Çõ ��� ª~ W ¬8ñ !$#�õé�æ>Ä Ä&%�Ä %  �¾zø øÑê�� Å ¸x�EÌ³��Ì��>��Ö�Ér�¨�f����±Ñ���j�^°N�R��²��>�
{V,W}

�a�,¸ ��ßx�`¸x�j��Ì · �¼��²��>� W
�L�f�X�)�>���³�i��²³�

���Ç��������°N�
x ¹ �cË!�a�^�µÎNÌ³���������N�È��� ��²³�R´��~ö³�������a�f� �>���V±#�G� � û ���>�j´�ü~Ö��~Ë#�j�0�³´ ��²³� � �fÌ��³´³�>��±[²��>� ³���³�L�i�>� W

�j�
�����³�L�^Ö���²³�0±´!��°#�a´�����²³�����6�>�³�����z�j���º�fÌ������>���j�^Ö��������0�^Ö³���^É'�0�^Öâ�
�~�®�^Ö��>�³´ ���»Ç²X�^Ö�ÉT²��a�j²¶�a�

W
���j�)�0�s�u���Ñ�E�^�>�

�f�j��Ì · �EÉT����²³�fÌ����a�Ç�)���>��»N�0�³�0�)�>�����V±µ��²��>� V
�L�f�X�)�>���³�x��²³���³�0»X�>����°N�

x ¹ �cË!�a�^Ö��f�³�����a´��E�>� V
�a�������������0�^Öâ�>�³´

�f�³�����a´����a�����µ���~�®�^�
� � �j�0��°N����²��>�{�s�G�����)�>�³���6�>�j���>� V �>�³´i�����)�>�³���6�>�j�T�>�

W
���X�j�0�j�)�L�0���^�f�j²(�f��²³�0�^ÖÇ��²³�0���f�³���>����²³� · �L�f�X�)�>���³�

��²³���f��²³�0���f�³��Ú���>�G�~Ë �
á �®ê³ÁÍø 	�Å¼Õ³�f�E�>�X±Ü�G�f���z���j�0�

P
�>�³´

X ∈ P
Ö �0����²³�0�

BdV (P \ X) \ BdV (P ) = ∅
�f�

BdW (P \ X) \
BdW (P ) = ∅

�
é�æ>Ä Ä&%�Ä&% á �®ê³ÁÍø
	âÅ 	zÌ����G�Ç�)���f�µ��²³�E�L�f�z���)�>��±��²��>�

Y ∈ BdV (P \ X) \ BdV (P )
�>�³´

Z ∈ BdW (P \
X) \ BdW (P )

�xÊ�²³�0�
X ∈ V (Y )

�>�³´
X ∈ W (Z)

Öâ�j�
V (Y )

�>�³´
W (Z)

���X�j�0�j�j�L�0���^�f�)²[�f��²³�0�^Ö���²³�0�j�~�Í�f�j�ÇÖ

Ð^Ô



�f�³���>����²³� · �L�f�X�)�>���³�E��²³���f��²³�0�E�f�³��Ú�E�>���~Ë�Ö��I�L±NÖ
Z ∈ V (Y )

�iÙ'Ì�����²��a���a���¨�L�f�z���)�f´!�a�0���a�f��ÖÂ�j���³�L�
Y
�a�E�

� �fÌ��³´³�>��±R���f���X���>� P \ X
�

��0��Ì����Ü�j�R��²³�,���j�#�>�r�>�r��� ·�· �ý!�Eß'�f�a�f� BdV (S) \ BdW (S)
�j�L´ Ö��>�³´

BdW (S) \ BdV (S) � ��Ì³�ÇÖ���²³����X�j�0���a�f�i���f���X�j���>� � �����)�>������±N� ���OÉ��L�f�³���a´��0�i��²³�¼�G�f���z�j���>�
BdV (S) ∩ BdW (S)

�¶Õ³�f���>�X±
X ∈ BdV (S) ∩

BdW (S)
Öâ�s�

BdV (S \ X) \ BdV (S) 6= ∅
Ö³��²³�0���L�f�a�f�������j�L´ Öâ�s�

BdW (S \ X) \ BdW (S) 6= ∅
Ö���²³�0�Ü�L�f�a�f�����

� ��Ì³�Ç��Õ³�f���^�f�j²�>����²³���j� · �>��������»��G�f���z�j� Y
É'��²��^°N�

BdV (S \Y ) \BdV (S) = BdW (S \Y ) \BdW (S) = ∅
�

ß'�f�a�f�µ�^�f�j² �>����²³�L�j�Ü���f���X�j�µ��Ì³�)²���²��>���²³�0± ²��^°N�[��²³� ¤IîNî!¤fñI¬ÍòVª �L�f�a�f���²��>����²³����²³�Ü���j�0°z�a�fÌ³����f���X�µ�>�
BdV (S) ∩ BdW (S)

Ö������²³�
y ¹ �f�j´��0������»³�Ê`�����j�^°N�r��²��>�
��²��a�`�L�f�a�f������»��a�
»N�z�#´ Öc�a�0�

V ′ ∈ TrV
2

Ö
V ′∩S = {X,Y }

�Â V�#���`���X�j�0�j�j�L�0�j�
BdV (S)\BdW (S)

Ö
Ér�,�>�j�E´��f�³�Ç� 	#�¼�f�)��Ì · ����²��>� V ′ ∩ BdV (S) ⊂ BdV (S) ∩ BdW (S)

�����0�
X ∈ V ′ ∩ BdV (S)

�� V�
X
�a���j�L´ Ö

��²³�0� � ± ��²³�R�L�f�a�f������»���Ì��a�ÇÖ
BdV (S \ X) \ BdV (S) = ∅

�[Ù'Ì��i��²³�0�
Y
�a���>�a�j�[�

V ¹�� �fÌ��³´³�>��± �G�f���z�^Ö��j�
Ér�,²��^°N�

Y ∈ BdV (S) ∩ BdW (S)
�x¸�»X�>���¶É'�,�^�>�[�f�j��Ì · ����²��>� Y

�a���j�L´ Ö��j�
BdV (S \ Y ) \ BdV (S) = ∅

�
	zÌ������Ç�j�x��²��>�

X <y Y
� 	z���³�L�

V ′ ∩S = {X,Y }
Ö
X
�>�³´

Y
�>�j�x�L�f�³�)�L�0Ì�����°N���G�f���z�j�T�>�

BdV (S)∩BdW (S)
�

�x�^É �����a���³�f�x²��>�j´µ�j�¼�j�L����²��>�
BdW (S \ Y ) \ BdW (S) = ∅

��Ê�²³�0�j�~�º�f�j�ÇÖ � ±µ��²³�E�L�f�a�f������»R��Ì��a�ÇÖ X �>�³´
Y²��L°N�E´!�����0�j�0�z���L�f�a�f�j�^��Õ��f�����)�>�³���6�>�j�L���>�

W
��²³���>��»ÇÌ · �0�X���a���>���>�a�f»N�fÌ³�^Ö³ÉT����²µ��²³���L�f�a�f�j����ÉT���j�j²³�L´ � �

�x�^É É'����Ì����µ�j�i��²³���^�f�)��ÉT²³�0�µÉr��²��L°N� · �f�j����²��>�.�VÉr�ÈÉr�L´!»N�L�^�
 �¾#ø ø ê��âÅ�� ¤f«EïÇ³ÿ s, t > 0 ¬®�òVªº¯zª~«)ñ �rò � ª~«jª�¬8ñ�ïÈ-�#óÈôjª~« f(s, t)

� ¬Íò � ò � ª¡£0¤f¥®¥�¤ � ¬8#¯xîâ«�¤Iî�ª~«0òÍÿXõ� ª0ò W = {W1,W2, . . . ,Wt} ôjªÈï¼ñLª0òT¤u£ t
� ª�¦O¯XªIñ ��ñ��!§ � ò � ïÇòTïf³ÿEî!ïf¬®« {Wi,Wj} ¬6ñ(!$# �'ïfâ¦R¥aª0ò S ôjª

ï(ñLª0ò�¤u£'î!¤f¬®�ò®ñ^õ ��� ª~ S §jïf ôjªi¦zª�§j¤fó�î!¤>ñ^ª�¦¨¬®�ò�¤ t î!ïf«0ò®ñ � S1, S2, . . . , St ��ñ���§ � ò � ïÇòâ£L¤f« i = 1, 2, . . . , t �³£L¤f«
ïf³ÿ¼òÍ«uïf³ñI¥�ïÇòVª W ′

i ¤�£ Wi ��¬ £ |W ′
i ∩ S| ≥ f(s, t) ò � ª~ |W ′

i ∩ Si| ≥ s õé�æ>Ä Ä&%�Ä %  ¡¾zø ø ê��âÅ�Ê�²³���~Ë!�a���j�0�³�L���>�
f(1, 2)

�a�¡� �zÌ���°Ç�>�a�0�X�'�j����²³�����j�f���0���V±���²��>�r��²³���L�f���j�L�����f�³´!����»E�\Ér�
Ér�L´!»N�L�x�>�j��¸ ��ßx� ���OÉ�Ér����²³�OÉ���²��>�

f(s, 2)
�~Ë#�a�j�j�'�Í�f���0°N�0��±

s
�����0�

V
�>�³´

W � �x�VÉr�(Ér�L´!»N�L����²��>���º�f� ·� ��ß ���>���^�����0�
P V

1 , P V
2 , . . . , P V

s2f(1,2) � ����²³�����>��²�´��L�L� · ���Ç�������a�f�[�>� S
�>�r�f�j´��0�

s2f(1, 2)
Ö�ÉT����²��j�L���G�L�0�

�j�
V
��Õ³�f�

i = 1, 2, . . . , s
Ö³�a�0�

Hi = ∪
isf(1,2)
j=(i−1)sf(1,2)+1P

V
j .

Õ³�f���^�f�)²
Hi

Ö!�)�0�N����²³�
W ¹ ���>��²µ´��L�L� · �G�Ç�j�����a�f��Ö P W

1 (Hi), . . . , P
W
sf(1,2)(Hi)

Ö³�>�³´¨�º�f�
j = 1, 2, . . . , s

Ö!�a�0�

Hj
i = ∪

jf(1,2)
k=(j−1)f(1,2)+1

PW
k (Hi).

Õ³�f�E�0°N�0��±
i, j = 1, 2, . . . , s

Ö��L�f�a�f�
Hj

i

Ö���Ì³�j²[��²��>�,�>�X±Ü���)�>�³���6�>�j�(�>�
V
û®�j�L�����

W
ü���²��>�����X�j�0�j�j�L�0�j�E������� �>�

�a�^�f���
f(1, 2)

���f���X�j�OÖ �L�f�X�)�>���³���>���a�^�f�����f�³�,�j�L´ û®�j�L�j��� � ��Ì³�Oü��G�f���z���>�'���^��Ê�²��a���a�x�G�Ç�j�j� � �a�ÇÖG�j���³�L����²³�,���>���
{V,W}

�a��¸ ��ßx�
ß'�f�³���a´��0�x�,���)�>�³���6�>�j�

V ′ �>� V
��²��>���L�f�X�)�>���³�x�>�T�a�^�f���

s2f(1, 2)
���f���X�j���>�

S
��Õ³�f���0°N�0��±

i
Ö
V ′ ���X�j�0�j�)�L�0�j�

Hi

���
sf(1, 2)

���f���X�j�OÖ��j�,��²³�0�j���a���
j
��Ì³�j²��²��>�T�������z�j�0�j�j�L�0�j�

Hj
i

���.�>�'�a�^�f�j�
f(1, 2)

���f���X�j�^��Ê�²³�0�j�~�º�f�j�ÇÖ
V ′�L�f�X�)�>���³���>�T�a�^�f�����f�³���j�L´µ�G�f���z���>�

Hj
i

Ö³�)�(�>�T�a�^�f���
s
�j�L´���f���X�j���>�

S
�

ß'�f�³���a´��0�`�³�^É �����)�>�³���6�>�j�
W ′ �>� W ��²��>�`�L�f�z�)�>���³�Â�>�`�a�^�f���

s2f(1, 2)
�G�f���z�j�`�>�

S
�
Ê�²³�0�j�¡�a�`�>�

i
��Ì³�)²E��²��>�

W ′ ���X�j�0�j�j�L�0�j� Hi

�����>���a�^�f�j�
sf(1, 2)

���f���X�j�O��Ê�²³�0�j�~�º�f�j�ÇÖâ�������X�j�0�j�j�L�0�j���^�f�)²Ü�>�
P W

1 (Hi), . . . , P
W
sf(1,2)(Hi)
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���[�>���a�^�f���x�f�³�E���f���X�^Ö �)���º�f�
j = 1, 2, . . . , s

Ö
W ′ ���X�j�0�j�)�L�0�j� Hj

i

���[�>���a�^�f���
f(1, 2)

���f���X�j�^��ß'�f�³�j� �zÌ³�0�X����±NÖ
�����L�f�X�)�>���³���>�T�a�^�f�����f�³� � ��Ì³���G�f���z���>���^�f�j² Hj

i

Ö³�j�(�>�T�a�^�f�j�
s � ��Ì³�����f���X�j���>� S

�
�x�^É �a�0�

s, t > 2
ö�Ë��L´ �>�³´Ñ��Ì������Ç�j�i��²��>�

f(s′, t − 1)
�~Ë#�a�j�j���Í�f���0°N�0��±

s′
�(���0�

{W1,W2, . . . ,Wt} � ��fÌ����j�0���>�rÉr�L´!»N�L�OÖ ��Ì³�j²���²��>�E�>�X±¶���>�����>�¡��²³� · �a� ��ßx�����0�
s′ = f(s, 2)

��Ï{�>���������a�f� �fÌ������f���X���j�0�
S
���X�j�

S′
1, S

′
2, . . . , S

′
t−1

�jÌ³�j²i��²��>�{�Í�f�
i = 1, 2, . . . , t−1

Ö>�º�f���>�X±,���)�>�³���6�>�j�
W ′

i

�>�
Wi

Öf�s�
|W ′

i ∩S| ≥ f(s′, t−1)
��²³�0�

|W ′
i ∩ S′

i| ≥ s′ = f(s, 2)
�rÕ³�f���^�f�j²

i = 1, 2, . . . , t − 1
Ö³���>���������a�f�

S ′
i

���z�j�(�VÉ'�(���>���j�^Ö
S′′

i

�>�³´
St

i

Ö³��Ì³�)²µ��²��>�
�º�f�'�>�X±È���)�>�³���6�>�j�

W ′
i

�>�
Wi

ÖX�s�
|W ′

i ∩S′
i| ≥ f(s, 2)

��²³�0�
|W ′

i ∩S′′
i | ≥ s

Ö#�>�³´(�º�f�'�>�z±����)�>�³���6�>�j�
W ′

t

�>�
Wt

ÖN�s�
|W ′

t ∩ S′
i| ≥ f(s, 2)

��²³�0�
|W ′

t ∩ St
i | ≥ s

�{Õ`�����>����±NÖ��Í�f�
i = 1, 2, . . . , t − 1

Ö!�a�0�
Si = S′′

i

�>�³´¨�a�0�
St = ∪t−1

j=1S
t
j

�
Õ³�f�

i = 1, 2, . . . , t − 1
Ö��>�X±¨���)�>�³���6�>�j�

W ′
i

�>�
Wi

Ö��s�
|W ′

i ∩ S| ≥ f(s′, t − 1)
��²³�0�

|W ′
i ∩ S′

i| ≥ s′ = f(s, 2)
Ö

�j�
|W ′

i ∩ Si| ≥ s
Ö

¸��³´ �Í�f�µ�>�X± ���)�>�³���6�>�j�
W ′

t

�>�
Wt

Ö��s�
|W ′

i ∩ S| ≥ f(s′, t − 1)
Ö���²³�0� �Í�f��j� · � i = 1, 2, . . . t − 1

Ö
|W ′

t ∩ S′
i| ≥

f(s′,t−1)
t−1 ≥ f(s, 2)

Öâ��²³�0�j�~�Í�f�j�ÇÖ
|W ′

t ∩ St
i | ≥ s

Ö��j�
|W ′

t ∩ St| ≥ s
��Ê�²��a���L�f�³�0��Ì³´��L�x��²³�E���j�z�>���>�

��� ·�· � �#� �
�R¾zøÑê�æ��{Å�Ê�²³�����j�#�>�Í�'�>�`��� ·�· �f��à!Ö �³Ö!Ý!Ö��>�³´RýE� · ����±(��²��>� f(1, 2) ≤ 8

�¡ß'� ·�� ��������»(���'ÉT����²¼��²³�����j�z�>�Â�>���� ·�· � ��Ér��»N�0����²³� � �fÌ��³´ f(s, t) ≤ (8s)2
t−1 �

 �¾#ø ø ê�� Å�í ñLª0ò�¤u£ � ª�¦^¯zªIñ W = {W1,W2, . . . ,Wt} ¬6ñ !$# ¬ £�ïÇâ¦¨¤f³¥nÿ(¬ £�ïf�ÿ�î!ïf¬®« {Wi,Wj} ¬8ñ !$#�õé�æ>Ä Ä&%�Ä %  �¾#ø ø ê�� Å�ßr�a�^�>����±NÖz�s���j� · �T���>��� {Wi,Wj}
�a� â¤Nò ��ßxÖÇ��²³�0�¼��²³�TÉT²³�f�a���)�0� W �a�¡�³�f� ��ß �0����²³�0�^�

	zÌ������Ç�j����²��>�E�0°N�0��±Ü���>���
{Wi,Wj}

�a� ��ßx� ���L�L� · ���Ç�j� S
���z�j�

t
���>���j�

S1, S2, . . . , St

ÉT����²Ñ��²³�����j�f���0���V±
��²��>���º�f�

i = 1, 2, . . . , t
Ö��º�f�x�>�X±���)�>�³�j�6�>�j�

W ′
i

�>�
Wi

Ö³�s�
|W ′

i ∩ S| ≥ f(3, t)
��²³�0�

|W ′
i ∩ Si| ≥ 3

�TÊ�²³�0��Ö � ±��� ·�· �¨ÐÇÖ#�^�f�j² Si

�^�>� � ���L�f�a�f�j�L´¨ÉT����²¨�j�L´¨�>�³´ � ��Ì³�x�jÌ³�j²¨��²��>���s� |W ′
i ∩Si| ≥ 3

��²³�0�
W ′

i

�L�f�z�)�>���³���G�f���z�j�
�>� � �f��²Ü�L�f�a�f�j�O� 	#�È��²��a���L�f�a�f������»�>� S

²��f�x��²³�����j�f���0���V±¶��²��>�x�Í�f�
i = 1, 2, . . . , t

Öâ�º�f���>�z±.���)�>�³���6�>�j�
W ′

i

�>�
Wi

Ö!�s�
|W ′

i ∩ S| ≥ f(3, t)
��²³�0������L�f�X�)�>���³�����f���X�j���>� � �f��².�L�f�a�f�j�^� �

� � �������Ü�����	� ���T����
 ���
	zÌ������Ç�j�R��²��>�

P
�a�(�>� �f���0� �L�f�z°N�~Ë ���f��±#»N�f� �>�

n
°N�0�����a�L�L�(�>�³´

P = { Pi | i ∈ I }
�a�(�Ü�L�f���a�L�0���a�f� �>�

���)�>�³���6�>�j�L���>�
P
ÉT²��a�j²Ñ�Í�f� · �E�>� M ¹ �º�f�a´Ñ�L�^°N�0������»Ü�>�r��²³�����6�>�³�Ç���Ñ�iÉT�����¡�)�0����²³�i°f�>��Ì³���>� M

�6�>�j�0�^�����0�
m � ����²³� · ����� · Ì · ´!�a���)�>�³�L� � �0�\Ér�L�0�[�>�X±°N�0���j�~Ë¶�>�³´.�³�f� ¹ �f´>×��f�L�0�z�x���a´����>� P

�rÊÂ�0�N�,�(���XÌ��>�j�E»Ç���a´
G
�>�

� �f���a��´!�a�j�)�>�³�L� m/2
� � � °z�a�fÌ³�j��±NÖ#�>�z±,���)�>�³�j�6�>�j���>� P

���X�j�0�j�)�L�0�j�'�>� · �Ç�j� K = 4π(diam(P )+m)2/m2 � �f���a����zÌ��>�j�L�^�
Õ��f�`�^�f�j²ûÍ�0�a�Ç�j�L´�ü � �f���a�����zÌ��>�j� B
ÖOÌ³������»����j�
�L� · ���f�0���³�L�j�OÖcÉ'�¡�^�>�Eö³�³´��� �¬®òVª ��Ì � �L�f���a�L�0���a�f�,�>����²³����)�>�³���6�>�j�L�'��Ì³�j²È��²��>�¡��²³�0±������������º�f� · �>�

M ¹ �Í�f�a´¼�L�^°N�0������»��>� B
�ÂÊ`�0�N����²³�TÌ����a�f�¼�>���>������²³�L�j����Ì � �L�f���a�L�0���a�f�³�O��Ñ�R²��L°N�� ¥s¤O§jïf¥®¥yÿ  ³¬ÍòVª M ¹ �º�f�a´ �L�^°N�0������»Ñ�>����²³�R���6�>�³�Ç�ÑÊ�²��>�i�a�^Ö��0°N�0��± �L� · ���f�0�(�)�0���a�,���X�j�0�j�)�L�0�j�L´ � ±ö³�����j�0��± · �>�z±¼�>����²³�x���)�>�³���6�>�j�L�^�� \�¡�a����Ì��È�0�a�0�z�'�j�,´��L�L� · ���Ç�j����²��a���L�O°N�0������»³��Õ³�f�T��� · �����a�0���V±NÖ!Ì³�)����²³���)� · ��³�f�)�>���a�f�

P = { Pi | i ∈ I }
�Í�f����²��a����Ì � �L�f���a�L�0���a�f����Ñ���Í�f� · Ì��6�>�j���>�³´È�)�f��°N�T��²³�����j� � �a� · ���È���j�¡´!Ì��>�³�Í�f� · �����0� Oi � �T��²³���L�0�z�j�0�'�>� »Ç�)�^°z���\±(�>� Pi

��	z���³�L�
P�a�¡�>�

M ¹ �Í�f�a´È�L�^°N�0������»��>� ��²³�T���6�>�³�ÇÖz�0°N�0��±i���)�>�³���6�>�j���>� P̄
ÖÇ��²³�T�j����L�0���a�f�R�>�

P
��²��j�fÌ�»Ç²È��²³���f����»Ç����Ö#�L�f�X�)�>���³�

�>�T�a�^�f���
M

�G�f���z�j���>�{��²³���a�#�^�>����±Èö³�����j���)�0�
O = { Oi | i ∈ I }
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Ê�²³��L�f���a�L�0���a�f�
P = { Pi | i ∈ I }

�^�>� � �R´��L�L� · �G�Ç�)�L´ ���X�j���VÉ'�[�L�^°N�0������»N���s���>�³´ �f����± �s����²³�¨�j�0�
O = { Oi | i ∈ I }

�^�>� � ���L�f�a�f�j�L´.ÉT����²Ü�VÉ'�R�L�f�a�f�j�OÖâ��Ì³�)²¶��²��>���0°N�0��±���)�>�³���6�>�j�,�>� P̄
�L�f�X�)�>���³���(�G�f���z�x�>�

� �f��²µ�L�f�a�f�j�^����0�
W = {W1,W2, . . . ,Wn} � �¼��²³�R�)�0�i�>��Ér�L´!»N�L�i��²��>�(�L�f���j�L�����f�³´ �j�¶��²³�R°N�0�����a�L�L���>�

P̄
�[Ùr± ��²³�

�L�f�X°N�~Ë!���V±¶�>�
P̄
Ö��³�����>���

{Wi,Wj}
�a���>���V±#���EÝ.û 	z���L�0�6�>�8ü~Ö³��²³�0�j�~�º�f�j�ÇÖ � ±��²³�����j�0°z�a�fÌ³�x��� ·�· �f�^Öâ�^�f�j²¶���>����a� ��ßx��ß'�f�³�j� �zÌ³�0�X����±NÖ � ±��� ·�· �(Ó!Ö W �a�"��ß �f�TÉ'�0����� 	#�i��²³�0�j���a���

k
ÉT����²µ��²³���º�f���a�^ÉT����»(���j�f���0���V±N�

� ¸��z±µ�j�0���>�����f���X�j�
S
�^�>� � ���L�f�a�f�j�L´.ÉT����²Ü�VÉ'�¨�L�f�a�f�j����Ì³�)²¶��²��>���>�X±µ���)�>�³�j�6�>�j���>� W1,W2, . . . ,Wn

��²��>�
�L�f�X�)�>���³���>�T�a�^�f���

k
���f���X�j���>�

S
Ö��L�f�z�)�>���³�����f���X�j���>� � �f��²µ�L�f�a�f�j�^�ßr²³�#�Ç�j�

M
��Ì³�j² ��²��>�

M ≥ kK
Ö��>�³´ �L�f�a�f����²³�R���f���X�j�i�>�

O
��� �^�f�)² � �f���a�¼� �XÌ��>�j�R�j�0���>�)�>�j�0��±NÖ�ÉT����²���j�f���0���V± � �

	z���³�L�i�>�X±µ���)�>�³�j�6�>�j�
P ′ �>� P̄

���z�j�0�j�j�L�0�j���>� · �Ç�j� K � �f���a�,���zÌ��>�j�L���>�r��²³�E»Ç���a´ G
Ö
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