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ELOSZO

E tankényv a Miszaki Konyvkiadé gondozasidban 1974-ben és 1976-ban meg-
jelent ,,Lineéris algebra és alkalmazasai” cimii kényv dtdolgozott kiadasa. Az eredeti
konyv anyagat — amint annak el§szavaban megirtam — a tiz éven 4t tartott elG-
adédsaim képezték; ezt a megjegyzést annyiban kell médositanom, hogy immar 25 év
el6adasi tapasztalatai allnak a hidtam mogott: ezek birtokdban igyekeztem javitani
és csiszolni az eredeti valtozatot. Jelenleg tehat olyan konyvet tart a kezében az
Olvasé, amelynek kb. egyharmadat az atdolgozas soran ujra irtuk, az eredeti kényv-
nek néhany részletét pedig teljesen kihagytuk. A konyv anyagit képez8 elGadasokat
részben az E6tvos Lorand Tudoményegyetem Természettudomanyi Karan matema-
tikus és fizikus hallgatok szdmdra tartottam, részben pedig a Budapesti Miiszaki
Egyetemen gradudlis és posztgradudlis képzés keretében, villamosmérnok- és épit6-
mérnok-hallgaték szamara.

A lineéris algebra jelent3ségét és alkalmazasi lehet8ségeinek novekedését kétség-
teleniil a szdmitégépek utobbi évtizedekben észlelt rohamos elterjedése idézte eld.
Ennek hatdsara szamos miiszaki és természettudomanyos targy felséfokt oktatasaban
Iényegesen megnovekedett az igény a matematika bizonyos teriiletei irAnt. Ennek
kovetkeztében azonban hidny keletkezett a matematika jelzett teriileteivel kapcsolatos
fels6foku tankSnyvekben. Ezt a hianyt hivatott potolni a jelen tankényv.

A konyv tiz fejezete harom részre tagolodik. Az elsS rész (1 —4. fejezet) az elméleti
alapokat tartalmazza. Az elsG fejezet bevezets jellegli, a matrixalgebra elemeivel
és a linearis egyenletrendszerek elméletével foglalkozik. A masodik fejezet betekintést
ad a lineéris algebra fogalomkdorébe, és részletesen targyalja a linedris transzformaciék
elméletét. A harmadik és negyedik fejezet értelmezi a matrixfiiggvényeket és modszert
ad az elBallitasukra. Az elmélet kiépitésével igy teljessé tehetS a linedris transzfor-
méciok osztilyozasa.

A miasodik rész (5—7. fejezet) néhdny specidlis problémakort targyal, amelyek
elSkészitik az alkalmazisokkal foglalkozé kés6bbi fejezeteket. Ezek a fejezetek
foglalkoznak a hipermatrixok, a linedris matrixegyenletek, valamint a matrixseregek
elméletével. A koényvnek ez a része az anyag kivalasztasa és az ismertetett eredmények
originalitdsa szempontjabdl egyarant a leginkdbb eltér az altaldnosan ismert — és
hasznalt — tankonyvektdl és kézikonyvektdl.

A harmadik rész a lineéris algebra néhany fontos alkalmazasi teriiletét mutatja be.
A 8. fejezet a linearis differencia- és differencialegyenletek megolddsdnak matrix-
elméleti mddszereivel foglalkozik, valamint ravilagit e targykér és a mdsodik rész
fejezetei kozott fennallé sokoldalil és kolesonos kapcesolatokra. A linedris differen-
cidlegyenletek és -rendszerek elmélete olyan hatarteriiletet képvisel a linedris algebra
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és az analizis k6z6tt, amelyet dltaldban nem targyalnak stlydnak megfelelGen egyik
diszciplina keretében sem; ez indokolja a részletesebb targyaldsat e kdnyv keretei
kozott. A 9. fejezet a nemnegativ elemi matrixok elméletével foglalkozik. Ebben
megmutatjuk az eredmények alkalmazdsit a Markov-lancok elméletében. Végiil a 10.
fejezet a linearis algebra numerikus médszereibe ad betekintést. A teljesség igénye
nélkiil, csupan az a térekvés vezetett, hogy az Olvas6é némi képet nyerjen azokrdl az
alapelvekr§l, amelyeket ismernie kell a legmegfelel§bb numerikus médszer kivélasz-
tasdhoz, illetve t4jékozdédni tudjon a szakirodalomban.

A linearis algebra elméletének az ut6bbi évtizedekben bekovetkezett fejlGdése,
valamint alkalmazasi teriileteinek kiszélesedése annyira megnovelte a feldolgozhaté
targykorok anyagit, hogy egy hasznilhaté és még attekinthet8 tankonyv Ossze-
allitdsakor elkeriilhetetlen volt a szelektdlds. Ennek sordn arra torekedtiink, hogy a
konyv egységes vonalvezetése megmaradjon: mindazt az anyagot, amire a késGbbi
fejezetekben sziikség van, igyekeztiink lehetGség szerint pontosan megalapozni és
el6késziteni; azokat a teriileteket viszont, amelyek Onmagukban nem kevésbé
fontosak ugyan, de a konyv f6irdnyatdl eltérnek, inkabb teljesen elhagytuk. Annak
érdekében, hogy Gjabb eredmények helyet kaphassanak a konyvben, még a klasszikus
elméletbdl is kihagytunk egyet s madast. Egyes fontos alkalmazési teriiletek, mint
pl. alinedris algebra és a grafelmélet kapcsolata, a linedris algebra alkalmazasa a mate-
matikai statisztikaban, a jatékelméletben, az operaciokutatisban, vagy a szabalyozas-
elméletben, — hely hidnyiban nem keriilhettek be az anyagba.

Mind az elméleti, mind pedig az alkalmazisokkal foglalkozé fejezetekben igyekez-
tiink konstruktiv médszereket bemutatni. Ezzel azt kivintuk elSsegiteni, hogy az
Olvasé konkrét feladatok megolddsaban isrutint szerezzen. Azegész konyvben kiemelt
szerephez jutnak a diddok, ezek bevezetése elGsegiti az egységes és attekinthetd
targyaldsmédot, akdr alinedris egyenletrendszerek megoldésat, akar a matrixok sajat-
érték-feladatat, vagy a linearis differencidlegyenlet-rendszerek elméletét tekintjiik.
Ezen felfogassal hazai hagyomanyokat igyekeztiink kovetni, csakugy, mint a hiper-
matrixok alkalmazasaval, — a kiilf6ldi szakirodalomban ugyanis ezek jelent8ségét
még kevéssé ismerték fel, igy ezekre a kurrens kézikonyvekben is csak elvétve taldlni
utaldst. A szoveget megfelelS irodalmi hivatkozasokkal lattuk el, ezek tanulmanyoza-
sdval az Olvaso kielégitheti tovabbi érdekl6dését. A linedris algebra klasszikus ered-
ményeinek ismertetésénél nem adtuk meg az eredeti miiveket, helyettiik ink4bb 4lta-
lanosan haszndlt tan- és kézikonyvekre utalunk (lasd pl. [32], [39], [43], [61], [113]).

A koényv megértéséhez csupan az analizis és az algebra alapfogalmainak ismeretét
tételezziik fel. A tdrgyalds soran felhasznaljuk pl. a zart intervallumban folytonos
fiiggvények integraljanak fogalmat, a Lagrange-féle interpolaciét, polinomok alap-
tulajdonsigait, a determinans fogalmit és a vele végezhetS miiveleteket, valamint
a komplex valtozés fiiggvények hatvanysorat. A 8. fejezet megértéséhez ismernie
kell az Olvasénak a linedris differencidlegyenletekre vonatkozo alaptételeket, a 9. fe-
jezet 4. pontjahoz pedig a valGsziniliségszdmitas alapfogalmait és a reziduum-tételt.
Ezek ismeretének a hidnya azonban nem zavarja a tobbi fejezet megértését.

A konyv formai szerkezetének kialakitdsdban a matematikai irodalomban szokésos
mébdszert kovettiik, amely szerint az alapvet8 ismereteket a kovetkez8 harmas tago-
lasban kozlik: definici6 — tétel — bizonyitas; a bizonyitdsok végét a |l jellel jelsl-

12 tiik, a példak végét pedig * * % jellel.



Az egyes fogalmak viligosabb megkiilonboztetése céljabol egymastol eltérd betii-
tipusokat alkalmazunk. igy

a matrixokat félk6vér, all6 nagybetiik: A, B, ...

az oszlop- és sorvektorokat félkovér, all6 kisbetiik: a, b, ...

az absztrakt line4ris tér vektorait félkovér, dglt kisbetiik: a, b, ..
a geometriai tér vektorait félkdvér, groteszk kisbetiik: a, b, ...
a linedris tér transzformdcidit groteszk nagybetiik: A, B, ...

jelolik. RemélhetSleg ezek a formai megolddsok az anyag attekinthetSségét meg-
novelik.

Ezen a helyen szeretnénk koszénetet mondani mindazoknak, akik kritikai észre-
vételeikkel és megjegyzéseikkel segitettek kijavitani a konyv kordbbi kiadasaiban
taldlhaté6 hibakat. MindenekelStt Lee Annanak, a konyv lektordnak szeretnénk
megkdszonni gondos munkajit és értékes észrevételeit, amelyekkel sokat segitett a
konyv szerkezetének javitisiban és szdmos kovetkezetlenség kikiiszobolésében.
Koszonet illeti volt tanitvAnyaimat, akik 25 év alatt aktiv jelenlétiikkel, az elGada-
sokra val6 reagélasukkal segitettek az anyag didaktikai felépitésének formalasidban
— nem is beszélve arrdl a segitségrfl, amelyet a konkrét hibdk osszegyiijtésével
nytjtottak. Nagy segitséget nytjtott Onody Séndor a 10. fejezet egyes példdinak gépi
megoldéasdban és a kiil6nb6z8 mddszerek 6sszehasonlitidsaban. Végiil koszonet illeti
a koényv szerkeszt8jét Oldh Juditot, azanyag sajté ald rendezésében végzett gondos
és lelkiismeretes munkajaért.

Budapest, 1990. marcius
Rdzsa Pdl

Stubnya Gusztdvné
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I. | BEVEZETES
resz | A LINEARIS ALGEBRA
ELMELETEBE







1. | AMATRIXALGEBRA ELEMEI
ES A LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK
ELMELETE

Ebben a fejezetben mindenekelStt bevezetjiik azokat az alapfogalmakat és jelolése-
ket, amelyek az egész konyvben végigkisérik az Olvasét. Ertelmezziik a métrixokkal
végzett miiveleteket és ennek soran bemutatjuk a legfontosabb specialis szerkezetil
métrixokat, amelyek a késGbbi fejezetekben ismételten el6fordulnak. Mar kezdettSl
fogva kiemeljiik azt a kézponti szerepet, amelyet az elmélet fokozatos kiépitése soran
a diddoknak szdnunk. Viszonylag nagy helyet szenteliink speciilis szerkezetli mat-
rixok invertaldsanak, és kidolgozott feladatok segitségével kivinjuk segiteni az Olva-
s6t, hogy kell§ rutint szerezhessen a matrixok kezelésében. A rang fogalmat Ossze-
kapcsoljuk a matrixok faktorizacidjanak feladataval és ennek kapcsin bevezetjik
a matrixok minimdlis diadikus elGdllitdsdt, amely alapvetS fontossagh feladat lesz a
késGbbiek soran is. Kiilon pontban foglalkozunk a projektorok legf6bb tulajdonsa-
gaival, végiil alkalmazzuk a matrixalgebra elemeit a lmearls egyenletrendszerek meg-
old4sédnak elméletében.

1.1 | ELNEVEZESEK ES JELOLESEK

Tekintsiik az a;; komplex szdmoknak egy m sorb6l és n oszlopbdl all6 sémdjdt:

Ezt a sémat m Xn tipust mdtrixnak nevezziik és a kovetkez8képpen jeloljiik :

A =[aij] (i=1,2,...,m;j=1,2,~--5n),

(m, n)
vagy egyszeriien
= [aij] (i=12,...,m;j=12,...,n).

Az a;; szamok a matrix elemei. Annak feltiintetésére, hogy az A maétrix #j index(

eleme a;;, gyakran a kovetkezd jelolést alkalmazzuk: (A); = a;. Ha m = n, akkor

a matrixot n-edrendii kvadratikus mdtrixnak nevezziik. Jel6lése:

A'l = [aij] (i9j = 1’ 2, <oy n)a

1.1
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vagy egyszeriien
A= [aif] (la]': 1,2, ...,n).

Mivel ezek szerint n-edrendii matrix csak kvadratikus lehet, ezérta kvadratikus jelz8t
ilyenkor elhagyhatjuk. Ugyanigy elhagyhatjuk annak feltiintetését is, hogy milyen
tipustt matrixr6l van sz6, ha a tdrgyalds soran felirt miiveletekbdl vagy Osszefiiggé-
sekbdl ez egyértelmiien kideriil. A sorok és oszlopok felcserélésével nyert matrixot
az eredeti matrix transzpondltjdnak nevezziik és T felsS indexszel jeloljiik :

= [aj] = [a;).
EbbSl kovetkezik, hogy egy mXn tipust matrix transzponaltja nXm tipusu. Ha

egy matrix elemei helyébe ezeknek a konjugiltjat tessziik, akkor az eredeti matrix
konjugditjdt kapjuk, ezt felillvonassal jeloljiik :

= [ay].
A maétrix transzpondit konjugdltjdt H felsS indexszel jeloljiik :
T = [a] = AV,

Két matrix akkor egyenld egymassal, ha azonos tipustiak és megfelelS (azonos indexii)
helyen 4116 elemeik egyenlSk:

A =B,
ha
aij=bij (i=1,2,...,m;j=1,2,...,n).

Ha az A matrix megegyezik a konjugaltjaval:

A=A,
akkor A val6s elemii, vagy roviden valds mdtrix; ha
A = [-a;] = —A.
akkor A képzetes (imagindrius) mdtrix. Ha egy (kvadratlkus) matrix megegyezik a
transzponaltjaval:
A =AT,
akkor szimmetrikus, ha pedig
A =—AT,
akkor ferdén szimmetrikus®.
Ha egy (kvadratikus) matrix megegyezik transzponaltjanak konjugaltjdval:
A =AM

* Az irodalomban gyakran talilkozunk a ferdén szimmetrikus matrixokra vonatkozdan az
»antiszimmetrikus matrixok” elnevezéssel. Tekintettel arra, hogy ez tisztdn nyelvi szempontbo6l
nem Kkifogastalan szOképzés, masrészt pedig az orosz, angol, ill. német nyelv(i matematikai iro-
dalomban a xoco, skew, illetve schief kifejezés terjedt el, ezért konyviinkben a ,,ferdén” elnevezést
fogjuk hasznalni.



akkor hermitikus®, ha pedig
A =AW,

akkor A ferdén hermitikus.

Ebbdl kovetkezik, hogy speciilisan a valds elemii hermitikus matrix mindig
szimmetrikus, a valos elemii ferdén hermitikus matrix pedig mindig ferdén szimmet-
rikus.

Az A kvadratikus matrix /7 index{i elemei a matrix fddtldjaban (fodiagondlisd-

ban) helyezkednek el. Ha egy kvadratikus matrixnak a f64tl6jan kiviili valamennyi
eleme zérus, akkor un. diagondlmdtrixhoz jutunk. JelGlése:

D = (did>...dy)

vagy
D=(k (k=12 ...,n),

ahol d, az a; elemet jeloli. A

I, ha i=}
6ij = . .
0, ha i#]

Kronecker*-féle szimb6lumot hasznélva, a [6,] métrix az an. E egységmdtrix:

1 0 0...0
0 1 0...0
E=[o 0 1...0

Tehat az egységmatrix mindig kvadratikus. Ha fel akarjuk a rendjétis tiintetni, akkor
az E, jel6lést hasznaljuk.

Az olyan matrixot, amelynek egyetlen eleme 1, a tobbi pedig 0, mdtrixegységnek
nevezziik és ha az #j indexii elem 1, akkor az E; jelolést alkalmazzuk. A csupa O
elembdl 4116 matrixot zérusmdtrixnak nevezziik és 0-val jeldljiik.

A matrixok korében Kkitiintetett szerepiik van az egyoszlopos, ill. az egysoros
matrixoknak. Ezeket oszlop-, ill. sorvektoroknak nevezziik és megkiilonboztetésiil kis
betiikkel jeloljiik :

a = 5 al = [al as.. .Lln].
an
Mivel a sorvektor a megfelel§ oszlopvektor transzpondltja, megegyezés szerint a sor-

vektort a T felsG indexszel latjuk el. Az olyan oszlop-, ill. sorvektort, amelynek egyet-
len eleme 1, a t6bbi pedig 0, egységvektornak, mégpedig egység-oszlopvektornak,ill.

* Ch. Hermite (ejtsd: ermit) francia matematikus (1822 —1901) nevérél kapta az elnevezést.
** 1. Kronecker (1823 —1891) német matematikus.

1.1
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egység-sorvektornak nevezziik; ha az i-edik elem 1, akkor az e, ill. ¢ jeldlést alkal-
mazzuk.

A matrixot vizszintes és fiigglleges vonalakkal részekre oszthatjuk. Az ilyen
részekre osztast particiondldsnak, a particionalassal ad6dé részmatrixokat blokkok-
nak nevezziik. A legegyszerfibb és legtermészetesebb részekre osztds, ha a matrixot
csupa fiiggbleges vonallal oszlopvektoraira, vagy csupa vizszintes vonallal sorvek-
toraira particionaljuk:

A = Saa,
illetve
_ al
____________ S
A= . a
|

Itt a sorvektorokat fels§ indexekkel jeloljiik, mivel azok nem a megfelelS indexii
oszlopvektorok transzponaltjai!
Altalanosabb particionalas a kdvetkezs:

r s

—— -
_ [Au AIZ] }p
Az Ao }‘1 .
ahol az A,, blokk p Xr tipust, az A,, blokk pXs tipust, A,, tipusa g Xr és A,, tipusa
gXxs.
Ha kivilasztjuk az A matrix 7, %, ..., /,-edik sorainak j, j,, . .., jr-edik elemeit

és ezeket ismét matrixként irjuk, akkor az eredeti matrix egy minormdtrixdt kapjuk.
Jelolése:

Giyjy  Qijpe « - Qigj,
.. . Aiyj,  Qigjy- « -Qjyj,
(1.1.1) Alizehn — ‘

J1J2...Js

Az A kvadratikus matrix elemeibdl alkotott determindnst A determindnsdnak
nevezziik. Jelolése: | A|, tehat — a determinédns definicidja szerint —

[AI = (Z) (— 1)’ A1i,A2iy « «  Aniys
n!

ahol Iaz 1,2, ...,n szZdmok 7, i, ... i, permuticiéjaban szerepld inverziok" szAmat
jelenti, az Osszegzést pedig ki kell terjeszteni az 1,2, ...,n szdmok valamennyi
permuticidjira. Adott A matrix valamely kvadratikus minormatrixdnak determinéan-
sat réviden minornak fogjuk nevezni.

* Emlékeztetiink arra, hogy az 1, 2, ..., n szamok egy 7y, y, . . ., 4, permutéciojiban az i, és 7,
elem inverziot alkot, ha k < lés 7, > i,



Ha az A kvadratikus matrix j-edik sorét és j-edik oszlopat elhagyjuk és az igynyert | .2
(n—1)-edrendii minormatrix determinansat (— 1)"*” el8jellel ellitjuk, akkor az A;; el5-
Jeles aldetermindnst kapjuk. Ezt mésképpen az a;; elemhez tartoz6 algebrai komp-
lementumnak is szoktak nevezni. (A determindnsokra vonatkozoéan lasd pl. [5].)

12 | MATRIXOK OSSZEADASA,
MATRIX SZAMMAL VALO SZORZASA

1.2.1 definicié. Azonos tipusu matrixok oOsszegén olyan mdtrixot értiink, amelynek
elemei egyenldk az egyes mdtrixok megfeleld (azonos indexil, azonos helyen dlld)
elemeinek dsszegével.

Legyen A = [a;]] és B = [b;] egy-egy mXn tipusi matrix. Osszegiik aza C = [c;;]
matrix, amelyre
{1.2.1) cij = aij+ bij.
E definici6 alapjan kozvetleniil belathat6, hogy a métrixok dsszeaddsa kommutativ
és asszociativ miivelet:
A+B = B+A,
A+(B+C) = ((A+B)+C.

1.2.2 definicié. Matrix szorzasa komplex szdmmal olyan mdtrixot ad, amelynek
minden eleme az adott mdtrix megfeleld elemének szorzata a komplex szdmmal.

Legyen A = [a;;] tetszGleges matrix és ¢ egy komplex szdm; akkor-a cA szorzat
olyan G = [g;] métrixot ad eredményiil, amelynek elemeire

(1.2.2) gij = cdaij.
E definicié alapjan kozvetleniil beldthatok az alibbi disztributiv és asszociativ
tulajdonsagok:
¢(A+B) = cA+cB,
{(a+b)C = aC+bC,
(ab)C = a(bC).

Itt A, B, C matrixokat, a, b, ¢ pedig komplex szamokat jelent.
Hasonloképpen belathat6, hogy a transzponalds és a konjugilds tagonként elvé-
gezhetd:

(A+B)T = AT+BT,
(A+B) = A +B, 21
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tovabba
(cA)T = cAT & (cA) = ZA.

A fentiek alapjan két azonos tipustt matrix kiilonbsége a kovetkez8képpen van
értelmezve:

A—B = A+(=1)B.

A determindnsok azon egyszer(i tulajdonsigébdl, amely szerint egy determinins
egyetlen sordnak (vagy oszlopdnak) elemeit egy adott szimmal megszorozva, az
egész determindns szorzodik az adott szdmmal, kévetkezik, hogy n-edrendli A
matrixra

|aA,| = o | Anl.

A fentiekb8l kovetkezik, hogy azonos mdédon particionalt matrixok Gsszeaddsa
blokkonként elvégezhet8, tovabba, hogy a szdmmal val6 szorzés is blokkonként el-
végezhetS. Matrixok Osszeaddsdnak és szdmmal valé szorzasdnak a definicidja le-
hetdvé teszi a kovetkezd egyszerii, de igen fontos tétel bizonyitdsat.

1.2.1 tétel. Bdrmely komplex elemii kvadratikus mdtrix felirhato
A =M +iH,

alakban, ahol H, és H, hermitikus mdtrix.
Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi azonossagot :
1 1
A= 5 (A-I—A“)+§ (A—AM).

Kozvetleniil belathat6, hogy ezen azonossdg jobb oldaldnak els§ tagja hermitikus,
masodik tagja pedig ferdén hermitikus matrix, vagyis

[l(A+A“)}H = l(A“+A) = l(A+A“)
12 2 2 ’
lAA"'H—IA"'A-—IAAH
fya-anl = g = -,

Hasonl6képpen egyszeriien belathat6, hogy ha F ferdén hermitikus maétrix, akkor

1 .. . . .
— F hermitikus métrix; ugyanis F' = —F miatt
14

H
(LF) _ —%F“ _lyg

1 ]

valéban fennall. Bevezetve a
H, = (A+AY)

H,; = ! (A—AH
2 =7 )

jelolést, a tétel allitasa adodik. Il



1.3 | MATRIXOK SZORZASA

1.3.1 definicié. Az mXp tipusti A mdtrix és a pXn tipusu B mdtrix szorzatan azt az
mXn tipusi mdtrixot értjitk, amelynek ij indexti elemét az A mdtrix i-edik sordnak és a
B mdtrix j-edik oszlopdnak kompozicidja® adja.

Legyen A = [a;] és B = [b,]; akkor az AB = C = [c;] szorzatmétrix elemei:

p

(1.3.1) Cij = Z a,-kbk,-.

A matrixok szorzisa a legjellegzetesebb matrixmiivelet; nyilvanvald sajatossiga,
hogy nem kommutativ.

Az 6sszeszorozhatdsag feltétele: a bal oldali tényez8 oszlopai szdiménak meg kell
egyeznie a jobb oldali tényez8 sorainak a szdmaval. Marpedig a tényez8k sorrendjé-
nek felcserélése esetén nincs mindig biztositva ez a feltétel, tehat az egyik sorrendben
esetleg elvégezhetS a szorzds, a mdsik sorrendben pedig nem. Két azonos rendd
kvadratikus matrix vagy egy mXp és egy pXm tipusii matrix mindkét sorrendben
Osszeszorozhaté ugyan, de ez a szorzds sem kommutativ, mivel — pl. n-edrendii
matrixokra — altaldban

n n
Y aibi; #= Y, buaw;.
k=1 k=1
A szorzés kommutativitdsdnak hidnya a legtobb probléma forrésa, amelyet a matrix-
elmélet felvet; ez adja viszont az elmélet szépségét is.

Természetesen vannak olyan specialis matrixok, amelyekre a szorzds kommutativ.
Az ilyen matrixokat felcserélhetoknek nevezziik.

Véarhatd, hogy ilyen esetekben sokkal tébbet allithatunk a szoban forgé maétrixok-
rél, mint 4ltaliban, ezért a kovetkez8kben mindig gondosan hangstilyozni fogjuk,
ha azt talaljuk, hogy a matrixok bizonyos osztilyai korében a szorzis kommutativi-
tdsa fennall.

Konnyti meggy8z8dni arrdl, hogy az eddig megismert matrixokra a felcserélhetG-
ség a kovetkez6 esetekben érvényes:

(1) Béarmely kvadratikus métrix felcserélhetS a vele azonos rendd zérusmatrixszal
és egységmatrixszal :

AE = EA = A,

A0 =0A =0.
Ezekbdl az 6sszefiiggésekbdl 1athatd, hogy az egységmatrix és a zérusmatrix ugyan-
azt a szerepet tolti be a matrixok korében, mint az 1, ill. 0 a szdmok korében; ez az
elnevezésiiket is indokolja.

*Azay, a,, ...,a,88by,b,, ..., b, szam-n-esek kompozicidjdn az
aby+azh,+ ... +ab,

szorzatOsszeget értjiik.

1.3
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(2) Diagonalmatrixok mindig felcserélhetSk:
D1D2 = Dle = <d]$»1) d]$2)>.

(Diagonélmatrixok szorzata szintén diagonalmdtrix!) A szorzis definici6jabdl kovet-
kezik, hogy ha az A matrixot balrdl szorozzuk a D diagondlmadtrixszal, akkor az A
matrix sorait kell szorozni a diagondlmétrix megfelel§ elemeivel, ha pedig jobbrol
szorozzuk, akkor az oszlopaii.

Matrixok szorzasanak begyakorldsiara — kiilonésen a kezdSknek — ajanlhaté
az alabbi elrendezés:

4 ||
|
|
i II
ll
p< By;
|
|
|
L
p \ | 1
A AB | |
e I B "
L)
b————v—'—J

Eszerint a bal oldali tényez8 egyes sorait és a jobb oldali tényez8 egyes oszlopait
meghosszabbitva, ezek metszéséhez keriilnek a szorzatmditrix megfelel6 elemei.
A tévedés igy sokkal konnyebben elkeriilhetS, mintha egymds mellé irnank a tényezs-

ket.
2 1 0
[5 3 5]
7 6 -2
[2 3—1][12 5 17
4 -5 6125 25 —37]'

* ¥k
Ha a megfelel Osszeszorozhat6sdgi feltételek teljesiilnek, akkor a szorzas defi-
nici6ja alapjdn tobbtényez6s mdtrixszorzatok értelmezhetSk; ezekre fenndll az asz-
szociativitds torvénye. Ez kozvetleniil beldthato, ha felirjuk hdrom matrix szorzatdnak

Példa.



4ltaldnos elemét elBszor uigy, hogy az els8 két tényez szorzatit szorozzuk a harma- | 3
dikkal, utdna pedig gy, hogy az elsd tényezst szorozzuk a masik kett§ szorzataval.

Legyen
A =lay]; B =[by]; C =|[cl
@, 9 (s, n)

(m! r)

Ekkor az ( A B) C matrix /jindexii eleme
m,r) (r, 5) (s, 7)

z (Z aipbpq) Cqjs
g=1 \p=1

az A (B C) matrix ijindexii eleme pedig
(m,r) (r, s) (s, n)

r

Z dip (Z bpchj) .
g=1

p=1
Minthogy skalidrokra vonatkozdan véges Osszegezéseknél az Osszegezések sorrendje
felcserélhetS, igy az ij indexii elemre kapott két kifejezés megegyezik egymassal.
A jobb oldalak egyenl8ségébsl kovetkezik, hogy a tobbtényez8s métrixszorzas vald-
ban fiiggetlen a tényez8k csoportositasatol:

(AB) C = A(BC) = ABC.
A haromtényez3s matrixszorzat altaldnos elemét tehat kettGs szumma alakjaban

nyerjiik. Tegyiik fel azegyszeriiség kedvéért, hogy a széban forgé matrixok mind kvad-
ratikusak. Ekkor

(1.3.2) ABC = [Zn: i aipbpch,-] .

g=1 p=1

Az Osszeadas és a szorzas definici6jabdl kovetkezik, hogy érvényes a kéroldali
disztributivitds torvénye:

(A+B)C = AC+BC,
A(B+C) = AB+AC.

Kozvetleniil belathat6, hogy akarhiny tényez8s matrixszorzat esetén a szorzat-
matrixnak annyi sora van, mint az elsd tényezOnek és annyi oszlopa, mint az utolsé
tényezGnek.

Mivel kvadratikus matrix szorzds szempontjabdl 6nmagaval mindig felcserélhetd,
a matrixszorzas asszociativitasa folytan egyértelmtien definidlhat6 a kvadratikus mat-
rixok pozitiv egész kitevgjii hatvanya:

1 2 D
A? = AX...A.

Innen adédik, hogy a szdmok hatvinyainak szorzatara vonatkozé szabdly értelem-
szeriien atvihet8 métrixokra is: koz6s alapu hatvanyokat Ggy szorzunk, hogy a
koz0s alapot a hatvanykitevSk 6sszegére emeljiik, vagyis

APAI = Apr+a,
A zérus kitevGjii hatvanyt egységmatrixként értelmezziik :
A =E. 25
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Ezek alapjdn tehat egyértelmiien definidlhatd egy kvadratikus matrix skaldr egyiitt-
hat6s polinomja. Ha ugyanis tekintjiik a
pr(2) = cotc1z+caZ2+ ... +Cmz™

m-edfokt polinomot (cg, ¢, 5, ... komplex szdmok, ¢, # 0), akkor a z skaldr-
valtozo helyére az A matrixot helyettesitve, a

pm(A) = E+c1A+ A2+ . .. +CrA™

madtrixpolinomot kapjuk. A métrixpolinom értelmezésébil kovetkezik, hogy ugyan-
azon A kvadratikus matrix tetszGleges polinomjaira a szorzas a kézonséges polino-
mokra szokasos moédon elvégezhetS és a matrixpolinomok a szorzasra nézve fel-
cserélhetGk. Tovabba, hogy barmely egyvdltozds raciondlis egész skaldr azonossdg
vdltozatlanul érvényben marad, ha a skalar valtoz6 helyébe egy kvadratikus mdtrixot,
az egység helyébe pedig az egységmatrixot helyettesitjiik. Példaul

+x)1—x)= 1—x*
miatt, tetszGleges kvadratikus A matrixra fennéll az

(E4+A)(E—A) = E—A?
:azZonossag.

A matrixszorzat transzpondldsara az Gn. forditott sorrend szabdlya érvényes, azaz

(1.3.3) (AB)" = BTAT.
Ugyanis a transzponalt métrix elemeire bevezetve az

AT = [aiTj] = [a;]

BT = [biTj] = [bil
Jelolést, az

AB = I:Z aikbk,-]

k=1
szorzat transzpondlja
n T n n LI
(AB)" = [Z aikbkj] == [Z ajkbki] = [ Y bkiaik] . [Z bikaki] = BTAT.
k=1 k=1 k=1 k=1

A forditott sorrend szabélyanak ismételt alkalmazisival barmely véges m tényez8
esetére

(AlAz...Am) = ATAL ;... AJA].

A szorzas definici6jabol kovetkezik, hogy ha az A és B matrixra az 0sszeszoroz-
hatésag feltétele teljesiil €s az A matrix ugyanfigy van particiondlva oszlopai szerint,
mint a B matrix sorai szerint (A sorok szerinti és B oszlopok szerinti particionalasa
tetszGleges lehet), akkor az AB szorzat a particiondlt matrixok blokkjainak segitsé-
gével is szamithatd; ha

A=[Au]l (=012 ...p, k=12 ....9

B=[Buy (k=12 ...,9 I=12 ...,1),



akkor
q
=[Z AikBk1:| (i=1,2,...,p,1=1,2,...,r).
k=1

Két matrix szorzatinak definici6jabdl kézvetleniil kovetkezik, hogy a szorzat-
métrix (1.1.1) szerinti minormétrix4t megkapjuk, ha a bal oldali tényezd iy, iy, .. ., i,
index{i sorabdl és a jobb oldali tényezd ji, j,, . . -, j, indexii oszlopabdl alkotott minor-
métrixot Osszeszorozzuk, vagyis

(1.34) (AB)x]lltjz dr. Amz ’rB}u?z......';.-

1.4 | SPECIALIS MATRIXSZORZATOK

Vizsgiljuk most meg azokat a specidlis matrixszorzatokat, amelyeknek egy — vagy
két — tényezdje oszlop-, ill. sorvektor. A szorzas 1.3.1. definicidjabdl kovetkezik,
hogy egy matrix szorzata oszlopvektorral oszlopvektort eredményez. Vézlatosan
szemléltetve :

—J

Jelolie A = [a;] a méitrixtényezSt, x = [x,] (k = 1,2, ...,n) az oszlopvektor-
(m, n)
tényezGt és b = [b;] (z = 1,2, ..., m) a szorzat eredményeként adédo oszlopvektort.

Ezzel az el8bbi szorzat
(1.4.1) Ax=b

(m, n)

alakban irhaté. Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit :

a11X1 +a1eXxs + ... +awmxn = by
(14'2) A21X1 +0a22Xs + ... +AwXn = bZ

............................

Am1X1+AmoXa+ . . . +AmnXn = bm.

Ha az x vektor elemeit ismeretlen mennyiségeknek tekintjiik, akkor (1.4.2) linedris
algebrai egyenletrendszert jelent, amelynek egyiitthat6ibol az (1.4.2) szerinti elrende-
zésben alkotott matrix — az egyenletrendszer egyiitthatématrixa — éppen az

A matrix.

(m, n)
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Ehhez hasonléan, sorvektor szorzata matrixszal sorvektort ad. Vézlatosan:

L | I ]

Jelolje most a megfelelS sorvektorokat y' = bl G=12...,m), il ¢’ =[¢]
(I=1,2,...,n); ekkor az el6bbi szorzat a kévetkez§ alakban irhato fel:
(14.3) yvT A =c'.

(m, n)
Részletesen kiirva a szorzatvektor elemeit:

y1a11+y2a01+y3az1+ . . . A Ymlm = €1
(1.4.4) V1@12+yoass+yaase+ . . . + Ymme = C2

Y1Qint+Yalon+¥3@an+ . . . +Ym@mn = Cn.

Mint l4thatd, ismét linearis algebrai egyenletrendszert kapunk, ennek egyiitthat6-
matrixa az (1.4.1) egyenlet egyiitthatématrixdnak transzponaltja. Tehit az (1.4.4)
egyenletrendszer

ATy =c
alakba irhat6, ami egyébként az (1.4.3) dsszefiiggés transzponélasival is megkaphato.

A linearis egyenletrendszerek részletes targyalasit az 1.10. pontban talaljuk.

Ha egyetlen sorvektornak egyetlen oszlopvektorral valé szorzatat tekintjiik, akkor
ez egy ,els6rendii” matrixot, azaz egyetlen elemet ad, ami a két vektor skaldris
szorzatdnak felel meg.

Vézlatosan:

[ ][] U

részletesen:

n
(1.4.5) a™b = Y ab.
k=1

Forditott sorrendben véve a vektortényezdket, a tovabbiak szempontjabol alap-
vet8 jelentOségii szorzathoz, az un. diadikus szorzathoz vagy réviden diddhoz jutunk.
Az m elemii a oszlopvektornak az n elemii b' sorvektorral valé szorzata ugyanis
egy mXn tipust matrixhoz vezet, amelynek elemei az egyes vektortényez8k egy-egy
elemének paronként vett szorzatai.



Vazlatosan:

azaz
albl albg alb,,
(146)  abT = [ahy] — | 9201 a2bz ... axbn
amb1  ambs ... Qmbn

Adott matrix oszlopai, sorai, elemei elSallithatok ilyen specidlis matrixszorzatok
alakjaban.

Ha ui. a matrixszorzat egyik (vagy mindkét) tényezSje egységvektor, akkor kénnyen
felirhat6 a szorzat eredménye: az A madtrixot jobbrdl megszorozva a j-edik egység-
oszlopvektorral, a matrix j-edik oszlopat kapjuk, ha viszont balrdl az i~edik egység-
sorvektorral szorozzuk, akkor a matrix i-edik sorat kapjuk:

(1 .4.7) Aej = aj.

Részletesen kiirva:

(148) oA = ai,
[0...1 0...0][ _____________ al ] [ a ]

Hasonléképpen konnyen beldthatok az alabbi egyszerii, de fontos Osszefiiggések:

azaz

ela = a,

efe; = 0y, (Kronecker-féle szimbolum)

0 o...o...o]
ee = E,.,-=lo 0...1...0 Jv (métrixegységek)

0 0...0...0
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valamint
(1.4.9) e;'rAej = e;‘raj = aiej = a,-j.

Az (1.4.9) Osszefiiggés szerint tehdt egy A matrix ij indexii elemét megkapjuk, ha az
A matrixot az /-edik egység-sorvektorral balrdl és a j-edik egység-oszlopvektorral
jobbrdl szorozzuk.

A diad fogalménak ismeretében lehetGvé valik két matrix szorzatdnak egy masik
elGallitisa. Egy m X p és egy pXn tipusi matrix szorzatdnak az elemei ugyanis p tagt
osszegek, igy a szorzatmatrix p matrix Osszegeként irhaté fel. Az dsszeadanddk a
bal oldali tényez6 egy-egy oszlopabdl és a jobb oldali tényez8 egy-egy sorabol alko-

tott diddok. Részletesen kiirva:

AB = a szorzat,
4 mint olyan matrix, melynek elemei p tagn
= i b = ?
p
(1.4100 =Y laubij] = ezt p métrix osszegeként felirva,
k=1
_ i abt a matrixokrdl lathatd, hogy diddok, igy p
=1 * diad Gsszegéhez jutunk;
a diddok oszlopvektorai az A matrix
A=lajiaz...ia .
P oszlopai,
_ b1
............. -
B=| - b ........... sorvektorai pedig a B métrix sorai.
R

Tehat két (mXp és pXn tipusil) matrix szorzata mindig felirhaté (p taga) didd-
Osszegként. Ez egyébként a particiondlt matrixok szorzdsinak szabdly4dbodl kozvet-
leniil is kévetkezik, ha a bal oldali tényez8t oszlopaira, a jobb oldalit pedig soraira
particionaljuk.

Az (1.4.10) Osszefiiggést forditva olvasva beldthatd, hogy n didd dsszege mindig
felirhatd két mdtrix szorzataként; a bal oldali tényez8 az egyes diddok oszlopaibél,
a jobb oldali tényez8 pedig a diddok soraibdl alkotott matrix:

[ v 1770 v 1 [ v 1

(1.4.11) u; + | uz +...+]w, =


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































