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A véges automata egy igen egyszerii szamitdsi modell. Bar vannak &ltala-
nosabb formdi is, mi itt csak olyan valtozatokkal foglalkozunk, amelyek egy
eldontési problémdra (igen/nem kérdésre) segitenek vélaszolni. A késébbiekben
vizsgalt automatatipusok (veremautomatédk, Turing-gépek) esetében is tobbnyi-
re erre szoritkozunk majd.

1. Alapfogalmak, jelolések

A véges, nem tires ¥ halmaz jeloli az abécét, elemeit altaldban betidknek vagy
karaktereknek hivjuk.

A Y elemeibdl képzett véges hosszu sorozatok a szavak. Egy x sz6 hossza az,
hogy hény betlibdl 4ll, a hossz jele |z|.

Az n hosszi szavak halmazat X7 jeloli. fgy ©! = $. A 0 hosszu sz6 (tres sz0)
is egy s76, jele: &. Természetesen |g| = 0 és X0 = {e}.

Az sszes 3 feletti sz6 halmazédnak jele X*. Felirhatjuk, hogy ¥* = U P
n>0

Egy X feletti L nyelv szavak tetszéleges halmaza, L C 3*.
1. Példa. Legyen ¥ = {0,1}.
e A 0-val kezdédd 0/1 sorozatok egy nyelvet alkotnak.

e [ ={00,101} egy nyelv, aminek 2 eleme van.



Az L = () tires nyelvben nincs egyetlen szd sem.

Az L = {e} nyelvnek egyetlen eleme van, az ires sz0.
o L =% az dsszes olyan 0/1 sorozatbol dllé nyelv, melyek hossza 4.

o L =XY" az dsszes véges hosszi 0/1 sorozatbdl dllé nyelv.

2. Determinisztikus véges automata

1. Definicié. A determinisztikus véges automata vagy roviden DVA egy olyan
M = (Q,%,0,q, F) ahol:

o () egy véges, nem tres halmaz. Ez az automata éllapotainak halmaza.

e Y egy véges, nem tres halmaz. Ez az automata abécéje.

0:Q XX = Q, az automata allapotatmeneti fiiggvénye.

qo € Q a kezdd allapot.
e ' C Q az elfogadé dllapotok halmaza.

A determinisztikus véges automata mikddése egy adott w = aqas---a, €
3* szén a kovetkez6képpen irhaté le: Az automatit a qp dllapotbdl inditjuk,
ahonnan az el6szor a 0(qo,a1) dllapotba 1ép. Ha ez az dllapot az ry, akkor a
mésodik lépésben a 0(r1, as) allapotba keriil, és igy tovabb, amig az a,, karaktert
is feldolgozza. Legyen r, az az éllapot, ahova az a,, hatasara lép.

2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az M DVA elfogadja azn hosszi w € ¥* sz6t,
ha a w-hez tartozo szdmitds végén az utolso, r, dllapotra teljesul, hogy ry, € F.
Egyébként M nem fogadja el vagy elutasitja a w € X* szot.

3. Definicié. Az M DVA dltal elfogadott nyelv azoknak a szavaknak a halma-
za, amelyeket M elfogad. Jele: L(M).

A definiciébdl kévetkezik, hogy L(M) C X*.

1. Feladat. Legyen ¥ = {0,1}. Adjunk meg egy olyan determinisztikus véges
automatdt, amely a nulldra végzddé szavakbdl dllé nyelvet fogadja el!

Megoldas: Legyen Q = {A, B}, a kezd6 allapot A, az elfogadé éllapotok
halmaza egy elemli, FF = {B}, az automata M = (Q,X%,§, A, F), ahol az
allapotatmeneti fiiggvény a kovetkezo:



Vegyiik észre, hogy ez a § fliggvény olyan, hogy mindegy, hogy az automata
éppen melyik allapotban van: ha O karakter kovetkezik, akkor az automata a
B allapotba, mig ha 1 karakter jon, akkor az A allapotba keriil. Mivel B az
egyetlen elfogadd allapot, ez az automata valéban pontosan azokat a szavakat
fogadja el, amelyek a 0 karakterre végzddnek. O

Sokszor attekinthetobb, ha az allapotatmeneti fliggvényt tablazattal adjuk
meg. A fenti esetben ez igy néz ki:
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A DVA-t irdnyitott graffal is dbrazolhatjuk. A graf csicsai az dllapotoknak
felelnek meg, az allapotatmeneti fiiggvényt az élek segitségével adjuk meg. A
0(g,a) = ¢’ atmenetnek egy, a ¢ dllapotnak megfeleld csticsbdl a ¢’ dllapotnak
megfelel6 csticsba mené iranyitott él felel meg, amihez az a cimke tartozik. A
kezd6 allapotot egy bemend nyil jeldli, az elfogadé allapotokat dupla kor jelzi.

Az el6z6 automata ebben a forméban:
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1. Megjegyzés. Altaldban feltehetd, hogy az igy kapott grafban a kezdddllapotbol
minden csics elérhetd irdnyitott dton (azaz minden dllapot elérhetd valami-
lyen bemeneti széval). Adott esetben ezt a grdfon végzett bejdrdssal konnyen
ellendrizhetjik, és ha vannak elérhetetlen dllapotok, azokat elhagyhatjuk az au-
tomatdbol.

2. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi determinisztikus véges automata dltal el-
fogadott nyelvet!
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Megoldas: Nem nehéz megsejteni, hogy a nyelv az Osszes olyan szdbol &ll,
amelyik tartalmazza a 001 részszét. Ennek bizonyitasiara egy maskor is sokszor
alkalmazhaté mddszer a kovetkezo: ahelyett, hogy csak az elfogadé allapotot
néznénk, hatarozzuk meg minden egyes allapotra, mely szavakra ér ott véget a
szamitas!

Sejtés:

q4: L4, ami a 001-et tartalmazé szavakbol all;



q3: L3, ami az olyan szavakbdl all, melyek 00-ra végzédnek és nincs benniik
001;

q2: Lo, ami az olyan szavakbdl &all, melyek 0-ra végzodnek, de nincs benniik 00;

q1: L1, ami az iires szobdl és az olyan 1-re végzddo szavakbdl all, melyekben
nincs 00.

Vegyiik észre, hogy ezek a nyelvek diszjunktak és L1 ULy ULzULy = {0,1}" (ha
ez nem teljesiilne, a sejtésiink biztosan nem lehetne j6, minden szénak benne
kell lennie a halmazok kozil pontosan egyben).

Azt, hogy a sejtés igaz, a szavak hossza szerinti teljes indukcioval lehet
beldtni. Rovid, pl. 0, 1, 2 hosszi szavakra konnyi latni, hogy valéban a
megfelel6 L;-be tartoznak. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb k hosszi szavakra
a sejtésiink igaz (k > 2). Legyen w = ajas - - apaxy1. Ha az utolsé elétti ka-
rakter feldolgozasa utdn a ¢; allapotban vagyunk, akkor az indukciés feltevés
miatt ajas - --ax € L1, azaz nincs benne 00 és aj, = 1. fgy biztos, hogy w-ben
sincs 00. Amennyiben az utolsé karakter apy; = 1, akkor w 1-re végzdidik,
azaz w € Ly, ami jé, hiszen az automata marad a ¢; allapotban. Ha viszont
az utols6 karakter agy1 = 0, akkor w O-ra végzddik (és tovdbbra sincs benne
00), ami miatt w € Lo teljesiil. Ez megfelel annak, hogy ilyenkor az automata
atkeriil a go allapotba. Hasonldan kell ellenérizni a tobbi esetet is, hogy ha az
els6 k karaktert feldolgozva a ¢; dllapotban voltunk, akkor az a4 hatdsira a
sejtésnek megfelelo dllapotba kertiliink. O

3. Hianyos véges automata

Ha a § atmeneti fiiggvény nincs mindenhol definidlva, akkor hidnyos véges au-
tomatardl beszéliink.

Ha egy ilyen automata a szamitasa soran egy ¢ allapotban olyan a betiit
olvas, amire a (g, a) helyen § nincs definidlva, akkor elakad. Ilyenkor a szét nem
fogadja el, fiiggetleniil attdl, hogy az elakaddskor elfogadé allapotban van vagy
nem.

2. Példa. Az aldabbi hidnyos véges automata azokat a szavakat fogadja el, ame-
lyek a 01 sorozattal kezdédnek (X = {0,1}).

ROREORNC

1. Tétel. Minden M hidnyos véges automata kiegészithetd, eqy M’ determi-
nisztikus véges autormatdvd gy, hogy M és M’ ugyanazt a nyelvet fogadja el.




Bizonyitds: Az otlet, hogy kiegészitjiik M-et egy 14j t allapottal és minden
hidnyz6 dtmenetet ide irdnyitunk. Tovdbba minden a € ¥ esetén legyen ¢’ (¢, a) =
t. Természetesen t nem elfogadé édllapot. Konnyen ldthatd, hogy L(M) =
L(M"). O

4. Nemdeterminisztikus véges automata

Nyelvek lefrasat sokszor megkonnyiti, ha nem csak elhagyhatunk allapotokat
és atmeneteket, hanem az atmeneteknek nem is kell egyértelmiieknek lenni,
ugyanahhoz az allapot és karakter parhoz tobb koévetkez6 allapot is lehetséges.
Ez egy, a bonyolultsagelméletben szokasos, nemdeterminisztikus szamitasi mo-
dellt eredményez. Bér ez az automatatipus nem ad kozvetleniil algoritmust a
nyelv szavainak felismerésére, de idonként sokkal kisebb automatat, tomorebb,
attekinthetObb leirast biztosit.

4. Definicié. A nemdeterminisztikus véges automata vagy réviden NVA egy
olyan M = (Q,X%,6,q0, F), amelyben Q, X, qo és F jelentése ugyanaz, mint
az 1. definicidban, azonban a § dtmeneti fiiggvény értéke az dllapotok egy halmaza
lehet, minden q € Q és a € X esetén 6(q,a) C Q.

A nemdeterminisztikus véges automata miikddése egy adott w = ajas . ..a, €
¥* szon a kovetkezéképpen irhaté le: Az automatédt a qg dllapotbdl inditjuk,
ahonnan elészor valamelyik 1 € d(qo,a1) allapotba 1ép, a mdsodik 1épésben
valamelyik o € 0(r1, as) allapotba kertiil, és igy tovdbb, amig az a,, karaktert is
feldolgozza. Legyen r,, az az allapot, ahova utoljara lépett. A szamitas elfogado,
ha r,, € F. Ha egy adott helyzetben nem tud 1épni, mert §(g;,a;11) = 0, akkor
a szamitas elakad, és igy nem elfogado.

Ugy kell elképzelni, hogy ugyanazon a bemeneten tobbféle lefutds is van
(ezért hivjdk nemdeterminisztikusnak).

5. Definicié. Az automata akkor fogadja el a szdt, ha van olyan szamitdsi ut
(lefutds), ami elfogadd dllapottal ér véget.

Egy adott bemeneten a szamitasok leirhatok egy szdmitdsi fdval, amiben az
eldgazasok a lehetséges kovetkez6 dllapotoknak felelnek meg. Az NVA akkor
fogad el, ha van olyan ag, ami mentén a szamitds nem akadt el és a levélhez
elfogadé allapot tartozik.

3. Példa. A kovetkezd memdeterminisztikus véges automata a 0l-re végzddd
szavakat fogadja el:
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Szamitdsi fa a 01001 széhoz:
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Ldtszik, hogy ebben az esetben csak kétféleképpen nem akad el a szdmitds és
ezekbdl az A dllapottal végz6dd nem elfogado, a C-re végzddd viszont elfogadd.
Mivel van elfogaddssal végz6dé szamitdsi it (azaz tudunk ,,jo utat” vdlasztani),
az automata elfogadja a szot

¢

A fenti példdban a nemdeterminizmust arra hasznaljuk, hogy nem kell tud-
nunk, mikor jon az utolso két karakter. Ha a szamitds soran korabban lépiink a
B éllapotba, akkor vagy a B vagy a C allapotban a szdmfitds elakad (a szt nem
tudjuk végigolvasni), azaz nem kapunk elfogadd szamitast. Persze nem nehéz
egy determinisztikus automatat felrajzolni a megadott nyelvre.

Vegyiik észre, hogy ez a definicié a hidnyos automatét is magaban foglalja,
hiszen az allapotatmeneti fliggvény értékére megengedett az tires halmaz is, azaz
lehet 6(q,a) = () valamely ¢ dllapotra és a karakterre.

2. Tétel. Minden M nemdeterminisztikus véges automatdhoz van olyan M’
determinisztikus véges automata, amire L(M) = L(M’).

Bizonyitds: Legyen M = (Q, X, 0, qo, F') a nemdeterminisztikus véges automata.
Ebbdl készitiink egy M’ = (Q', %, ¢, qf), F') DVA-t. A konstrukcié alapgondola-
ta, hogy az 1j automata parhuzamosan koveti M 0Osszes lehetséges szamitasat,
és akkor fogad el, ha M-nek legaldbb az egyik szamitasa elfogadé.

Legyen Q' = {R: R C Q}, azaz M’ dllapotai az M &llapotainak részhalmazai.
Az M’ kezd§ allapota az M kezd$ éllapotdbdl 4116 egy elemi halmaz, ¢, = {qo}-
Az elfogadé allapotok pedig azok a részhalmazok, melyekben van M-beli elfo-
gadé éllapot, azaz F' = {R: RN F # 0}.

Az 4llapotdtmenet az M’ minden R C @ allapotdra és a € X karakterre
definialjuk a kovetkezéképpen:

a) = U o(r,a)

reR

Ez az M’ egy DVA, hiszen minden (R,a) allapot és karakter parhoz a ¢’
atmeneti fiiggvény M’ egy allapotat rendeli hozza. Most megmutatjuk, hogy az
igy leirt M’ megfelel a feltételnek. Legyen w = aias---a, € X* egy tetszbleges
576, és Rg, Ry, ..., R, az az dllapotsorozat, amit ezen a szén az M’ bejar. Ekkor
minden 1 <14 < n indexre és r € R; elemre igaz, hogy a nemdeterminisztikus M



automatanak van olyan szamitasa a w szén, melynél az a; karakter utdn az r
allapotba keriil. Ez azért igaz, mert egyrészt Ry = {qo}, és mivel Ry = 6(qo, a1),
ezért ¢ = 1-re igaz az allitas. Mdsrészt, ha mar az i-nél kisebb indexekre tudjuk,
akkor R; = ¢'(R;—1, a;) miatt minden r € R; egy M-beli dtmenettel megkaphatd
egy q € R;_1 allapotbdl, ami mutatja, hogy az allitas teljesiil.

A definicié szerint w € L(M’) pontosan akkor teljesiil, ha R, N F # (), azaz
ha van r € R, N F. Ami az el6zbek szerint akkor és csak akkor lehetséges, ha a
nemdeterminisztikus M-nek van elfogadd szdmitédsa, vagyis w € L(M). O

2. Megjegyzés. A determinizdlt automata dllapotainak szama a konstrukcio
alapjdn exponencidlis, 219!, de sokszor ezeknek az dllapotoknak csak kis része
érhetd el a kezdddllapotbol. Amikor a determinizdldst végrehajtjuk, akkor elég
csak ezekkel foglalkozni. Ahelyett, hogy a végén tordljik az el nem érhetd dllapotokat,
célszert az uj kezdddllapotbol indulva mindig csak az dtmeneti figgvény aktudlis
értékéhez sziikséges dllapotokat felvenni. fgy csak az elérhetd dllapotokat hozzuk
létre.

4. Példa. A tétel bizonyitdsa szerint az el6z6 példdra addédd DVA dbrdja (az
dllapotokban a halmazjelet elhagytuk)

0
1
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5. Regularis nyelvek

6. Definicié. Egy L C ¥* nyelvet regularisnak hivunk, ha van olyan M véges
automata, amire L(M) = L.

Itt, és dltaldban is, véges automata alatt az eddig felsorolt valtozatok (és még
néhdny tovabbi lehetség) barmelyikét értik, hiszen ezek ekvivalensek abban az
értelemben, hogy atalakithaték egymasba.

5. Példa. Legyen ¥ = {a,b}. Reguldris nyelv példdul a ¥*, az ires nyelv,
L ={e}, az L = {w | w-ben pdros sok a beti; van }.

Ha a € X, és n > 0 egész szam, akkor jelolje a™ a csupa a betiib6l allé n
hosszu sorozatot.

3. Tétel. Az L = {a"v" | n > 0} nyelv nem reguldris.



Bizonyitds: Indirekt bizonyitunk. Tegyik fel, hogy az L nyelv regularis, azaz
van olyan M determinisztikus véges automata, ami L-et fogadja el. Jelolje ¢
az M allapotainak szamat. Tekintsik a 0,1,2,...,¢ hosszi, csupa a betiibol
allé szavakat. Mivel csak t allapot van, a ¢t + 1 sz6 kozott van legalabb ketto,
amelyek ugyanabban az allapotban érnek véget. Ha a k és az £ hosszu a-sorozat
is a ¢ allapotban ér véget (k # ¢), akkor innen folytatva k darab és £ darab b
bettivel is elfogadé allapotba kell érjiink. Viszont ekkor az a¥b? széval is elfogadéd
allapotba jutunk, pedig ez nincs is a megadott nyelvben. O

6. Regularis kifejezések

A regularis nyelveknek egy sok helyen el6fordulé megadasi médja a reguldris
kifejezés. Fzeket, mint mindjart lathatd, rekurziv definiciéval irhatjuk le. A
regularis kifejezésekre tobbféle jelolési rendszer van, itt ezekbdl egyet fogunk
hasznélni. Hasonléval taldlkozhatunk szovegszerkesztékben, programozasi nyel-
vekben és altalaban keresési kifejezések megaddsandl is.

7. Definicié. Egy X dbécé feletti regularis kifejezések a kovetkezdk:
o
¢
e a minden a € ¥ karakterre.

Tovdbbd, ha r1 €s ro requldris kifejezés, akkor

o 1 + 7o 08szeq
e Ty osszeflizés
o 1 csillag

1s requldris kifejezés.

Egy Osszetettebb reguldris kifejezés megaddsandl zardjeleket hasznalunk annak
feltiintetésére, hogyan keletkezett a kifejezés, pl. (04-1)*(00). Altalanos szabaly,
hogy ha nincs zardjel, akkor a * miiveletet kell eloszor elvégezni, utana az
Osszeflizést és végiil a + miiveletet. Ha azonos miiveletek vannak egymaés utén,
akkor balrél jobbra hajtjuk éket végre. Pl. az a+bc*a+ b kifejezés zardjelekkel
ellatva igy néz ki: (a + ((b((c)*))a)) + b, azaz a definicié szerinti eléallitdsa
ri=¢C,Tog="],T3=Dbry, T4 =173a, 15 =a+ry, 16 =75+ b.

A reguldris kifejezésben szerepld jeloléseket, miiveleteket természetes médon
meg lehet feleltetni nyelveknek, és ezeken végzett miiveleteknek. A széba jové
miiveletek

unié L1 ULy ={x:2 € Ly vagy « € Lo}

Osszeflizés Li1Lo = {x:x = y1y2, ahol y; € Ly és yo € Lo}



tranzitiv lezart L* ={z: 2 =y1y2-- -y, ahol k >0ésy; € L} =
{efULULLULLLU ---

8. Definicié. A ¥ dbécé feletti r regularis kifejezés dltal leirt L(r) nyelv legyen
o L(0)=10,
o L(e) ={c}.
e [(a)={a}, haaeX.
Tovdbbd, ha 1 €s ro reguldris kifejezés, akkor
e L(ri+ry) = L(r1) UL(ra),
o L(rire) = L(r1)L(r2),
o L(rf)=L(r1)*
6. Példa. Reguldris kifejezések és az dltaluk leirt nyelvek:
e Har = (a+b)*, akkor L(r) = {a,b}".

e Har = 0*10*, akkor L(r) C {0,1}" a pontosan 1 darab 1 karaktert tar-
talmazo szavakbol dllo nyelv.

e Har=(0+1)*1(04+1)*, akkor L(r) a legaldbb egy darab egyest tartalmazd
szavakbdl dllo nyelv.

e Har = 00+ 1)*0 + 1(0 + 1)*1 + 0 + 1, akkor L(r) C {0,1}" azokbdl
a legaldbb 1 hosszu szavakbol dll, amelyekben az elsé karakter azonos az
utolséval.

A miiveletek néhany fontos tulajdonsdga (amiket a nyelvek megfelel6 miiveletei
indokolnak):

e +ro=ro+1]
r+0=0+r=r
e r)=0r=20

e re=¢cr=r
e 1+ ¢ =1 akkor és csak akkor ha ¢ € L(r)
e Altaldban rirg # rorg

4. Tétel. Az L C X* nyelv akkor és csak akkor requldris, ha van olyan r re-
guldris kifejezés, amire L = L(r).

Ezt a tételt itt nem bizonyitjuk.



