Algoritmuselmélet zdrthelyi (BSc képzés)
2008. marcius 28.

. Jelolje L(n) egy algoritmus 1épésszéamdnak maximumdt az n cstcsti gréafokon. Tudjuk, hogy ha n péros, akkor
L(n) = L(n/2) + 5, ha pedig n > 1 paratlan, akkor L(n) = L(n — 2) + 3. Kovetkezik-e ebb6l, hogy L(n) = O(n?) ?

. Legyen G = (V, E) egy osszefliggd, irdnyitatlan (nem feltétlentil egyszerii) graf, ami éllistdval adott. Hogyan lehet
O(|FE|) 1épésben meghatdrozni, hogy van-e két azonos foki cstcsa?

. Egy n X n méretii tabldzat minden eleme egy egész szam. A tablazat bal alsé sarkabdl akarunk eljutni a jobb
fels§ sarkaba ugy, hogy egy lépésben a tédblizatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épiink. Azt szeretnénk, hogy a
lépegetés soran latott elemek névekvo sorrendben kovessék egymast. Egy ilyen Ut értéke a benne szerepl6 szamok
osszege. Adjon O(n?) futési idejit algoritmust, ami meghatdrozza, hogy az adott tabldzatban a szabélyok szerinti
utak értékei kozott mekkora a legnagyobb!

. A G = (V,E) irdnyitott grafban a csicsok egy része fontos, ezeknek a csicsoknak a halmaza az ) 2 F C V. A graf
minden éléhez tartozik egy pozitiv élsily. Az u € F fontos csics tavolsiga a v € I fontos cstcstdl a legrovidebb
olyan u-bol v-be mené Ut hossza, aminek nincs u-t6l és v-t6l kiillonboz6 fontos csticsa. Legyen a graf a matrixdval
adott, és minden csticsra adott az is, hogy fontos cstics-e. Adjon algoritmust ami O(|V |?|F|) 1épésben meghatdrozza
az Osszes fontos cstcspar kozotti tavolsdgot!

. Egy orvosi rendelGben a regisztraciénal kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozdk eldontik, hogy a beteg az épp rendel6
két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell keriiljon, vagy barmelyikiikh6z kertilhet. Ezen kiviil, a beutal6 ismeretében, a
beteghez egy, a siirgdsséget kifejezd, szdmot is rendelnek. Amikor valamelyik orvos végzett egy beteggel, akkor azon
betegek koziil, akiket nem csak a masik orvos lathat el behivja a legnagyobb siirgdsségi szamut. Tegyiik fel, hogy a
kiosztott siirgdsségi szamok egymastdl kiillonbozoek. frjon le egy olyan adatszerkezetet, ami abban az esetben ha n
beteg varakozik, akkor a regisztracion az 1j beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kovetkezo beteg kivalasztasat
O(logn) 1épésben lehet6vé teszi.

. Hatarozza meg azokat a binaris fakat, amikben a preorder bejaras szerinti sorrend éppen a postorder bejaras altal
adott sorrend forditottja!

. Egy kezdetben tires piros-fekete faiba valamilyen sorrendben beszirtuk az a < b < ¢ elemeket. Mi lehet az eredményiil
kapott piros-fekete fa, ha a harom beszarason kiviil més miveletet nem végeztiink?

. Egy 15 csicsu 2-3 faban az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 elemeket taroljuk. Rajzolja le, hogy néz ki a fa! Hogyan valtozik
meg a fa, ha az 1 elemet toroljik? (Jelezze a torlés soran végrehajtott részlépéseket is!)

Algoritmuselmélet pétzarthelyi (BSc képzés)
2008. majus 9.

. Az aldbbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utdn kozvetleniil f; kovetkezik, akkor f; = O(f;)
teljestiljon!
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. Adottak az ay,as,...,a, egész szamok, 0 < a; < K. Segitségiikkel cia; + caas + ... + cpa, alakban akarunk
szamokat el6allitani gy, hogy mindegyik c; értéke —1, 0, vagy 1 lehet. Adjon algoritmust, ami az a; szdmok és a K
ismeretében O(n?K) lépésben meghatédrozza, hogy mely szamok dllnak eld ilyen alakban, és ami el6all, az hanyféle

C1,Ca,. .., Cq valasztds esetén!

. Adott n szdm, s1, S2, ..., Sy, valamint egy T érték. Hogyan lehet O(nlogn) dsszehasonlitdssal olyan 1 <i# j <n
indexeket taldlni, hogy s; + s; > T teljesiiljon, és az |s; — s;| érték minimélis legyen?

- Az 10 elemfi A témb elsé 8 elemére legyen A[i] = 2i (1 < i < 8), és tekintsiik ezt, mint egy 8 elemt kupacot.
Rajzolja le az ehhez tartozé fat! Hajtsa végre rajta a BESZUR(3), BESZUR(1), MINTOR miiveletsort, rajzolja le
az egyes milveletek utdn a kupacot (és jelezze a kozben sziikséges részlépéseket is)!

. Véazolja a 2-3 fanak (és miiveleteinek) egy olyan médositdsit, amiben tovdbbra is van KERES, BESZUR, TOROL,
MIN, MAX miivelet, és ezeken kiviil van még RANG és K-ADIK miivelet is, ahol RANG(z) azt adja vissza, hogy
a tdrolt elemek kozott az © a rendezés szerint hdnyadik elem, a K-ADIK(z) pedig, hogy a rendezés szerint a tarolt
elemek koziil melyik az i-edik. A mddositds soran a felsorolt szokasos miiveletek 1épésszamanak nagysagrendeje ne
véltozzon, és mindkét 1ij miivelet 1épésszama legyen O(logn), ahol n a tarolt elemek szdma.

. Lehetséges-e, hogy egy piros-fekete faban tarolt elemeket a preorder bejards szerint kiolvasva a 6, 1, 5, 3, 2, 4
sorrendet kapjuk?



7. A Bellman-Ford eljardssal hatdrozza meg az aldbbi

grafban az A pontbdl a tobbi pontba, vezetd legrovi- 3 4D
debb utak hosszat! Lépésenként jelezze, hogyan A -1 2 2 1 E
véaltozik az algoritmus altal kitoltott T tomb! 1 . H 1
4 g 2
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8. Allatkertiink zsirdfot szeretne venni. FEurépa utjainak térképe egy silyozott iranyitatlan grafként adott, melynek
csucsai a varosok, az élsilyok a tavolsdgok. Tudjuk, hogy a grafban levé n csics koziil melyik az a néhany, ahonnan
be tudjuk szerezni a zsirafot. Gond az, hogy zsiraf szallitdsdra alkalmas jarmi nincs mindenhol, de szerencsére
tudjuk, melyik az a J darab csics, ahonnan ilyet kolecsonkérhetiink (ezek nem feltétleniil ott vannak, ahol zsiraf is
van). Egy adott dtvonal koltségébe a zsirafszallité jarmiivel iiresen megtett rész hossza (a zsirdfig, és téliink vissza a
kiinduldsi helyére) egyszeresen, de a zsiraffal megtett 1t 5-szorosen szamit. Adjon O(Jn?) 1épésszamti algoritmust,
ami megmondja, hogy honnan hozassuk a zsirafot, és honnan kérjiik a jarmtivet, ha azt akarjuk, hogy az koltség
minim4lis legyen (az it sordn természetesen tobb varoson is dtmehetiink, ugyanazon a vdroson akdr tobbszor is).

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi (BSc képzés)
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1. frja le a gyorsrendezés algoritmusat!

2. frja le az egy pontbdl indulé legrovidebb utak hosszanak meghatarozasara szolgalé Bellman-Ford-algoritmust.
Mennyi az algoritmus 1épésszéma? (Indokolni nem kell.)

3. Igazolja, hogy ha L < Ls és Ly € NP, akkor L; € NP.

4. Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk A és B, a maximalis 1épésszamukat leird fiiggvények legyenek f4 és
fB. Tudjuk, hogy fa(n) = O(fs(n) - logn). Kovetkezik-e ebbdl, hogy

(a) A mindig gyorsabb mint B ?
(b) A nagy bemenetekre gyorsabb mint B ?

5. BEgy kupacba beraktunk egy 1j x elemet, majd végrehajtottunk egy MINTOR miiveletet. Mikor fordul el, hogy
végiil az eredeti kupacot kapjuk vissza?

6. Ellistaval adott egy n pontu e éli iranyitott graf. Azt szeretnénk tudni, hogy van-e benne olyan minden pontot
tartalmazé részgraf, ami egy, a gyokerétdl a levelek felé irdnyitott fa. Adjon O(ne + n?) 1épésszdmu algoritmust,
ami ha van, taldl egy ilyen részgrafot.

7. Ellistaval adott egy egyszerl, osszefiiggd, silyozott irdnyitatlan G = (V, E) graf amiben nincs két egyforma stlyi
él. Adjon O(|V] - |E|) 1épésszamu algoritmust, ami megadja a grafban a masodik legkisebb siilyt feszitéfat.

8. Koltoztetjitk az allatkertet. Ehhez rendelkezésiinkre 4ll J darab allatszallité jarmi. A jarmivek egyformak, egy
jarmiivel egyszerre legfeljebb T darab &llat széllithatd, de nem akérmilyen 6sszetételben (hdrom eleféntot egy auté se
bir el, tigrist és zebrat meg egyéb okok miatt nem célszerti egyiitt vinni). Legyen adott a szallitandé dllatok listdja, és
az is, hogy koziilik milyen csoportok szallithaték kzos jarmiiben (a megengedett halmazok név szerint tartalmazzdk
az allatokat). Azt szeretnénk eldonteni, hogy a szdllitds egy menettel megoldhaté-e, azaz a feltételeknek megfeleléen
egyszerre fel tudjuk-e rakni az 0sszes allatot a jarmiivekre Fogalmazza meg a feladathoz tartozo nyelvet és vagy azt
mutassa meg réla, hogy P-ben van vagy azt, hogy NP-teljes.
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. Irja le az éran tanult KUPACEPITES eljarast! Mennyi az eljards 1épésszdma? (Indokolni nem kell és a tobbi
miiveletet sem kell leirni.)

. frja le a minim4ls feszit6fa keresésére valé Prim-algoritmust! Mennyi a 1épésszama métrixos, illetve éllistas esetben?
(Indokolni nem kell.)

. Adjon meg (bizonyitassal egyiitt) egy 3SZIN < MAXFTL Karp-redukciét!

. Az 1 és 91 kozotti Osszes 3-mal oszthaté egész szamot valamilyen sorrendben egy M méreti hash-tdbldba raktuk
a h(z) = x (mod M) hash-fiiggvény segitségével, linedris probaval. Ennek sordn hany iitkozés fordulhatott elé, ha
M = 35, illetve ha M =36 7

. Négyen kozos baratjukat akarjak meglatogatni. Ugy dontottek, hogy bar mindegyikiiknek van kocsija, egy autoval
mennek: egyikiik elmegy mindegyikiik lakdsdhoz (tetsz6leges sorrendben), 6sszeszedi 8ket, és egyiitt fognak megérkezni
baratjukhoz. Az dthalézat egy G irdnyitatlan graf szomszédossdgi matrixaval adott, amiben ismertek a szomszédos
pontok kozotti tavolsagok. Adott a graf négy csicsa z,y, z, t, ahol 6k négyen laknak, illetve, hogy a baratjuk lakésa
melyik b csticsndl van. Tegyiik fel, hogy a kocsik fogyasztdsa fiigg attél, hogy hanyan iilnek benne, ¢ személy esetén
ez mind a négy kocsi esetén kilométerenként c;. Hatdrozzon meg egy olyan eljarast, ami megadja, ki induljon
kocsival, és merre menjen, ha azt akarjuk, hogy a feltételek betartasaval a tobbiek Osszeszedése, és a baratjukhoz
valé odajutds teljes benzinkoltsége minimélis legyen! Az eljaras 1épésszdma n csticst gréaf esetén legyen O(n?).

. Ellistaval adott a G = (V, E) egyszeri, osszefiiggd graf. A graf élei stlyozottak, a silyfiggvény ¢ : B — {—1,1}.
Adjon algoritmust, ami G-ben O(|V| + |E|) 1épésben meghatirozza, hogy mennyi a minimdlis siilya egy olyan
részgrafnak, ami G minden pontjat tartalmazza és Gsszefiiggd,

. Legyen L; az a nyelv, amelyik az olyan irdnyitatlan grafokat tartalmazza, amikben van Hamilton-ut és Ly alljon
azokbdl a paros grafokbdl, amikben nincs teljes parositas. Kovetkezik-e, hogy L1 < Lo, illetve, hogy Lo < Ly 7

. Tekintsiik a Hatizsak problémanak azt a folytonos véltozatat, amikor a tdrgyak tetszolegesen darabolhatéak, egy s;
silyt v; értékii targynak vehetjiik az r-edrészét (0 < r < 1 raciondlis szdm), és akkor ennek a résznek rs; a stlya,
rv; az értéke. Definidlja az ehhez tartozo FOLYTHATIZSAK nyelvet és vagy mutassa meg, hogy ez a nyelv P-ben
van vagy azt, hogy NP-teljes.

Algoritmuselmélet vizsgazdrthelyi (BSc képzés)
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. frja le a 2-3 faknal hasznalt BESZUR eljarast! Ha n elemet tarolunk a fiban, akkor mennyi az eljaras 1épésszama?
(Indokolni nem kell.)

. frja le hogyan lehet egy éllistaval adott grafrél O(n + e) 1épésben ellendrizni, hogy a graf egy dag, és hogy hogyan
lehet O(n + e) 1épésben meghatdrozni egy dag topologikus rendezését! (Indokolni nem kell.)

. frja le a Ladapakolds problémat! Igazolja, hogy a First Fit eljards altal hasznalt ladak szama legfeljebb kétszerese
az optimalisnak.

. Egy binaris keres6faban tarolt y elemhez legyen z a tarolt elemek koziil a rendezés szerint az y-t kozvetleniil
megel6z6, z pedig a kozvetleniil y utan kovetkezo. Igazolja, hogy a bindris keres6fdban az z, y és z elemeket tarold
harom csicsnak Osszesen legfeljebb 4 fia van.

. A G = (V,E) tobbszoros él nélkiili irdnyitott graf olyan éllistdval adott, amiben minden cstcsnédl a szomszédok
tetsz6leges sorrendben szerepelhetnek. Készitsen ebbdl O(|V] + |E|) 1épésben olyan éllistét a G grafhoz, amiben
minden cstcsnal a szomszédok névekvé sorrendben vannak felsorolva.

. Egy ligy intézése soran I darab hivatalos iratot kell beszerezniink, méghozza adott sorrendben, az i-edik iratot csak
akkor allitjak ki, ha az Osszes el6z6t bemutatjuk. Mindegyik iratrdl tudjuk, mely hivatalokban lehet beszerezni, az
i-edik irathoz adott az azt kiallité hivatalok h; listdja, ebb6l valaszthatunk, hogy az i-edik iratért melyik helyre
megylink. Tegytik fel, hogy Osszesen H kiilénboz6 hivatal szerepel a listakon, de egy hivatal akdr tobb irathoz
tartozo listan is rajta lehet. Tudjuk, hogy tetszéleges hivatalbdl egy mésikba mennyi id6 alatt lehet dtjutni. Adjon
O(|I| - |H|?) 1épésszamii algoritmust, ami megadja, hogy melyik iratért hova menjiink, ha a hivatalok kozotti
kozlekedésre forditott id6t akarjuk minimalizdlni. (Egy hivatalba t6bbszor is visszamehetiink.)



7. Tegyiik fel, hogy P # NP. Az aldbbi feltételek koziil melyikbdl kovetkezik és melyikbél nem kovetkezik hogy az X
eldontési probléma nem P-beli?

(a) Egy NP-teljes Y probléméara X Karp-redukalhato.
(b) Egy NP-teljes Y probléma Karp-redukélhaté X-re.
(¢) az X probléma NP-beli.

8. Egy munkahelyen buszos kirdnduldst szerveznek. A j6 hangulat érdekében mindenki elére megmondhatta, hogy
kivel nem hajlandé egy buszon utazni (t6bb személyt is fel lehetett sorolni). Tegyiik fel, hogy tetsz6legesen nagy
befogaddképességii buszok dllnak rendelkezésre. A szervezdk olyan beosztést szeretnének késziteni, ami minél ke-
vesebb buszba beosztja az Osszes kiranduldt gy, hogy senkinek sem kell olyannal egy buszban iilnie, akivel nem
akart. Definidlja a megfeleld nyelvet és vagy mutassa meg, hogy ez a nyelv P-ben van vagy azt, hogy NP-teljes.

Algoritmuselmélet vizsgazdrthelyi (BSc képzés)
2008. jtnius 17.

1. frja le az Osszefésiilés és az Osszefésiiléses rendezés algoritmusat. Mennyi a 1épésszamuk és miért?
2. frja le a Dijkstra-algoritmust. Métrixos megadds esetén mennyi az algoritmus lépésszdma? (Indokolni nem kell.)

3. Igazolja a Karp-redukcié tranzitivitasat!

4. Egy piros-fekete faban valamelyik, a gyokértol egy levélig vezetd iton sorban az alabbi szinii pontok vannak: fekete,
piros, fekete, fekete. Mennyi a fiban tarolt elemek szaménak minimuma?

5. Ellistémjéval adott egy n csucsu F' fa, aminek az élei pozitiv egész szamokkal silyozottak. A fanak bizonyos csicsai
z0ldek. Olyan minimalis stlyu Gsszefiiggd részgrafot keresiink, ami minden zdld csicsot tartalmaz (lehetnek benne
nem zold csicsok is). Adjon algoritmust, ami a zold cstcsok ismeretében O(n) 1épésben meghatéroz egy ilyen
részgrafot.

6. Egy vizsgarol kijove be akarjuk osztani a vizsgaid@szak hatralevd részét. Még t tantargybdl kellene vizsgaznunk,
mér mindegyikhez csak egy vizsgaalkalom van. Az Osszes vizsga (tantdrgytdl fuggetlenil) 8-t6l 10-ig van, ezért
bar lehet egy napra tobb vizsga is kiirva, egy nap legfeljebb egy vizsgat tehetiink le. Tudjuk, hogy ha az i-edik
tantargybdl (1 <4 < ¢) gy megyiink vizsgdzni, hogy az eléz8 napon is volt vizsgdnk, akkor 0 < p; < 1 az esélye
annak, hogy megbukjunk. Ha a legutdbbi vizsga utdn n nappal megyiink, akkor a bukés esélye p;/n. Az i-edik
tantargy legyen k; kredites. Olyan beosztast szeretnénk, hogy a varhatéan megszerzett kreditek Osszege a lehetd
legnagyobb legyen. (Ha egy k kredites téargybdl ¢ valészinliséggel bukunk meg, akkor ezen a vizsgdn a varhatéan
megszerzett kredit k(1 — ¢).) Adjon algoritmust, ami a vizsgaidépontok, a k; pozitiv egészek és a p; raciondlis
szamok ismeretében O(t?) 1épésben megmondja, hogy mely targyakbdl menjiink el vizsgazni és melyeket érdemes
kihagyni, hogy a feltételeknek megfelel6 vizsgabeosztdst kapjunk.

7. Tegyiik fel, hogy az L és Lo nyelvekre Ly € P és Ly € coNP. Igazolja, hogy ekkor Ly \ Ly € NP.

8. Alljon az L nyelv az olyan gréfokbdl, melyek kiszinezhet6k 3 szinnel (pirossal, kékkel, zolddel) tgy, hogy az élek
végpontjai kiilonbozo szintiek legyenek és kétszer annyi piros csics legyen, mint kék. Vagy igazolja, hogy L € P
vagy azt, hogy L egy NP-teljes nyelv.




