Algoritmusok elmélete zarthelyi (5 éves képzés)
2008. marcius 28.

. Jelolje L(n) egy algoritmus 1épésszdmdnak maximumdt az n cstcst gréafokon. Tudjuk, hogy ha n péros, akkor
L(n) = L(n/2) + 5, ha pedig n > 1 pératlan, akkor L(n) = L(n — 2) + 3. Kévetkezik-e ebbdl, hogy L(n) = O(n?) ?

. Legyen G = (V, E) egy osszefliggd, irdnyitatlan (nem feltétlentil egyszerii) graf, ami éllistdval adott. Hogyan lehet
O(|FE) 1épésben meghatdrozni, hogy van-e két azonos foki cstcsa?

. Egy n x n méretil tdbldzat minden eleme egy egész szam. A tdblazat bal alsé sarkdbdl akarunk eljutni a jobb
fels§ sarkaba ugy, hogy egy lépésben a tédblizatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épiink. Azt szeretnénk, hogy a
lépegetés soran latott elemek névekvo sorrendben kovessék egymdst. Egy ilyen 1t értéke a benne szerepl6 szamok
osszege. Adjon O(n?) futési idejit algoritmust, ami meghatdrozza, hogy az adott tabldzatban a szabélyok szerinti
utak értékei kozott mekkora a legnagyobb!

. A G =(V,E) irdnyitott grafban a csicsok egy része fontos, ezeknek a csicsoknak a halmaza az ) 2 F C V. A graf
minden éléhez tartozik egy pozitiv élstily. Az u € F fontos csiics tdvolsidga a v € F fontos cstcstdl a legrovidebb
olyan u-bol v-be mend 1t hossza, aminek nincs u-tél és v-t6l kiilonboz6 fontos csicsa. Legyen a graf a matrixaval
adott, és minden csticsra adott az is, hogy fontos csiics-e. Adjon algoritmust ami O(|V |?|F|) 1épésben meghatdrozza
az Osszes fontos csucspar kozotti tavolsagot!

. Egy orvosi rendel6ben a regisztracional kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozdk eldontik, hogy a beteg az épp rendeld
két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell keriiljon, vagy barmelyikiikhoz keriilhet. Ezen kiviil, a beutald ismeretében, a
beteghez egy, a siirgdsséget kifejezd, szdmot is rendelnek. Amikor valamelyik orvos végzett egy beteggel, akkor azon
betegek koziil, akiket nem csak a mésik orvos lathat el behivja a legnagyobb siirgésségi szamut. Tegyiik fel, hogy a
kiosztott siirgdsségi szamok egymastdl kiillonbozoek. frjon le egy olyan adatszerkezetet, ami abban az esetben ha n
beteg varakozik, akkor a regisztraciéon az 1ij beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kovetkez6 beteg kivalasztasat
O(logn) lépésben lehetévé teszi.

. Hatarozza meg azokat a binaris fakat, amikben a preorder bejaras szerinti sorrend éppen a postorder bejaras altal
adott sorrend forditottja!

. Alljon az L nyelv az olyan Turing-gépek kodjaibol, amelyek csak paros hosszu szavakat fogadnak el. Igazolja, hogy
L € coRE.

. Legyen L = {w#s : w € Ly és M, nem fogadja el az s szét }. Bizonyitsa be, hogy ez a nyelv nem rekurziv! (Lg a
diagondlis nyelvet jeldli.)
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. Az aldbbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha f; utdn kozvetlenill f; kovetkezik, akkor f; = O(f;)
teljesiiljon!
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. Adottak az aq,as,...,a, egész szamok, 0 < a; < K. Segitségiikkel cia; + caas + ... + cpa, alakban akarunk
szamokat el6allitani ugy, hogy mindegyik ¢; értéke —1, 0, vagy 1 lehet. Adjon algoritmust, ami az a; szdmok és a K
ismeretében O(n?K) lépésben meghatédrozza, hogy mely szamok dllnak eld ilyen alakban, és ami el6all, az hanyféle
c1,Ca,...,Cp valasztas esetén!

. Adott n szdm, s1, S2, ..., Sy, valamint egy T érték. Hogyan lehet O(nlogn) dsszehasonlitdssal olyan 1 <i # j <n
indexeket taldlni, hogy s; + s; > T teljesiiljon, és az |s; — s;| érték minimélis legyen?

- Az 10 elem{i A témb elsé 8 elemére legyen Afi] = 2i (1 < i < 8), és tekintsiik ezt, mint egy 8 elemt kupacot.
Rajzolja le az ehhez tartozé fat! Hajtsa végre rajta a BESZUR(3), BESZUR(1), MINTOR miiveletsort, rajzolja le
az egyes milveletek utdn a kupacot (és jelezze a kozben sziikséges részlépéseket is)!

. A Bellman-Ford eljardssal hatdrozza meg az aldbbi B 2 C -3
grafban az A pontbdl a t6bbi pontba vezetd legrovi- 3 4D
debb utak hosszdt! Lépésenként jelezze, hogyan A -1 2 2 1 E
véltozik az algoritmus altal kitoltstt 7 témb! 1 - N
4 g 2

12



. Allatkertiink zsirdfot szeretne venni. FEurépa utjainak térképe egy silyozott iranyitatlan grafként adott, melynek
csucsai a varosok, az élsilyok a tavolsdgok. Tudjuk, hogy a grafban levé n csics koziil melyik az a néhany, ahonnan
be tudjuk szerezni a zsirafot. Gond az, hogy zsiraf szallitdsdra alkalmas jarmi nincs mindenhol, de szerencsére
tudjuk, melyik az a J darab csics, ahonnan ilyet kolecsonkérhetiink (ezek nem feltétleniil ott vannak, ahol zsiraf is
van). Egy adott ttvonal koltségébe a zsirdfszallité jarmiivel liresen megtett rész hossza (a zsirafig, és téliink vissza a
kiinduldsi helyére) egyszeresen, de a zsiraffal megtett 1t 5-szorosen szamit. Adjon O(Jn?) 1épésszamti algoritmust,
ami megmondja, hogy honnan hozassuk a zsirdfot, és honnan kérjiik a jarmivet, ha azt akarjuk, hogy az koltség
minim4lis legyen (az it sordn természetesen tobb varoson is dtmehetiink, ugyanazon a vdroson akdr tobbszor is).

. Rekurziv-e az alabbi nyelv?

L = {xfty : AM, és M, az y bemeneten nem 4ll meg}

. Egy rogzitett X abc feletti L nyelvhez legyen L’ az a nyelv, aminek szavait gy kapjuk hogy L szavaibdl a betiik
kevesebb mint felét az Gsszes lehetséges médon elhagyjuk. (Példaul, ha abc € L, akkor az abc, ab, ac,bc szavak
L’-ben vannak.) Igazolja, hogy ha L € RE, akkor L’ € RE.
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. Irja le a mélységi bejéras algoritmusat a mélységi és befejezési szamok meghatarozasival kiegészitve! Mennyi az
algoritmus lépésszama éllistas megadas esetén és miért?

. Definiédlja az UNIO-HOLVAN adatszerkezetet. Mennyi az egyes miiveletek 1épésszdma tombos, illetve fas (tossze-
nyomds nélkiili) megvaldsitds esetén? (Indoklds nem kell.)

. Definidlja a TIME(n?) és SPACE(n?) osztélyokat. Mi a viszonyuk egymdshoz, illetve a rekurziv nyelvek osztélydhoz?
Viélaszat indokolja is meg!

. Egy n x n méretli tdbldzatban raciondlis szdmokat tdrolunk. Egy 1épés sordn az (i,7) mezébdl az (i,5 + 1), az
(i—1,7+ 1), vagy az (i + 1,5 + 1) mezbkre juthatunk. Hatdrozza meg, hogy ha az els§ oszlopbdl az utolséba
akarunk eljutni, akkor mennyi lehet az ehhez hasznalt mez&kon levs szdmok szorzatdnak minimuma. (Az els
oszlop tetszdleges mezdjérdl indulhatunk és az utolsé tetszéleges mezdjére érkezhetiink.) Az algoritmus 1épésszdma
legyen O(n?).

. Egy véros uthélézata egy n csicsi irdnyitatlan graffal adott, a kozlekedési csomépontok a graf csicsai. Adott a
szomszédos csomépontok kozotti tavolsdg. A varosban J < n buszjirat van. A jaratok végdllomésai és a megdlldi is
csomépontokban vannak, egy jarat minden megalléja kiillonb6z6. Adott minden jaratra, hogy mely csomépontokban
vannak az egymas utdni megallok. Két egymés utani megallé nem biztos, hogy szomszédos pontban van — a busz
nem all meg minden utcasarkon. Viszont az egy csomépontban levé megallék egy helyen vannak, nem kell koztiik
gyalogolni. Amikor a varos egyik pontjabdl a mésikba akarunk eljutni, olyan dtvonalat vélasztunk, hogy utunk
soran Osszesen a lehetd legkevesebbet kelljen gyalogolni (kézben tetszdlegesen sokat buszozhatunk, az atszdlldsok
szdma sem korldtozott). Adjon O(n?) lépésszami algoritmust, ami meghatéroz két olyan csomépontot, amelyek
kozott a feltételeknek megfelel$ itvonalon a legtobbet kell gyalogolni.

. Ellistfijéval adott egy stlyozott irdnyitatlan G = (V, E) graf. Tudjuk, hogy G-ben minden pont fokszama legfeljebb
10. Szintén éllistaval adott G-nek egy minimélis silyd F feszit6faja. Azt szeretnénk tudni, hogy egy rogzitett f € F
¢l sulyat mennyivel névelhetjiik ahhoz, hogy az F' tovabbra is minimdlis feszit6fa maradjon. Adjon algoritmust,
ami ezt az értéket O(n) lépésben meghatarozzal

. Igazolja, hogy az aldbbi nyelv rekurzivan felsorolhatd!

L ={w:3IM,, az M, elfogadja a w els6 6t karakterébdl all6 sz6t}

. Alljon az L nyelv azokbdl a G = (V, E) egyszerti grafokbdl, amelyekben van legaldbb |V'|/2 hosszi kor. P-beli vagy
NP-teljes ez a nyelv?
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. frja le a gyorsrendezés algoritmusat!

. frja le az egy pontbdl induld legrévidebb utak hosszanak meghatarozésara szolgdlé Bellman-Ford-algoritmust.
Mennyi az algoritmus 1épésszéma? (Indokolni nem kell.)

. Igazolja, hogy ha L < Lg és Ly € NP, akkor L; € NP.

. Ellistdval adott egy n pontu e éli iranyitott graf. Azt szeretnénk tudni, hogy van-e benne olyan minden pontot
tartalmazé részgraf, ami egy, a gyokerétdl a levelek felé irdnyitott fa. Adjon O(ne + n?) 1épésszami algoritmust,
ami ha van, taldl egy ilyen részgrafot.

. Ellistaval adott egy egyszerl, Osszefiiggd, stlyozott irdnyitatlan G = (V, E) graf amiben nincs két egyforma silyu
él. Adjon O(|V| - |E|) 1épésszamu algoritmust, ami megadja a grafban a médsodik legkisebb sulyt feszitéfat.

. Koltoztetjiik az allatkertet. Ehhez rendelkezésiinkre J darab éllatszallité jarmid. A jarmivek egyformdk, egy
jarmiivel egyszerre legfeljebb T darab allat széllithaté, de nem akdrmilyen Osszetételben (hérom elefintot egy
auté se bir el, tigrist és zebrat meg egyéb okok miatt nem célszerii egyiitt vinni). Legyen adott a szallitandé
allatok listdja, és az is, hogy koziilitkk milyen csoportok szallithatok kozos jarmiiben (a megengedett halmazok név
szerint tartalmazzak az allatokat). Azt szeretnénk eldonteni, hogy a szallitds egy menettel megoldhaté-e, azaz a
feltételeknek megfeleloen egyszerre fel tudjuk-e rakni az Gsszes allatot a jarmivekre Fogalmazza meg a feladathoz
tartozé nyelvet és vagy azt mutassa meg réla, hogy P-ben van vagy azt, hogy NP-teljes.

. Igazolja, hogy az L = {w : AM,,, az M, legaldbb 3 sz6t elfogad } nyelv rekurzivan felsorolhatd.
. Az Ly és Ly nyelvekrdl tudjuk, hogy L, € PSPACE és Lo € P. Igaz-e, hogy L1 N Ly € EXPTIME 7

Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi (5 éves képzés)
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. frja le az éran tanult KUPACEPITES eljarast! Mennyi az eljards 1épésszama? (Indokolni nem kell és a t6bbi
miiveletet sem kell leirni.)

. frja le a minim4ls feszit6fa keresésére valé Prim-algoritmust! Mennyi a 1épésszama métrixos, illetve éllistas esetben?
(Indokolni nem kell.)

. Adja meg az aldbbi definicidkat:

(a) f(n) id8korldtos Turing-gép (determinisztikus és nemdeterminisztikus),

(b) TIME(f(n)), NTIME(f(n)).

(c) TIME és NTIME segitségével definidlja a P, NP, EXPTIME osztalyokat!

. Az 1 és 91 kozotti Osszes 3-mal oszthatd egész szamot valamilyen sorrendben egy M méretii hash-tablaba raktuk
a h(x) =2 (mod M) hash-fliggvény segitségével, linedris prébaval. Ennek sordn hdny {itk6zés fordulhatott elé, ha
M = 35, illetve ha M =36 7

. Négyen koz6s bardtjukat akarjak meglatogatni. Ijgy dontottek, hogy bar mindegyikiiknek van kocsija, egy autdoval
mennek: egyikiik elmegy mindegyikiik lakdsdhoz (tetsz6leges sorrendben), dsszeszedi Eket, és egyiitt fognak megérkezni
baratjukhoz. Az dthalézat egy G irdnyitatlan graf szomszédossdgi matrixaval adott, amiben ismertek a szomszédos
pontok kozotti tavolsagok. Adott a graf négy csicsa x, v, z, t, ahol 6k négyen laknak, illetve, hogy a bardtjuk lakédsa
melyik b csuicsnal van. Tegyiik fel, hogy a kocsik fogyasztasa fligg attél, hogy hanyan iilnek benne, ¢ személy esetén
ez mind a négy kocsi esetén kilométerenként c;. Hatdrozzon meg egy olyan eljarast, ami megadja, ki induljon
kocsival, és merre menjen, ha azt akarjuk, hogy a feltételek betartdsaval a tobbiek Osszeszedése, és a baratjukhoz
valé odajutds teljes benzinkoltsége minimdlis legyen! Az eljaras 1épésszama n csticsi graf esetén legyen O(n?).

. Legyen My, M, és Ms harom olyan Turing-gép, aminek a bemeneti dbécéje ¥ = {0,1}. Alljon az L nyelv a ©* azon
szavaibol, amelyeket a harom Turing-gép koziil legfeljebb egy fogad el. Igazolja, hogy L € coRE.

. Legyen L; az a nyelv, amelyik az olyan irdnyitatlan grafokat tartalmazza, amikben van Hamilton-ut és Ly alljon
azokbdl a paros grafokbdl, amikben nincs teljes parositds. Kovetkezik-e, hogy L1 < Lo, illetve, hogy Lo < Ly ?

. Tekintsiik a Héatizsdk probléménak azt a folytonos valtozatdt, amikor a targyak tetszélegesen darabolhatdak, egy s;
stlyt v; értékii targynak vehetjiik az r-edrészét (0 < r < 1 raciondlis szdm), és akkor ennek a résznek rs; a stlya,
rv; az értéke. Definidlja az ehhez tartozé FOLYTHATIZSAK nyelvet és vagy mutassa meg, hogy ez a nyelv P-ben
van vagy azt, hogy NP-teljes.
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. Irja le az Osszefésiilés és az Osszefésiiléses rendezés algoritmusat. Mennyi a lépésszamuk és miért?
. Irja le a Dijkstra-algoritmust. Matrixos megadés esetén mennyi az algoritmus 1épésszama? (Indokolni nem kell.)

. Igazolja a Karp-redukcié tranzitivitasat!

. Egy piros-fekete faban valamelyik, a gyokértdl egy levélig vezetd titon sorban az alabbi szinii pontok vannak: fekete,
piros, fekete, fekete. Mennyi a faban tarolt elemek szaménak minimuma?

. Egy vizsgardl kijove be akarjuk osztani a vizsgaidészak hatralevo részét. Még t tantargybol kellene vizsgaznunk,
mér mindegyikhez csak egy vizsgaalkalom van. Az Osszes vizsga (tantdrgytdl fuggetlenil) 8-t6l 10-ig van, ezért
bar lehet egy napra tobb vizsga is kiirva, egy nap legfeljebb egy vizsgat tehetiink le. Tudjuk, hogy ha az i-edik
tantdrgybdl (1 < i < ¢) gy megyiink vizsgdzni, hogy az eléz8 napon is volt vizsgdnk, akkor 0 < p; < 1 az esélye
annak, hogy megbukjunk. Ha a legutébbi vizsga utén n nappal megylink, akkor a bukés esélye p;/n. Az i-edik
tantargy legyen k; kredites. Olyan beosztast szeretnénk, hogy a varhatéan megszerzett kreditek Osszege a leheto
legnagyobb legyen. (Ha egy k kredites targybdl ¢ valészinliséggel bukunk meg, akkor ezen a vizsgdn a varhatéan
megszerzett kredit k(1 — ¢).) Adjon algoritmust, ami a vizsgaidépontok, a k; pozitiv egészek és a p; raciondlis
szdmok ismeretében O(t?) 1épésben megmondja, hogy mely targyakbdl menjiink el vizsgazni és melyeket érdemes
kihagyni, hogy a feltételeknek megfelel vizsgabeosztdst kapjunk.

. Tekintsiik a dominéprobléménak azt a véltozatét, amikor csak egy fajta dominé van (de abbdl persze végtelen sok
darab). Rekurziv-e az igy mddositott probléméhoz tartozé nyelv?

. Tegyiik fel, hogy az L; és Ly nyelvekre Ly € TIME(n?) és Ly € SPACE(n?). Adjon meg olyan f fiiggvényt, amire
a feltevésbol kovetkezik, hogy
Ly — Ly € TIME(f(n)).

. Alljon az L nyelv az olyan gréfokbdl, melyek kiszinezheték 3 szinnel (pirossal, kékkel, zolddel) dgy, hogy az élek
végpontjai kiilonbozo szintiek legyenek és kétszer annyi piros cstics legyen, mint kék. Vagy igazolja, hogy L € P
vagy azt, hogy L egy NP-teljes nyelv.




